Chapitre 1

ESPACES PROBABILISES



INTRODUCTION

Considérons I’expérience suivante :
On lance une fois un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
On a 6 éventualités ou résultats possibles.

On note Q 'univers des possibles ou ’ensemble des éventualités.

e Epreuve n°1:on s’intéresse au chiffre apparu.

e Epreuve n°2:on s’intéresse a la parité du chiffre apparu.

On définit ainsi 2 épreuves liées a la méme expérience.
Chaque épreuve engendre une partition O’ de Q.
()’est I’ensemble des évenements élémentaires.



Dans cette expérience : Q={1,2,3,4,5,6}
e Pourla1®® épreuve:

Q={1}u{2}u{3lu{4}U{5}U{6} avecla partition Q. :{{1},{2},{3},{4},{5},{6}}

e Pour la 2¢me épreuve :

Q={1,3,5}0{2,4,6} aveclapartition Q, ={{1,3,5},{2,4,6}} ={I, P

Un éveénement composé d’une épreuve est une réunion d’évenements élémentaires
de cette épreuve.



e Dans la premiére épreuve (canonique), il y a 6 évenements élémentaires qui forment une

partition de Q constituée par tous les singletons éventualités de Q : {i} pour ie{l,...,6}

e Dans la deuxieme épreuve, il y a 2 évenements élémentaires qui forment une autre

partitionde Q: | = {1,3,5} (les impairs) et P = {2,4,6} (les pairs)

Attention: Soit 4={1,2,3}={1}u{2}uU{3}

A est un événement (composé) dans la premiére épreuve.
A n’est pas un évenement dans la deuxieme épreuve.



Soit B I’ensemble des évenements liés a une épreuve :

o 1teépreuve: B, =P(Q) avec card(Bl) =2 =20 — 64,
o 2tmeépreuve: B, ={J, I, P,Q} avec card(Bz) =4=2°

Il y a 64 évenements dans la premiere épreuve et 4 évenements dans la seconde épreuve.

Q) est appelé évenement siir et J est ’évéenement impossible.



On désigne par B ?(Q) I’ensemble des événements liés a une épreuve.

V(Al,Az) eB’ona:

— , 7 \ 7 . 7
I ’événement « contraire » de 4 est réalisé. ™ | 4,4, | I'évenement « 4, et 4, » est réalise

(également noté 4°). (également noté 4, . 4,).

7 . Ve 1) N
i [ A1 <5/ A2 } I’événement « 4, ou 4, » est réalisé. ® ’événement « un et un seul des N

évenements 4, ou 4, » est réalisé.




I[A1 \A, =4, ﬁA_z J est ’événement

«|’événement 4, est réalisé et 4, ne I'est pas »

I{Si A4, = @] A, et 4, sont dits « incompatibles »

A, et 4, ne peuvent se réaliser simultanément.

Q Q
SiA S A Jon dit que « la réalisation de Aewds =%
.[l ! 2 3 BB=A4+4 < S
B=A4 VA,

I’évenement A4, entraine la réalisation de I’événement 4, »

+ est la notation pour « I'union disjointe »




ESPACES PROBABILISABLES

Définition d’un espace probabilisable fini

Koit Q P'univers fini des possibles. \

Soit B C P(Q) ’ensemble des évenements liés a une épreuve avec B + .

B est une algébre de Boole d’événements (ou une tribu sur Q) si et seulement si :

e« QO EB

o B est stable par passage au contraire : VA4 B, AeB

VA €B
VA, eB

K (Q, B) est appelé espace probabilisable fini. /

Si B = P(Q) alors la tribu est dite totale ou canonique sur Q.

A UA,eB

o B est stable pour I'union finie : {




Reprenons la deuxiéme épreuve de ’expérience du jet d’un dé :

0={123,456} et B,={Q, [, P,Q}

. ’ /7 \ V4 7 ] /7
Soit Q, = {], P} I’ensemble des événements élémentaires de cette épreuve,

c’est une partition de Q2. Ona: T(Qz') - {@,{I},{P},QZ'}

RN
i foR AL T |
Soit I’application de ?(Qz') dans B, notée ¢ LA {P} D ¢ est bijective par construction
Q i Q
: ~

card B, = card P(Q,’) =2@dQ;

Ainsi : nombre d’événements de Bz — 7 nombre d’événements élémentaires
U

S 8,




Cas général

s Théoreme: )

Soit Q un ensemble fini et B une algebre de Boole de parties de Q.

Il existe une partition de Q enparties £, (1 <i < n) telle que B est constituée de I’ensemble vide

et de toutes les unions finies d’ensembles (El. )1<i<n

N\

o

o Les (E, )1<i<n sont les événements élémentaires de I’algebre de Boole .

* Best équipotent a P(Q’) ol Q’ est 'ensemble des (E, )ISiSn

o Toute algebre de Boole définie sur un univers fini a donc un cardinal égal a une puissance de 2 puisque:

cardib=icard PrRAEadsid sk




ESPACES PROBABILISABLES

Définition d’un espace probabilisable infini

ﬂoit Q P'univers infini des possibles. \

Soit A C P(QQ) ’'ensemble des événements liés a une épreuve avec A + .

A est une c-algébre de Boole d’évenements (ou une tribu sur Q) si et seulement si :

e Qe A

. A est stable par passage au contraire: VA4 € A, Ae A

. A est stable pour I'union dénombrable: Si VieN", 4.€ A alors U A €A

! *
ieN

k(Q , A) est appelé espace probabilisable infini. /




[ (P (), A, N) aune structure d’anneau commutatif. J

En particulier:

AN(BAC)=(ANB) A (ANC)

AABAC)=AABAC .

A est associative N est distributive par rapport a A

Toute algébre B ainsi que toute c-algébre A de 2 sont des sous anneaux

idempotents de ’'anneau (7 (), A, N).



Pour toute algébre de Boole B sur un univers Q et pourtout n e N" ona :

m JEB
m Stabilité par une intersection finie m Stabilité par la différence
V(4. 4,)€B", (4 B V(4,,4,)eB?, 4\ 4,eB
i=1
m Stabilité par une union finie m Stabilité par A
V(4.0 4, e BE |4 B V(4,,4,)eB?, 4,A4,eB
i=1

Toute c-algébre de Boole A est en particulier une algebre de Boole et vérifie donc les propriétés ci-dessus.

De plus, on a la stabilité pour 'union dénombrable (définition) et la stabilité pour I'intersection dénombrable :

Si VieN, 4. A, alors ﬂAl.eﬂl

3 *
ieN



Lemme de décomposition:

‘v’nZZ,‘v’ie[[l,n]],Ai c Q)

n | el S
U4, =2 |4\U4
' T jlass

= A, +(A4,\4,)+ (4, \ (4,0 4,) )+

-

n n i—1
Autre écriture du lemme: U Ai= Z Al- \ U Aj
e |

T

N




Tribu des boréliens de R

A =B, tribu des boréliens de R : est la c-algébre de Boole engendrée par les sous-ensembles

de R, demi-droites ouvertes inachevées: B, = |—o,a| ou a € R.

La tribu des boréliens contient donc tous les singletons de réels, tous les intervalles

et leurs réunions dénombrables.

Q & BR car I’ensemble des rationnels est dénombrable,

Q' I'ensemble des irrationnels, Q' = Q d'ou Q' e B,

Cependant B, # P(R) car il existe des sous-ensembles de R(compliqués)qui ne sont pas des boréliens.

(R,B) est un espace probabilisable infini non dénombrable.




ESPACES PROBABILISES

Espace probabilisé fini

Considérons (€2,B ) un espace probabilisable fini :

Définition
Probabilité sur un espace probabilisable fini : Axiomes de Kolmogorov (1933)

(= {B — R =[0,+oo] A

Une (mesure de) probabilité sur (Q2,B) ou Q est fini, est une application P 4R P telle que :

1w P2
2. Axiome d’additivité forte I’ (A] et ) = IED(A] ) > P(Az)

V(4,,4,)e B’ / 4,n4,=D ona: P(4,04,)=P(4,)+P(4,)

(Q2, B, IP) est un espace probabilisé fini.

N




Espace probabilisé infini

Considérons (2,4 ) un espace probabilisable infini.

Définition
Probabilité sur un espace probabilisable infini : Axiomes de Kolmogorov (1933)

/ A - R+:[O,+oo[ \

Y AR P(A) telle que:

Une probabilité sur (Q,A) est une application P {
1. P(Q)=1
2. Axiome d’additivité forte IP(AI 5 Az) = IP>(A1 ) + P(Az)
V(4,,4,)e A® | 4,n4,=D ona: P(4,U4,)=P(4,)+P(4,)

3. Axiome de continuité monotone

La limite de la probabilité de toute suite décroissante (pour I'inclusion) vers I’événement impossible vaut 0,

Cestadire: VneN', 4,,cd,et (|4,=@ ona: limP(4,) =0

* n—+00
neN

\ (QQ, A,IP) est un espace probabilisé infini. /

n+l




Il existe une seconde axiomatique équivalente pour définir une probabilité sur (Q2,.A).

(& )

1. B(@)=1

2. Axiome de c-additivité [P [ z Ai] = z P (Al. )

o sk . sk
Sh SO

Pour toute famille (4;);en* d’événements de A incompatibles deux a deux (4 N 4 = D sii# )

ona : ]P’EU Ai]: > P(4,)

L * % *
ieN ieN

\ | %




Propriétés : Soit B une algébre de Boole et A une c-algébre de Boole sur €.

K- VA e B (resp.VA e jZl),IP’(Z) =] —IP(A)

" P(J)=0

= V(4,B)eB’(resp.V(4,B)e A%),
* si Ac B, alors P(4)<P(B) pour B=Q alors 0<P(A4)<I
*P(4UB)=P(4)+P(B)-P(4nB)
*P(4AB)=P(4)+P(B)-2P(4nB)

m Pour toute suite d’événements (Ai)ieN* de A ona IP)(U Al.)SZIP)(Ai)

o . *
ieN* ieN

m Pour toute suite décroissante (pour 'inclusion) d’événements de A vers I’événement A

Cestadire VneN', 4,,c4, et (]4,=4 ona limP(4,)=P(4)

K neN" J




EQUIPROBABILITE DES EVENEMENTS ELEMENTAIRES

Définition :

On dit qu’il y a équiprobabilité des évenements élémentaires si et seulement si :

v(i,j)ell,....nV, p(E.):p(E.):% ot 1= card(Q').

m
Pour A = E E. un événement composé
T

P(4) = Y P(E)="



et B="P (Q), alors card Q = card O’ = n\

Cas particulier de la tribu totale: = {a)l. } S

Pour un événement élémentaire : ]P’({a)}) = l = 1

d( 4
Pour un événement composé 4 de cardinal m : P(4) = s e (4) nb de cas favorables

n card(Q) nb de cas possibles

o 4
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