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Chapitre 1

Systémes de coordonnées et vecteurs

1.1 Systémes de coordonnées

1.1.1 Repére cartésien
Repérage d’un point en coordonnées cartésiennes

Un repére cartésien est défini par un point origine O et trois axes (Ox, Oy, Oz) perpendiculaires
entre eux (voir figure )) Les vecteurs unitaires portés par les axes sont : o, 7y, U . que nous
allons le plus souvent dénoter simplement par Z, ¥y, et Z.

A
a) .
sh
95 :
3 L — : >
X L e e ~ .}, X L e ,
M M

FIGURE 1.1 — Repére cartésien

On doit bien noter la disposition relative des directions (Oz, Oy, Oz). Telles qu’elles sont placées,
elles définissent un triédre direct. Dans un tel triédre, un bonhomme transpercé des pieds & la téte par
Oy, regardant la direction Oz, a la direction Ox & sa gauche. On peut noter aussi que Ox, Oy, et Oz
sont respectivement orientés selon les directions de l'index, du majeur, et du pouce de la main droite.
Un point M de P’espace est repéré par les trois composantes du vecteur Eil joignant O a M (voir fig.
1.1h) :

x
7 (z,y,2) :m:xﬁ—kyﬂ—kzgz y | =(z,y,2) . (1.1)

z

M’ est la projection de M dans le plan (xOy). Les composantes x et y de 7 sont les coordonnées du
point M’ dans ce plan. La composante z est obtenue en tracant la paralléle & OM’ passant par M. On
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dira indistinctement qu’un objet se trouve au point M ou en 7. Les components des vecteurs, x, ¥, z,
sont des nombres réels et elles peuvent étre positives, négatives ou nulles.
Repérage d’un vecteur en coordonnées cartésiennes

Quand il s’agit de repérer un vecteur X (M) dont le point d’application est situé au point M (z,y, z),
ou 7 (z,y, ), on peut décrire ce vecteur avec le méme base de vecteurs unitaires &, g, 2 (voir figll.1p)).
Nous appelons donc &, 9, z, un répeére orthonormé global parce qu’on peut 1'utiliser & décrire un vecteur
ayant n’importe lequel point d’application.

Déplacement (différentielle) en coordonnées cartésiennes

La différentielle de la position se trouve facilement a partir de sa définition :

dm = 00 dx + aOMdy + 00M
ox dy 0z

dz =xdx +ydy+zdz . (1.2)

La différentielle volume autour d’un point, dV, correspond au produit des trois différentielles de dépla-
cement

dV = dxdydz . (1.3)

On en déduit également la différentielle de surface orientée cﬁ

s — xdydz + ydrdz + zdxdy . (1.4)

Exemple - Densité de charge :

La plus souvent en physique, on ne parle pas de charges ponctuelles, mais de densité volumique
de charge, p(?), distribuée dans un gaz, liquide, plasma ou objet solide. La densité de charge, ,ov(?),
est analogue & la densité de masse étudiée en cours de mécanique : notamment, si 'on considére un
différentielle de volume, dV autour du point i qui enferme une quantité charge appelée dqg, la densité
volumique de charge en ce point s’écrit par défintion :

_

pv(?) = dy . (15)

La charge totale, Qiot dans un volume V quelconque s’obtient en intégrant p, sur ce volume,

Quont = / / / po(P)dV (16)
%

Exercises résolus :

1. On considére une densité volumique de charge donnée par p, (z,y,2) = %ngz‘3 & lintérieur

d’un cube de coté, a (le cube occupe la région a >z > 0,a >y > 0,et a > z > 0 et pg et
a sont des constantes). La charge totale contenue dans le cube est obtenue en intégrant sur le

chbez///p(w,y,Z)dVZ/ dw/ dy/ dz POy
0 0 0 a

volume :

cube
p[) a a

== x/ xdz y2dy 23dz
a 0

po _a a a _ pPo 3

6
a

-3
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2. On considére un rectangle défini dans un plan z = cte avec une largueur a selon 'axe Ox et
une longueur b selon 'axe Oy. Sa densité surfacique est donnée par o (z,y) = %xy?’ . Trouver
la charge totale de ce rectangle. Ici, le fait que z est constant nous dicte que dz = 0 et l’éq.
nous donne par conséquence que dS = ndS = zZdxdy comme il se doit. On ne s’intéresse ici qu’a
I’amplitude dS = dxdy de la différentielle de surface. On obtient la charge totale du rectangle

en intégrant o sur sa surface :

a b
ago 3
rect — 5 ds = — d d
Qrect //J(l’y) ab3/0x$/0yy

rect

oo a? bt aboy

T ab® 24 8

Gradient en coordonnées cartésiennes

La différentielle en coordonnées cartésiennes d’'un champ scalaire ® s’exprime :

0P 0P 0P
d=— — —dz . 1.
d (%d:r—l— aydy+ 8Zdz (1.7)

Le gradient en coordonnées cartésiennes est défini telle que :

d® = grad - dOM . (1.8)

En insérant les expressions de 1’éq.([1.2)) et (1.7) dans (1.8]) on en déduit qu’en coordonnées cartésiennes
que l'opérateur gradient s’exprime :

crad 0 0 0
gra —m%—l—ya—y—l—za. (1.9)

1.1.2 Repére cylindrique
Repérage d’un point en coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques, un point M de I’espace est repéré comme un point de cylindre (droit,
a base circulaire) dont axe Oz est généralement confondu avec axe Oz du repére cartésien.

Le point M (ou ?) est repéré par

— le rayon p du cylindre sur lequel il s’appuie

— z sa distance par rapport au plan de référence Oy

— ¢ l'angle (Ox, OM’) ot M’ est la projection de M sur le plan xOy.

La notation ?(p, ¢, z) vient se substituer a ?(x, y, z) du repére cartésien. Vous pouvez facilement
vérifier que, pour un point donné, les composantes cartésiennes et cylindriques sont liées par :

x = pcoso y = psin¢ z=z . (1.10)

Repérage d’un vecteur en coordonnées cylindriques

Nous nous posons la question de repérer un vecteur dont le point d’application est situé au point
M(p,$,z), ou 7(p,$,z). Pour cela nous attachons a M un repére orthonormé local (ﬁ, ¢A),2). Nous
I’appelons local parce qu’il n’est pas le méme pour tous les points M de I’espace. Ce repére local est
fait de 3 vecteurs unitaires de base orthogonaux <ﬁ, $,2> :

. —

— p (ou 7p ) est un vecteur paralléle &8 OM'.
— ou est dans le de croissance de ¢, c.-a-d. un vecteur contenu dans le plan zOy e
U y) est dans le de croi d a-d t tenu dans le plan zOy et

perpendiculaire au vecteur p.
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FIGURE 1.2 — coordonnées cylindriques.

— Z (ou . ) est paralléle a Paxe Oz.
En coordonnées cylindriques, un vecteur E(M ) (ou simplement ﬁ(?)) attaché au point M (p, ¢, z)

est repéré par trois composantes (E,, Ey, E.) dans un repére orthonormé local ( p, (/5, 2) : Dans ce

repére, le vecteur champ électrique a 3 composantes et s’écrit

E (M) =E,p+ Eyp+ E.2

ou

E (M) =

Au point M, la relation entre les vecteurs unitaires (ﬁ, ¢,2> et les vecteurs unitaires cartésiennes

(z,y,z) s'écrivent :

ol nous avons utilisé la relation

]

Op

00M

dp

)
Il

]

<)
Il
D
sS)s

]

Q
Ny

)
Il
:

0z

=CcosSPT +singpy

—singx + cosopy

)

Olq = pCcos QT + psinpy + 2z,

que l'on a obtenue en inserrant les relations de 1’éq.(1.10) dans I'eq.(1.1)).

On peut voir les relations de ’éq.(1.11)) comme une relation matricielle (tensorielle) :

N BHD)
I

cos¢p sing 0
—sing cos¢ O

0

0

1

Ny V)

Ny Q)

(1.11)

(1.12)
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Les relation inverses sont obtenues en prenant l’inverse de la matrice T. Puisque les deux bases sont
orthonormées, on a T~ = T* ot T* est la transpose de la matrice 7. On obtient de cette maniére les

vecteurs unitaires (Z,y,z) en fonction des (ﬁ, ¢,2> :

T p cosp —sing 0 p
g | =T ¢ | =] sing cos¢p 0 o) ,
z z 0 0 1 z
c’est-a-dire :
ZF=cosdp—singd
Yy=singp+ cos¢$
z=%. (1.13)

On peut également vérifier ces relations avec de la géométrie.

Déplacement (différentielle) en coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques le vecteur position s’exprime
OM = pp+ 27,

et la différentielle de déplacement est donc :

&t aoTid +aoT4>d¢+80Wd

~Tap P T hg 8, -

Si 'on veut exprimer dOfﬁ\ en coordonnées cylindriques, il faut tenir compte du fait que le vecteur
unitaire local p dépend de la coordonnée ¢ (voir eq.(1.11))) :
80]@ . 0p . op
P+ puisque — =0
dp dp
601@ op

00 :pa—q5 :p;qﬁ (cos ¢ + sin ¢py) = p (— sin ¢ + cos ¢yY) :quS.

Un déplacement en coordonnées cylindriques s’exprime donc

dOM = pdp + Gpdd + Zd= . (1.14)

Cette formule est trés utile afin d’en déduire des volumes et des surfaces élémentaires. Par exemple,
un élément de volume élémentaire en coordonnées cylindriques (plus précisement la différentielle du

volume) s’exprime :

dV = (dp) (pd¢) (dz) = pdpdpdz . (1.15)

On peut également servir de 1'éq.(1.14) afin d’exprimer la différentielle de surface orientée :

dS = ppddz + ddpdz + Zdppds . (1.16)

10
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Exemples :
1. On peut utiliser 'éq.([1.15) afin de dériver la formule pour un cylindre de rayon R et de cote L :

2 o
c%gtlilrlem]gL ///dV / dp/ Pd¢/ dz =1L / pdp/ do

cylindre

= 27rL/ pdp = TR’L
0

2. On peut utiliser l’éq. afin de calculer la charge totale d’un disque de rayon a et de charge
surfacique o (p) = 00%. Puisqu'il s’agit d’un disque, on a dz = 0, et dS = dSn = Zpdpd¢
avec n = z comme le vecteur directeur de la surface. Pour cette utilisation, on n’a besoin
que de 'amplitude, dS = dppd¢, de la différentielle de surface. On calcul la charge totale avec

I'intégrale suivante :
2m
lesque // dS / pdp/ dqb 0'0

disque
2mog [* 4 21og pt To0a?
a a 41, 2

Gradient en coordonnées cylindriques
La différentielle en coordonnées cylindriques d’un champ scalaire ® s’exprime :

dd = @dp gqﬁd(b + @dz (1.17)

Le gradient en coordonnées cylindriques est défini telle que :
dq):graa><1>-dqu . (1.18)

Une comparaison entre ([1.14), (1.17) et (L.18) montre que 'expression du gradient en coordonnées
cylindriques s’écrit :

__ﬁé— 0251 1giA+a¢ (1.19)

Exemple : Lorsque le potentiel électrique V(M) est exprimé en coordonnées cylindriques (p, ¢, z),
les composantes du champ électrique dans le repére cylindrique attaché au point M sont données par :

E p7 ¢7 = _ﬁv pu ¢a

E = _9V

~ 9p
ﬁ:Epp—l—E(p(,b—FEzz E¢:_%%

) D—<)

z 0z

Le potentiel créé par une distribution linéique de charge avec une densité par unité de longueur A
est donné par V(p) = — 52

" 2meo

In (p) + Cte. On obtient immédiatement le champ électrique par

E (p) = —gradV(p) 5.

27r60p
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Electromagnétisme CHAPITRE 1. SYSTEMES DE COORDONNEES ET VECTEURS

1.1.3 Coordonnées sphériques
Repérage d’un point en coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques, un point M(r, 0, ¢) est considéré comme un point d’une sphére centrée
sur O. Le point M est repéré

— par le rayon 7 de la spheére & laquelle il appartient

— L’angle 6 entre la direction Oz et la direction OM. 6 — ((7z>7 OW)

— langle ¢ entﬂa direction @ et la direction W ou M’ est la projection de M dans le plan

z0y. : ¢ = (Ox,OM’)

Un point M(r,0, ¢) étant donné, on trouve que ses coordonnées cartésiennes s’écrivent en fonction

des coordonnées sphériques ; ainsi :

x = rsinf cos ¢ y = rsinfsin ¢ z =rcosf (1.20)

FIGURE 1.3 — Coordonnées sphériques

En géographie, ol on est amené & repérer un point sur la sphére terrestre, 'angle 6 indiquerait la
latitude par rapport au pdéle nord et 'angle ¢, la longitude est par rapport au méridien de référence.

Repérage d’un vecteur en coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques, un vecteur E(M ) (ou simplement E(?)) attaché au point M(r, 0, ¢)

est repéré par trois composantes (E,, Ey, Ey) dans un repére orthonormé local (?, é, qg) :

E(M) = E,7 + Egd + Fy ,

avec
— 7 (ou o, ) est un vecteur parallele & OM.
— 0 (ou Uy ) est paralléle au vecteur tangent en M au cercle de rayon r décrit dans le plan qui
contient a la fois les directions Oz, OM et OM’.
— ¢ (ou ) est tangent en M au cercle de centre M” et de rayon M”M = OM’, contenu dans
le plan perpendiculaire & Oz.

12



Electromagnétisme 1.1. SYSTEMES DE COORDONNEES

Au point M, la relation entre les vecteurs unitaires (?, 0,¢> et les vecteurs unitaires cartésiennes

(x,y, z) s'écrivent :

o90M

or

=sinfcos@T +sinfsingy + cosf z

=)
Il

5

or

90M

00

)
Il
Il

cosfcospx + cosfsingy —sinfz

<)
S
X

= = —singx +cosopy (1.21)

ol nous avons utilisé la relation,
OM — rsin 0 cos ¢x + rsin O sin ¢y + r cos 0z, (1.22)

que l'on a obtenue en insérant les relations de 1'¢q.([1.20) dans Peq.(1.1).
On peut voir les relations de I’éq.(1.21]) comme une relation matricielle (tensorielle)

r sinfcos¢ sinfsing cosf T T
0 | =| cosfcosp cosfsing —sind y |=T| vy |, (1.23)
& —sin ¢ cos ¢ 0 z z
ainsi que les relation inverses,
T r r
gl=7"106 =106
z ¢ ¢
sinfcos¢ cosfcos¢p —sing r
= | sinfsin¢ cosfsing cos¢ 6 |, (1.24)
cos 6 —sind 0 $

oll nous avons encore utilisé le fait que les deux bases sont orthonomés implique que 7T~! = T*.

Exemple de coordonnées sphériques : Considérons le potentiel et le champ électriques créés
par une charge ponctuelle ¢ placée & Dlorigine O. En coordonnées sphériques, ceux-ci s’expriment
entiérement en fonction du vecteur radial 7 et la coordonnée radiale r = ‘?‘ :

Vi) =-11 B L7 9T o),

 Arwegr  dwegr? Ameg 13

ce qui est plus simple et “naturel” que les expressions en coordonnées cartésiennes :

q 1 E(xyz) qg TTHyy+zz

:47T6(] 22 + 42 + 22 :47r60 22 442 4 22)3/2 7
4 Y

Position et déplacement (différentielle) en coordonnées sphériques

V(z,y,2)

En coordonnées sphériques, le vecteur position s’écrit simplement
qu =rr.

13



Electromagnétisme CHAPITRE 1. SYSTEMES DE COORDONNEES ET VECTEURS

La différentielle, dOjW\, en coordonnées sphériques s’éxprime :

5o 0+ 5510

Bk — ac;rﬁ e 00M  00OM

Afin d’exprimer dqu en coordonnées sphériques, il faut tenir compte du fait que le vecteur unitaire
local 7 dépend des coordonnées 0, et ¢ (mais pas sur r) :

o :?—l—raz?
o0M  OF -
50 :’I“%:TO
oOoM  oF -~
Td):ra—(b:rsm&b.

Un déplacement en coordonnées sphériques s’exprime donc

dOM = dr# +rd08 + rsin0ds & | . (1.25)

Comme pour les autres systémes de coordonnées, on peut utiliser la différentielle de position afin de
trouver le différentielles de volume et de surface. La différentielle d’un un élément de volume élémentaire
en coordonnées sphériques est donc :

dV = (dr) (rdf) (rsin 8d¢) = r?drsin 0dfde | . (1.26)

On peut également servir de 1'éq.(1.25) afin d’exprimer la différentielle de surface orientée :
S = 72 sin 0d0d¢ + Or sin Odrde + prdrd . (1.27)

Exemples :

1. On peut utliser I’éq.(1.26)) afin de dériver la formule pour le volume d’une sphére de rayon R :

R T 21 R ™ 2w
Volume = ///dV :/ dr/ d9/ r? sin quﬁz/ rzdr/ sin&d@/ do
sphére de rayon R 0 0 0 0 0 0

sphere

R 1 R Ar
= 277/ r2dr/ du = 47r/ r’dr = —R3 .
0 -1 0 3

ou nous avons fait le changement de variable u = cos@ et la relation différentielle associée

i 1
/ sin 8df = / du = 2.
0 —1

2. Quelle est la charge totale d'une spheére de rayon R dont la charge volumique s’exprime p,, (r) =

du = —sin 6df afin de trouver :

pog ? (Attn! : Il ne faut pas confondre la densité de charge volumique p, avec la coordonnée
cylindrique p). Cet accident de notation ne pose pas trop de difficultés ici puisque il s’agit dans
ce probléme de coordonnées sphériques, r, 6, ¢. La charge totale se trouve par une intégration
de la densité volumique :

R T 2
Qsphére = ///pv (T) ay _/ Cl?“/ dG/ ,0017“2 sin Od¢
0 0 0 R
R

spheére

R .3 4 4
= 47rp0/ Dgr="TP0T 1 _ mpoR3 .
o R

R 4|,
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3. Quelle est la charge totale sur une surface sphérique définie par » = a quand la densité de
charge surfacique s’exprime o (6) = 00 sin2 07 Puisque il s’agit d’une surface a rayon constant,
on a dr = 0 ce qui donne dans ’éq.(|1 que dS = ndS = ra®sin 9d0d¢) Ici, on ne s’intéresse
qu’a 'amplitude de la différentielle de surface cﬁ c-a-d. dS = a®sin0dAde, et on obtient la
charge totale en intégrant la densité surfacique :

2
Qsurface = / / 0)dS = / do / dé a’ogsin® 0sin 0

surface
1

= 2ma 0’0/ sin? @ sin Adf = 27a 0’0/ (1- cos? 0) d (cos )
0 -1

1 3\ |1 2
8
= 277(1200/ (1 - u2) du = 2ma’og (u — u> = 2T %0
1 3 /11 3
Gradient en coordonnées sphériques
La différentielle en coordonnées sphériques s’écrit :
00 0P
dd = —dr 4+ —df + —dgb gra 3@ dO M (1.28)

- Or 00

Une comparaison entre cette équation et 1’éq.(1.25)) montre que ’expression du gradient en coordonnées
sphériques est donnée par :

0b 1900 ~ 1 0d
3¢_r—+07%+¢mn98—¢ (1.29)

Exemple : Pour une charge ponctuelle située a 'origine par exemple, si on se rappelle que son po-
tentiel électrique, s’écrit V' (r) = ¢/ (4mepr), on obtient toute suite son champ électrique en coordonnées
sphériques :

B(7) = —gradv(r) = —7or =~ L 701

— r

87" 4reg Orr
q T
47r60 2

alors que le calcul est plus onéreux en coordonnées cartésiennes

q 1
V(fl: Y,z ) 47'('60 (1’2 +y + 22)1/2
oV oV
E( — _gradV/( EAS A— 2.
(z,9, 2 gradV(z,y, 2 47T60 < Ox +Zaz>
q x ~ Yy ~ z -~
= T+ 5y + z
47‘(’60 <($2 + 92 + 22)3/2 (1‘2 + y + 22) 3/2 (332 + y2 + 22)3/2 )

q TT+yy-+zz q v

~ dre (22 4+ 42 + 22)3/2 T Ameg 3
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Chapitre 2

Le champ électrostatique

2.1 Notions générales

2.1.1 Phénomeénes électrostatiques : notion de charge électrique

Quiconque a déja vécu 'expérience désagréable d’'une « décharge électrique » lors d’un contact avec
un corps étranger connait un effet provoqué par une charge électrostatique. Une autre manifestation
de I'électricité statique consiste en lattraction de petits corps légers (bouts de papier par ex.) avec des
corps frottés (régles, pour continuer sur le méme ex.). Ce type de phénomeéne est méme rapporté par
Thalés de Milet, aux alentours de 600 av. J.-C. : il avait observé 'attraction de brindilles de paille par
de lambre jaune frotté... Le mot électricité, qui désigne ’ensemble de ces manifestations, provient de
« elektrony , qui signifie ambre en grec.

L’étude des phénoménes électriques a continué jusqu’au XIXeéme siécle, ol s’est élaborée la théorie
unifiée des phénoménes électriques et magnétiques, appelée électromagnétisme. C’est & cette époque
que le mot « statique» est apparu pour désigner les phénomeénes faisant 1’objet de ce cours. Nous
verrons plus loin, lors du cours sur le champ magnétique, pourquoi il en est ainsi. On se contentera
pour l'instant de prendre I’habitude de parler de phénoménes électrostatiques.

Pour les mettre en évidence et pour apporter une interprétation cohérente, regardons deux expé-
riences simples.
— Expérience 1 :
Prenons une boule (faite de sureau ou de polystyréne, par ex.) et suspendons-la par un fil.
Ensuite on approche une tige, de verre ou d’ambre, aprés ’avoir frottée préalablement : la tige
attire la boule. Par contre, si 'on approche simultanément deux tiges (ambre et verre) cote a

cote, on peut arriver a une situation ou rien ne se passe.

I
1
! Verre
' ; Verre ou Ambre P EEZETET:: |
O |

Ambre

Tout se passe donc comme si chacune des tiges était, depuis son frottement, porteuse d’élec-
tricité, mais celle-ci se manifeste en deux états contraires (car capables d’annuler les effets de
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Pautre). On a ainsi qualifié arbitrairement de positive 1’électricité contenue dans le verre (frotté
avec de la soie), et de négative celle portée par 'ambre (idem, ou encore du plastique frotté
avec de la fourrure).

— Expérience 2 :
Prenons maintenant deux boules A et B, préalablement mises en contact avec une tige frottée
(elles sont « électrisées» ), et suspendons-les cote a cote. Si elles ont été mises en contact toutes
deux avec une tige de méme matériau, elles se repoussent.

Par contre, si elles ont été mises en contact avec des tiges de matériau différent (ex. A avec du verre

frotté et B avec de 'ambre frotté), alors elles s’attirent. Si, du fait de leur attraction, elles viennent a
se toucher, on observe qu’elles perdent alors toute électrisation : elles prennent une position d’équilibre
vis-a-vis de leur poids.

Cette expérience est assez riche. On peut tout d’abord en conclure que deux corps portant une
électricité de méme nature (soit positive, soit négative) se repoussent, tandis qu’ils s’attirent s’ils
portent des charges opposées.

Mais cette expérience nous montre également que cette électricité est capable, non seulement d’agir
a distance (répulsion ou attraction), mais également de se déplacer d’un corps & un autre. Mais alors
qu’est-ce qui se déplace? Si 'on suspend les boules & une balance, méme trés précise, nous sommes
incapables de détecter la moindre variation de poids entre le début de I'expérience et le moment ol
elles sont électrisées. Pourtant, le fait qu’il soit nécessaire qu’il y ait un contact entre deux matériaux
pour que I’électricité puisse passer de I'un & 'autre, semble indiquer que cette électricité est portée par
de la matiére.

On explique ’ensemble des effets d’électricité statique par ’existence, au sein de la matiére, de
particules portant une charge électrique ¢, positive ou négative, et libres de se déplacer. C’est
Robert A. Millikan qui a vérifié pour la premiére fois en 1909, grice & une expérience mettant en
jeu des gouttes d’huile, le fait que toute charge électrique ) est quantifiée, c’est-a-dire qu’elle existe
seulement sous forme de multiples d’une charge élémentaire e, indivisible (Q = Ne). La particule
portant cette charge élémentaire est appelée I’électron.

Dans le systéme d’unités international, I’'unité de la charge électrique est le Coulomb (sym-
bole C ) (et A.s en unités SI de base). Des phénomeénes d’électricité statique mettent en jeu
des nanocoulombs (nC) voire des microcoulombs (uC), tandis que 1’on peut rencontrer des charges de
I’ordre du Coulomb en électrocinétique.

L’ensemble des expériences de la physique (et en particulier celles décrites plus haut) ne peuvent
s’expliquer que si la charge électrique élémentaire est invariante : on ne peut ni la détruire ni ’engendrer,
et ceci est valable quel que soit le référentiel. C’est ce que I’on décrit par la notion d’invariance relativiste
de la charge électrique.
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2.1.2 Structure de la matiére

La vision moderne de la matiére décrit celle-ci comme étant constituée d’atomes. Ceux-ci sont eux-
mémes constitués d'un noyau (découvert en 1911 par Rutherford) autour duquel « gravite» une sorte
de nuage composé d’électrons et portant I'essentiel de la masse. Ces électrons se repoussent les uns les
autres mais restent confinés autour du noyau car celui-ci posséde une charge électrique positive qui
les attire. On attribue cette charge positive a des particules appelées protons. Cependant, le noyau
atomique ne pourrait rester stable s’il n’était composé que de protons : ceux-ci ont en effet tendance
a se repousser mutuellement. Il existe donc une autre sorte de particules, les neutrons (découverts en
1932 par Chadwick) portant une charge électrique nulle. Les particules constituant le noyau atomique
sont appelées les nucléons.

Dans le tableau de Mendeleiiev tout élément chimique X est représenté par la notation éX . Le
nombre A est appelé le nombre de masse : c’est le nombre total de nucléons (protons et neutrons).
Le nombre Z est appelé le nombre atomique et est le nombre total de protons constituant le noyau.
La charge électrique nucléaire totale est donc QQ = +Ze, le cortége électronique possédant alors une
charge totale Q = —Ze, assurant ainsi la neutralité électrique d'un atome. Exemple : le Carbone {2C
possede 12 nucléons, dont 6 protons (donc 6 électrons) et 6 neutrons, le Cuivre gSC’u 63 nucléons dont
29 protons (donc 29 électrons) et 34 neutrons. L’atome de cuivre existe aussi sous la forme $3Cu |
c’est-a-dire avec 35 neutrons au lieu de 34 : c’est ce qu’on appelle un isotope.

Valeurs des charges électriques et des masses des constituants atomiques dans le Systéme Interna-

tional :
Electron : ¢ = —e = —1,605 10719C : m, = 9,109 10~ 3'kg
Proton : ¢ = +e = 1,605 1071°C : m, = 1,672 10~2"kg
Neutron : ¢ =0C : my, = 1,674 107%"kg
Comme on peut le remarquer, méme une charge de 'ordre du Coulomb (ce qui est énorme), cor-

0'® électrons, ne produit qu’un accroissement de poids de I'ordre de 10712 kg :

respondant & environ 1
c’est effectivement imperceptible.

Si les électrons sont bien des particules quasi-ponctuelles, les neutrons et les protons en revanche
ont une taille non nulle (inférieure & 10715 m). Il s’avére qu'’ils sont eux-mémes constitués de quarks,
qui sont aujourd’hui, avec les électrons, les vraies briques élémentaires de la matiére. Les protons ainsi
que les neutrons forment ainsi une classe de particules appelée les baryons.

A Theure actuelle, 'univers (ou plutdt ’ensemble reconnu de ses manifestations) est descriptible &

I'aide de quatre forces fondamentales :

1. La force électromagnétique, responsable de la cohésion de l'atome (électrons-nucléons) et qui
joue un role primordiale dans la vaste majorité des phénomeénes naturelles et technologiques qui
nous entoure.

2. La force nucléaire faible, responsable pour certains décroissances nucléaires exotiques. (mais qui
a joué un role important dans les premiers instants de 'univers, et a la mort des étoiles)

3. La force nucléaire forte, responsable de la cohésion des baryons (quarks-quarks) et du noyau

(protons-neutrons) ;

4. La force gravitationnelle, qui garde nos pieds sur terre et qui est responsable de la structure &
grande échelle de 'univers (cohésion des corps astrophysiques, cohésion des systémes planétaires,
des galaxies, des amas galactiques, moteur de la cosmologie).

2.1.3 Matériaux isolants et matériaux conducteurs
Un matériau est ainsi constitué d’un grand nombre de charges électriques, mais celles-ci sont toutes

compensées (méme nombre d’électrons et de protons). Aux températures usuelles, la matiére est élec-
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triquement neutre. En conséquence, lorsque des effets d’électricité statique se produisent, cela signi-
fie qu’il y a eu un déplacement de charges, d’'un matériau vers un autre : c’est ce que 1'on appelle
I’électrisation d’un corps. Ce sont ces charges, en excés ou en manque, en tout cas non compensées,
qui sont responsables des effets électriques sur ce corps (ex : baguette frottée).

Un matériau est dit conducteur parfait si, lorsqu’il devient électrisé, les porteurs de charge non
compensés peuvent se déplacer librement dans tout le volume occupé par le matériau.

Ce sera un isolant (ou diélectrique) parfait si les porteurs de charge non compensés ne peuvent
se déplacer librement et restent localisés & ’endroit ou ils ont été déposés. Un matériau quelconque se
situe évidemment quelque part entre ces deux états extrémes

Refaisons une expérience d’électricité statique : prenons une baguette métallique par la main et
frottons-la avec un chiffon. Cela ne marchera pas, la baguette ne sera pas électrisée. Pourquoi ? Etant
nous-mémes d’assez bons conducteurs, les charges électriques arrachées au chiffon et transférées a la
baguette sont ensuite transférées sur nous et I’on ne verra plus d’effet électrique particulier au niveau
de la baguette. Pour que cette expérience marche, il est nécessaire d’isoler électriquement la baguette
(en la tenant avec un matériau diélectrique).

2.2 Force et champ électrostatiques

2.2.1 La force de Coulomb

Charles Auguste de Coulomb (1736-1806) a effectué une série de mesures (& I’aide d’une balance de
torsion) qui lui ont permis de déterminer avec un certain degré de preécision les propriétés de la force
électrostatique exercée par une charge « ponctuelle» ¢ sur une autre charge « ponctuelle» ¢ :

1. La force est radiale, c’est-a-dire dirigée selon la droite qui joint les deux charges;

2. Elle est proportionnelle au produit des charges : soit attractive si elles sont de signe opposé,
soit répulsive sinon ;

3. Enfin, elle varie comme l'inverse du carré de la distance entre les deux charges.

L’expression mathématique moderne de la force de Coulomb et traduisant les propriétés ci-dessus
est la suivante

4192 ~ 1 qige .
?1a2 =K-—F5-rp=—_—-">5"T2, (2.1)
{9 dmey 11
avec les définitions :
—
= . PP 71
Ti=PP rip=|7 Te=—= =—, (2.2)
’p1p2’ 12
PZ

La constante multiplicative, K, vaut,

1
4dregy

K=

~ 910° SI (N.mZ.C_Q) ou en unités fondamentales : (kg.m®.s™1.A72) . (2.3)
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La constante, €p, joue un role particulier et est appelée la permittivité électrique du vide (unités :
Farad/m; et en unités de base : kg=!.m=3.s%.A?)
Remarques :

1. Cette expression n’est valable que pour des charges immobiles (approximation de ’électrosta-
tique) et dans le vide. Cette loi est la base méme de toute 1’électrostatique.

2. Cette force obéit au principe d’Action et de Réaction de la mécanique classique. (c.-a-d. si un
systéme (dénoté % exerce une force électrostatique, ?a_ﬂ) , sur un systéme b, le systeme b

exerce une force, F'y_,, = _?a—ﬂ) sur le systéme a.

3. A part la valeur numérique de la constante, K, ainsi que 'éxistance de charges positives et
négatives, cette loi a exactement les mémes propriétés vectorielles que la force de la gravitation
(loi de Newton). Il ne sera donc pas étonnant de trouver des similitudes entre ces deux lois.

4. Le chapeau sur 715 indique qu’il s’agit d'un vecteur unitaire (c.-a-d. |ri2| = 1).

Ordres de grandeur

— Quel est le rapport entre la force d’attraction gravitationnelle et la répulsion coulombienne entre
deux électrons?

F, e? 1

F, " dre Gm?

La force électrostatique apparait donc largement dominante vis-a-vis de 'attraction gravitation-

~ 410 .

nelle. Cela implique donc que tous les corps célestes sont exactement électriquement neutres.
— Quelle est la force de répulsion coulombienne entre deux charges de 1 C situées & 1 km ?
F. 1 1 1 3

—=——-— =~ 10%kg .
g 4meq (1()3)2 10 &

C’est une force équivalente au poids exercé par une tonne!

2.2.2 Champ électrostatique créé par une charge ponctuelle

Soit une charge ¢ située en un point O de 'espace, exercant une force électrostatique sur une
autre charge go située en un point M. L’expression de cette force est donnée par la loi de Coulomb
ci-dessus (éq.(2.1))). Mais comme pour lattraction gravitationnelle, on peut la mettre sous une forme

plus intéressante,

Fl%? = QQﬁl (M),

EMM) ! Ny p= OW‘EOM ?:m.

- 4meq r? OM
L’intérét de cette séparation vient du fait que 'on distingue clairement ce qui dépend uniquement
de la particule qui subit la force (ici, c’est sa charge go, pour la gravité c’est sa masse), de ce qui ne

dépend que d’une source extérieure, ici le vecteur Eq (M).

=0OM
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Définition 1 Une particule de charge q située en O crée en tout point M de espace distinct de O un

champ vectoriel :

Bon=— 17 TEIW‘EOM ?:oﬁ (2.4)

dreg T oM
appelé champ électrostatique. L unité usuel du champ éléctrique est le Volt/métre (symbole
V.m~1). En unités SI de base, le champ électrique est : kg.m.s™3, A1

Cette fagon de procéder découle de (ou implique) une nouvelle vision de ’espace : les particules
chargées se déplacent maintenant dans un espace ou existe (se trouve défini) un champ vectoriel. Elles
subissent alors une force en fonction de la valeur du champ au lieu ou elle se trouve.

2.2.3 Champ créé par un ensemble de charges - principe de superposition

On considére maintenant N particules de charges électriques g; , situées en des points P; : quel est
le champ électrostatique créé par cet ensemble de charges en un point M ?

Pi(ay Pr(q,)

P3(Q3)

La réponse n’est absolument pas évidente car I’on pourrait penser que la présence du champ créé
par des particules voisines modifie celui créé par une particule. En fait, il n’en est rien et I'expérience
montre que la force totale subie par une charge q située en M est simplement la superposition des

forces élémentaires,

=1 =1 =1
ol u; = I;ZEMQ, et il en résulte donc que,

_ 1 4 &
E (M) = ; Tre (AT (2.5)

est le champ électrostatique créé par un ensemble discret de charges.

Cette propriété de superposition des effets électrostatiques est un fait d’expérience et énoncé comme
le principe de superposition (comme tout principe, il n’est pas démontré).

En pratique, cette expression est rarement utilisable puisque nous sommes la plupart du temps
amenés 4 considérer des matériaux comportant un nombre gigantesque de particules. C’est simplement
di au fait que 'on ne considére que des échelles spatiales trés grandes devant les distances inter-
particulaires, perdant ainsi toute possibilité de distinguer une particule de 'autre. Il est dans ce cas
plus habile d’utiliser des distributions continues de charges.
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Soit P un point quelconque d’une distribution de charges (solide, gaz, ou plasma) et dg(P) la
charge élémentaire contenue en ce point. Le champ électrostatique total créé en un point M par cette
distribution de charges est

B (M) = / dB (M) avec dB (M) = 4;60 (PC]Z\‘;)ﬁ (2.6)

distribution

Mathématiquement, tout se passe donc comme une charge ponctuelle dg était située en un point
P de la distribution, créant au point M un champ électrostatique dE (M), avec 137\2 = PMu. 1l
s’agit évidemment d’une approximation, permettant de remplacer une somme presque infinie par une
intégrale.

En désignant par dV le volume infinitésimal autour du point P, on peut définir p (P) = 3—3 comme
étant la densité volumique de charges (unité : Cm™3). Le champ électrostatique créé par une telle
distribution est donc :

E(M):47T1€0 ///p((];)]\f?dv:z;;eo /// (pP%QadV. 2.7)

Lorsque 'une des dimensions de la distribution de charges est beaucoup plus petite que les deux autres

(ex : un plan ou une sphére creuse), on peut généralement faire une intégration sur cette dimension.

On définit alors la densité surfacique de charges o (P) = % (unité : Cm~2) produisant un champ total

1 o (P) 0
B (M) = — / / S (2.8)

Enfin, si deux des dimensions de la distribution sont négligeables devant la troisiéme (ex : un fil), on

peut définir une densité linéique de charges A\(P) = %(unité : Cm ™) produisant un champ total

E (M) = 47:60 / (;S\];))Qacw. (2.9)

L’utilisation de 'une ou 'autre de ces trois expressions dépend de la géométrie de la distribution de
charges considérée. L’expression générale a retenir est celle de 1'éq.(2.6) ci-dessus.

2.2.4 Exemple : champ créé par un segment fini de charge

On considére un segment rectiligne Py P> de densité linéique homogéne \g. On veut calculer le champ
électrique E 4 un point M & une distance p du segment. Compte tenu des symétries, on travaille en
coordonnées cylindriques avec I'axe z confondu avec ’axe du segment. Les bouts du segment sont
respectivement z; et zo. On obtient le champ E en appliquant I'expression intégrale de l’éq. :
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FIGURE 2.1 — Segment rectiligne de charge

(2.10)

1 [~ PM
Lﬁ%ﬁﬁwﬂ'

Dans ce systéme de coordonnées cylindriques on a Of)’ =zZet:

N dmeg

dl = dz PM =—zZ+pp,

et U'intégrale s’écrit :

Ao /'Z2 P]q\ Ao /Z2 —2zZ+ pp
z 2 (

= d =
dmey /o, ‘m’?’ : 4mey p2+22)3/2

— /22 g /22 R (2.11)
o Ju (24220 TAme Ju (22 |

La deuxiéme intégrale de I’éq.(2.11)) s’éffectue avec un changement de variable

uwt=p? 2% > udu = zdz (2.12)

ce qui ammene a :

22 ~ (p2+z§)1/2 du 1
R
= (p2 + 22) (p2+zf) U u

! ! L ] (2.13)
— = ~[cosag — cosaq] . .
2+ ()] p

(p?+23)""

(o2+27)""*

Pour le composant du champ dans la direction, p, il faut évaluer 'intégrale :

#2 dz /22 dz
S (2.14)
L(ﬁ+ﬁw2 m‘Pﬁf

Pour cette intégrale, il convient de faire un changement de variables vers I’angle « :(M (3, M 3) et
on peut ainsi écrire,

‘(ﬁ’:z:ptana, PME’]SM‘: P (2.15)

COS
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On trouve dz en prenant la différentielle de z = ptan« :

2
dz = pd(tana) = p <1 + s1n2a> da =
cos?

do . 2.16
cos? o @ ( )

Mettant les relations de et - ) dans I'éq.(2.14)) on obtient :
2 dz 2 cosd o
‘ ‘ 73 W — cos ada

1. . 1 22 21
= — (sinag —sinay) = — < ) . (2.17)
2 2 12 1/2
p p (p2+zg)/ (p? +z)/

Utilisant les résultats des intégrations des équations ) et - ) dans I'éq. -, on obtient
enfin B (M) en fonction de p et des angles ay et a :

Ao . ~
B (M) = 47r600p [P (sinag —sinay) + Z (cosag — cos ay)] (2.18)

ou encore en fonction de p et les positions, z1 et zo :

1
Bon- 2o |5 n/p  zfp P 1 _ . (2.19)

P 1/2 1/2 1/2 1/2
Ameop (1+3)" (1+3) (1+3)" (1+3)

Les expressions (2.18| et [2.19) sont un peu compliquées, mais il convient de remarquer que si 'on
s'intéresse qu’au champ prés du segment tel que z3/p — oo et z1/p — —oo (c-a-d. @y — —F et
az — 5 ), I'expression du champ est assez simple :

X
E () > moopp . (2.20)

Nous verrons dans le prochain chapitre comment retrouver ce résultat avec beaucoup plus de facilité.

2.3 Propriétés de symétrie du champ électrostatique

Principe de Curie : « Lorsque certaines causes produisent certains effets, les éléments de symétrie
des causes doivent se retrouver dans les effets produits.»

Du fait que le champ soit un effet créé par une distribution de charges, il contient des informations
sur les causes qui lui ont donné origine. Ainsi, si 'on connait les propriétés de symétrie d’une distri-
bution de charges, on pourra connaitre celles du champ électrostatique associé. Ces propriétés sont
fondamentales car elles permettent de simplifier considérablement le calcul du champ électrostatique.

Dans un espace homogéne et isotrope, si I’on fait subir une transformation géométrique & un
systéme physique (ex : ensemble de particules, distribution de charges) susceptible de créer certains
effets (forces, champs), alors ces effets subissent les mémes transformations. Si un systéme physique
S posséde un certain degré de symétrie, on pourra alors déduire les effets créés par ce systéme en un
point & partir des effets en un autre point.

Le principe de Curie nous permet d’arriver & certaines conclusions concernant le comportement du
champ produit par des systémes possédant une ou plusieurs symétries

Reégles de symétrie - invariances
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— Invariance par translation : si S est invariant dans toute translation paralléle & un axe Oz,
le champ de vecteur associé ne dépend pas de z.

— Symétrie axiale : si S est invariant dans toute rotation ¢ autour d’un axe Oz, alors un champ
de vecteur associé exprimé en coordonnées cylindriques (p,¢,z) ne dépend pas de ¢.

— Symétrie cylindrique : si S est invariant par translation le long de I'axe Oz et rotation autour
de ce méme axe, alors un champ de vecteur associé exprimé en coordonnées cylindriques (p,¢,z)
ne dépend que de la distance & 'axe p.

— Symétrie sphérique : si S est invariant dans toute rotation autour d’un point fixe O, alors
un champ de vecteur associé en coordonnées sphériques (r,0,¢) ne dépend que de la distance au
centre r.

Pour des systémes possédant des plans de symétrie ou d’antisymeétrie, le principe de Curie nous
permet de connaitre la direction et 'amplitude d’un vecteur si nous connaissons préalablement
son vecteur symétrique.

Transformations géométriques d’un vecteur

Considérons un systéme possédant une symétrie par rapport & un plan IT.

[
—

. | E’
> > :

ﬁ
Soit A" (M) le vecteur obtenu par symétrie par rapport a un plan IT a partir de A (M). D’apres
la figure ci-dessus, on voit que :

_>

1. AV (M) = A (M) si A (M) est engendré par les mémes vecteurs de base que II.
_>

2. A/(M') = A (M) si A (M) est perpendiculaire a II.

Les signes des régles ci-dessus sont inversés s’il s’agit d’un systéme antisymétrique.

Les deux régles de transformation combinés avec le principe de Curie nous permet d’imposer les
contraintes suivantes concernant les directions d’un champ de vecteurs aux points contenus dans le
plan de symétrie (ou d’antisymétrie) :

— Plan de symétrie II : si un systéme S admet un plan de symétrie I1, alors en tout point de

ce plan, le champ électrostatique, E, est contenu dans ce plan.

— Plan d’antisymétrie IT’ : si, par symétrie par rapport & un plan IT’, un systéme S est trans-
formé en — S5, alors en tout point de ce plan, le champ électrostatique, E, lui est perpendiculaire.

Remarque importante

Nous verrons en magnétostatique qu’il convient de faire la distinction entre vrais vecteurs (ou
vecteurs axiaux) et pseudo-vecteurs (ou vecteurs polaires), ces derniers étant définis a partir du produit
vectoriel de deux vecteurs vrais. Ainsi, le champ électrostatique est un vrai vecteur tandis que le champ
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magnétique est un pseudo-vecteur. Tout ce qui a été dit ci-dessus n’est valable que pour les vrais

vecteurs.
Plan de symétrie Plan d’anti-symétrie
2.3.1 Quelques Compléments

— Pourquoi un vrai vecteur X (1,22, x3) est indépendant de la variable z; si le systéme

S n’en dépend pas?
Soit un point M (z1,z2,z3) dont les coordonnées sont exprimé dans un systéme quelconque.
Soit un point M’ = M (x1 + dx1, x2, x3) lui étant infiniment proche. On a alors

Al (M/) = Al (.’131 + d.’El,LEQ,I&}) ~ Al (xl + dx17$2’$3) + 8A1d£51
X (M’) = Ag (M’) = A, (331 + d$1,$2,x3) ~ A, (;cl +dx1, w9, 13) + axdel
Az (M) = Az (21 + dxy, 29, x3) ~ A3 (21 + doy, 29, 23) + g‘;‘fdx

c’est-a-dire, de fagon plus compacte X (M) = Z (M) + 82 M) dzry. Si le systéme physique S
reste invariant lors d’un changement de M en M’, alors (Prlnmpe de Curie) A (M) = A (M).

On a donc 830;?) = 0 en tout point M, ce qui signifie que X (z2,x3) ne dépend pas de z.

On peut suivre le méme raisonnement pour chacune des autres coordonnées.

Pourquoi un vrai vecteur appartient nécessairement 4 un plan de symétrie ?

Si M appartient & un plan de symétrie IT du systéme, son symétrique par rapport a IT est
par définition le méme point (c.-a.-d. M’ = M) ce qui entraine par le principe de Curie que
n’importe quel vecteur A (M) s’appuyant sur ce point doit satisfaire :

WY
A'(M) = A (M) . (2.21)
Sl un vecteur X ) est engendré par les mémes vecteurs de base que II, la régle 1 entraine

A (M) = A (M (M) = X (M), ce qui est consistent avec . Par contre, si on veut con81derer
que A (M) soit perpendiculaire a IT, la regle 2 ci- dessus 1mpose que A’ (M') = A/ (M) =

A (M) ce qui n’est consistent avec que si X

Pourquoi un vrai vecteur est nécessairement perpendiculaire a un plan IT’ d’anti-
symétrie 7

Si M appartient a un plan d’antisymétrie IT" du systéme, son symétrique par rapport a IT' est
par définition le méme point (c.-a.-d. M’ = M) ce qui entraine par le principe de Curie que
n’importe quel vecteur A (M) s’appuyant sur ce point doit satisfaire :

A (M) = —A (M) | (2.22)

Sl un vecteur X ) soit engendré par les mémes vecteurs de base que IT', la régle 1 entraine
A’ (M) = A’( )= X (M) ce qui n’est consistent avec 1} que si A (M) = 0. Par contre,
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si le vecteur A (M) est perpendiculaire a IT', la régle 2 ci-dessus impose que A’ (M) = A (M)
ce qui est consistent avec (2.22)).
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Chapitre 3

Lois fondamentales de 1’électrostatique

3.1 Flux du champ électrostatique

3.1.1 Lignes de champ

Le concept de lignes de champ (également appelées lignes de force) est trés utile pour se faire une
représentation spatiale d’'un champ de vecteurs.

Définition : Une ligne de champ d’un champ de vecteur quelconque est une courbe C définie
dans I'espace telle que, en chacun de ses points le vecteur y soit tangent. Considérons un déplacement

¥ >

%
élémentaire d€ le long d’une ligne de champ électrostatique C'. Le fait que le champ E soit en tout

point de C paralléle & d€ s’écrit :
_>
ENdt=T0 . (3.1)

F1GURE 3.1 — Lignes de champ électrique associés avec deux charges positives et une charge négative.

Une facon de penser aux lignes de champ est la suivante : si I'on place une charge positive sur
une ligne de champ, la force sera paralléle & la ligne de champ avec 'orientation de la ligne du champ
donnée par la direction de la force. Un exemple de cette démarche se trouve en Figure [3.1.1] ci-dessus
oll on a représenté les lignes de champ de deux charges positives et une charge négative.
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Il est important de remarquer qu’avec la représentation par lignes du champ, nous n’avons pas
d’information directe sur l'intensité du champ. L’intensité du champ correspond a la densité des lignes
du champ (une densité de lignes champ élévée correspond a une région de forte amplitude du champ).

3.1.2 Définition de flux

La notion de flux est toujours associée avec une surface S (de facon explicite ou implicite).
Définition : Le flux, ¢,, d’un champ vectoriel, 7, a travers une surface orientée, S5,

@UE//SV-Ji (3.2)

C’est-a-dire, le flux d’un champ vectoriel & travers une surface est la mesure du nombre de lignes du
?

est par définition :

dit champ traversant cette surface.

Dans l’Eq., le double intégrale, f f g indique une intégration sur la surface S. On se rappel que
la différentielle de surface orientée s’écrit, cjg = dS7n ou n est le vecteur unitaire normale & la surface.
Pour une surface, S, quelconque, il va de soit qu’il y a deux sens possibles pour le vecteur n, et il faut
en générale imposer un choix (souvent arbitraire) sur le sens de n. Quand il s’agit d’une surface fermée
par contre, l'intégrale est dénoté, f, 5, et la convention habituelle est d’orienter n de l'intérieur vers
I’extérieur de la surface.

Notre notion intuitive de flux correspond au transport « de quelque chose ». En effet, si le vecteur,

, représente la vitesse d’un fluide de densité homogéne, le flux est proportionnel & la quantité de
fluide qui traverse la surface par unité de temps. Néanmoins, en physique, on peut parler de flux de
n’importe quel champ vectoriel, comme le champ électrique E', méme en ’absense d'une quelconque

quantité transportée a travers la surface.

3.1.3 Notion d’angle solide

La notion d’angle solide est I’extension naturelle dans I'espace de ’angle défini dans un plan. Par
exemple, le cone de lumiére construit par 'ensemble des rayons lumineux issus d’une lampe torche
est entierement décrit par la donnée de deux grandeurs : la direction (une droite) et ’angle maximal
d’ouverture des rayons autour de cette droite. On appelle cette droite la génitrice du coéne et I’angle

en question, ’angle au sommet.

Définition : I’angle solide élémentaire df2, délimité par un céne coupant un élément de
surface élémentaire dS située sur une sphére de rayon r centrée sur le sommet en O du
cOne vaut :

dQ) = s ) (3.3)

r2

Cet angle solide est toujours positif et indépendant de la distance r. Son unité est le « stéradian »
(symbole sr).

En coordonnées sphériques, la surface élémentaire & r constant vaut dS = r2sindfde. L’angle
solide élémentaire s’écrit alors df) = sin 0dfd¢. Ainsi, 'angle solide délimité par un céne de révolution,
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d’angle au sommet o vaut

2m a
Q= /dQ = / dqﬁ/ sinf0df = 27 (1 — cosa) . (3.4)
0 0

Le demi-espace, engendré avec o = /2 (radians), correspond donc a un angle solide de 27 stéradians,
tandis que l'espace entier correspond & un angle solide de 47 stéradians (o = 7).

D’une fagon générale, le cone (ou le faisceau lumineux de Pexemple ci-dessus) peut intercepter une
surface quelconque, dont la normale 7 fait un angle 6 avec la génératrice de vecteur directeur 7. Avec
la surface orientée dS = dS n, 'angle solide élémentaire est défini par :

dQ

_d8.F dS@-7  dScosd dS'
=2 2 -2

— -2 - (3.5)

r r r r

ou dS’ est la surface effective (qui, par exemple, serait « vue » par un observateur situé en O).

3.1.4 Théoréme de Gauss

On considére maintenant une charge ponctuelle ¢ située en un point O de l'espace. Le flux du
champ électrostatique ﬁ, créé par cette charge, a travers une surface élémentaire quelconque orientée

db, = B -d8 = B - 7dS . (3.6)

Par convention, on oriente le vecteur unitaire n , normal a la surface dS, vers 'extérieur, c¢’est-a-dire

est par définition :

dans la direction qui s’éloigne de la charge ¢. Ainsi, pour ¢ > 0, le champ FE est dirigé dans le méme
sens que 7 et 'on obtient un flux positif.
A partir du champ créé par une charge ponctuelle, on obtient alors :

g Tn

q
= dS = df) 3.7
Ameg 12 dreg (3.7)

dd,
c’est-a-dire un flux dépendant directement de I'angle solide sous lequel est vue la surface et non de
sa distance r (notez bien que dQ2 > 0, ¢ pouvant étre positif ou négatif). Ce résultat est une simple
conséquence de la décroissance du champ électrostatique en 1/r2 : on aurait le méme genre de résultat
avec le champ gravitationnel.

Que se passe-t-il lorsqu’on s’intéresse au flux total a travers une surface (quelconque) fermée?
Prenons le cas illustré dans la figure ci-dessus. On a une charge g située a l'intérieur de la surface
S (enfermant ainsi un volume V'), surface orientée (en chaque point de S, le vecteur n est dirigé
vers ’extérieur). Pour le rayon 1, on a simplement :

dd; = L 4q (3.8)
4dmeg

mais le rayon 2 traverse plusieurs fois la surface, avec des directions différentes. On aura alors une
contribution au flux :

d%=q<”?M+”?@+"ﬁm>
4dmeg i Ty r3
= L (a0 — do + do)

TEQ

-1 40. (3.9)
41req
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FIGURE 3.2 — Flux électrique & travers une surface fermée

Ce résultat est général, puisque pour une charge se trouvant & l'intérieur de S, un rayon dans une
direction donnée va toujours traverser S un nombre impair de fois. En intégrant alors sur toutes les
directions (c’est-a-dire sur les 47 stéradians), on obtient un flux électrique total

# E.dS = (3.10)

En vertu du principe de superposition, ce résultat se généralise aisément & un ensemble quelconque
de charges. Donc nous avons obtenu le :

Théoréme 1 - Théoréme de Gauss : le flur du champ électrique & travers une surface fermée
quelconque est égal, dans le vide, & 1/eg fois la charge électrique contenue a l'intérieur de cette surface
(N.B. vecteur normale locale de la surface orientée vers lextérieur) :

_ ) _ Qint
o, :ﬁiﬁ ds = . (3.11)

€0

Remarques :

1. Du point de vue physique, le théoréme de Gauss fournit le lien entre le flux du champ électro-
statique et les sources du champ, & savoir les charges électriques.

2. La démonstration précédente utilise la loi de Coulomb qui, elle, est un fait expérimental et
n’est pas démontrée. Inversement, on peut retrouver la loi de Coulomb & partir du théoréme de
Gauss : ¢’est ce qui est fait dans ’électromagnétisme, dans lequel le théoréme de Gauss constitue
une loi fondamentale, non démontrable (I'une des quatre équations de Maxwell).

3.1.5 Exemples d’applications

Le théoréme de Gauss fournit une méthode trés utile pour calculer le champ E lorsque celui-
ci posséde des propriétés de symétrie particuliéres. Celles-ci doivent en effet permettre de calculer
facilement le flux ®.. Comme le théoréeme de Gauss est valable pour une surface quelconque, il nous
suffit de trouver une surface S adaptée, c’est-a-dire respectant les propriétés de symétrie du champ,
appelée « surface de Gauss ».

Champ électrostatique créé par un plan infini uniformément chargé

On considére un plan infini IT portant une charge électrique o uniforme par unité de surface.
Pour utiliser Gauss, il nous faut d’abord connaitre les propriétés de symétrie du champ E Tous
les plans perpendiculaires au plan infini IT sont des plans de symétrie de celui-ci : E appartient
aux plans de symétrie, il est donc perpendiculaire & II. Si ce plan est engendré par les vecteurs
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(z,y) alors E = E. (z,y,z) z. Par ailleurs, l'invariance par translation selon z et y nous fournit
(z,y,2) = E, (2) z. Le plan II (c.-a-d. le plan z = 0) est lui-méme plan de symétrie, donc E, (z) est

impaire.

Etant donné ces propriétés de symétrie, la surface de Gauss la plus adaptée est un cylindre de
sections paralleles au plan et situées a des hauteurs symétriques (dénoté par +z). Le flux a travers
cette surface est alors :

@e:#ﬁc@: E.aS+ () B -as,+ () B dS,
S Sl 52 SL
=F,(2)S—FE,(—2)S+0=2E,S (3.12)

ol nous avons utilisé le fait que S;1 = Sy = S et que E - cﬁL = 0. Mettant ce résultat pour ®. dans le
théoréme de Gauss nous donne :

o, —op,5 = Gm 1 // ds = 25 . (3.13)

Il s’ensuit que le champ électrostatique créé par un plan infini uniformément chargé vaut :

EF-pz-"3. (3.14)
2¢€0

Ce résultat n’est valable que pour z > 0. En se rappelant que le champ E, est impair en z, on peut
écrire ce résultat sous une forme valable pour z < 0 :

E- sgn(z) 7

20" |l

)

o
—Zz. 1
2e z (3.15)

Remarques :

1. Le champ ne varie pas avec la distance. Ceci est une conséquence du fait que le plan est
supposé infini.

2. On peut encore appliquer ce résultat pour une surface quelconque chargée uniformé-
ment. Il suffit alors d’interpréter E comme le champ au voisinage immédiat de la
surface : suffisamment prés, celle-ci peut étre assimilée & un plan infini.

3. Le champ subit une variation de direction brusque en traversant le plan de charge surfacique.
Ce « saut »du champ est charactéristique des problémes concernant des densités de charge
surfacique. Nous le reverrons plus en détail dans le chapitre suivant.

Champ créé par une boule uniformément chargée

On considére une boule (sphére pleine) de centre O et rayon a, chargée avec une distribution
volumique homogéne de charges pg. Cette distribution possédant une symétrie sphérique, le champ
électrostatique qui en résulte aura la méme symétrie, donc E (?) =E, (r)r.
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La surface de Gauss adaptée & la symétrie du probléme est une sphére de rayon r centrée sur
lorigine et I’évaluation de l'intégrale surfacique dans le théoréme de Gauss donne :

B, —%E.ﬁ—ﬁE(T)ds—ET(T)WQ
Qe

€0

(3.16)

Avec ce résultat en main, il nous suffit a déterminer le champ dans les deux régions distinctes, r < a
etr>a:
— Lorsque 7 < a, il n’y a qu’un partie de la charge totale de la sphére a I'intérieur de la surface
de Gauss, 1 (Qint = %Wr?’po), et la formule de l’éq. nous donne :

4 3
i ST
ET(T‘)— ant 3 pO_&T

= = = 1
dmegr?  4mrlep 3 r<o (3.17)

— Lorsque r > a, la sphére de Gauss enferme un volume V supérieur a celui de la boule, mais la
distribution de charges n’est non nulle que jusqu’en r = a. Donc on a simplement que la charge

a intérieur de Sy est Qing = Qo = %71a3p0 ce qui fournit dans I’éq. 1D que :

Qrot £0 a’
E, (r) = =2
r(7) dmegr?  3eg r?

r>a (3.18)

On vient ainsi de démontrer, sur un cas simple, qu'une distribution de charges a symétrie
sphérique produit a ’extérieur de la distribution, le méme champ qu’une charge ponctuelle
égale, située en O.

3.1.6 Circulation du champ électrostatique

On va démontrer ci-dessous qu’il existe un champ scalaire V', appelé potentiel électrostatique, définit
dans tout l'espace et qui permet de reconstruire le champ électrostatique E. Outre une commodité de
calcul (il est plus facile d’additionner deux scalaires que deux vecteurs), Iexistence d’un tel scalaire
traduit des propriétés importantes du champ électrostatique. Mais tout d’abord, est-il possible d’obtenir
un champ de vecteurs a partir d’un champ scalaire 7

Prenons un scalaire V(M) défini en tout point M de lespace (on dit un champ scalaire). Une
variation dV de ce champ lorsqu’on passe d’un point M & un point M’ infiniment proche est alors
fourni par la différentielle totale :

3
dv (M) = %dwi = gra?lV . dOM , (3.19)
i=1 "
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ol le vecteur graav, est le gradient du champ scalaire V' et constitue un champ de vecteurs défini
partout. Ses composantes dans un systéme de coordonnées donné sont obtenues trés simplement. Par

exemple, en coordonnées cartésiennes, on a AOM = dxx + dyy + dzZ et
dav = g—‘;d + (Zld + (?)—Vd (3.20)
d’olt Vexpression suivante pour le gradient en coordonnées cartésiennes
?}l
ﬁvzggz#?y/w %2: zaé . (3.21)
0z

En faisant de méme en coordonnées cylindriques et sphériques on trouve respectivement dOM\ =
dpp + pdod + dzz et dO M = drr + rdf6 + rsin dp¢ ce qui aménent aux expressions respectives
pour le gradient en coordonnées cylindriques et sphériques :

vV
oV ~19V 0V 9%
gradV =p—  + ¢~ 42 255
op (‘)qb 0z paj;f’
0z
%l
oV 190V ~ 1 9V §
adV = 7o + 6~ — = 19V : 3.22
gradV =ro - +0 55 T nd 05 o, (3-22)
rsinf 0¢

Un déplacement d(m = MM’ le long d’une courbe (ou surface) définie par V = Constante corres-
pond a dV = 0, ce qui signifie que gradV est un vecteur qui est perpendiculaire en tout point & cette
courbe (ou surface).

Par ailleurs, plus les composantes du gradient sont élevées et plus il y a une variation rapide de V.
Or, c’est bien ce qui semble se produire, par exemple, au voisinage d’une charge électrique q : les lignes
de champ électrostatique sont des droites qui convergent (¢ < 0) ou divergent (¢ > 0) toutes vers la
charge. Il est donc tentant d’associer le champ E (vecteur) au gradient d'une fonction scalaire V.

En fait, depuis Newton (1687) et sa loi de gravitation universelle, de nombreux physiciens et ma-
thématiciens s’étaient penché sur les propriétés de cette force radiale en 1/r2. En particulier Lagrange
avait ainsi introduit en 1777 une fonction scalaire appelée potentiel, plus « fondamentale » puisque la
force en dérive. C’est Poisson qui a introduit le potentiel électrostatique en 1813, par analogie avec la
loi de Newton.

Définition : le potentiel électrostatique V est relié au champ électrostatique E par

E — —gradV|. (3.23)

Remarques :

1. Le signe moins est une convention liée a celle adoptée pour I’énergie électrostatique (cf. chapitre
p).

2. La conséquence de cette définition du potentiel est dV (M) = —E . dm pour un déplacement
infinitésimal quelconque.

3. Les lignes de champ électrostatique sont perpendiculaires aux courbes équipotentielles.

Définition : la circulation du champ électrostatique le long d'une courbe allant de A vers B est

/BB-CTE:—/BWZV(A)—V(B) . (3.24)
A A

Remarques :
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YV vvyey

VA VB< VA

1. Cette circulation est conservative : elle ne dépend pas du chemin suivi. Du coup, on dit qu’un
champ est conservateur du moment qu’on peut 'exprimer partout comme un gradient d’un
champ scalaire.

2. La circulation du champ électrostatique sur une courbe fermée (on retourne en A) est nulle. On
verra plus loin que ceci est d’une grande importance en électrocinétique.

_>
3. D’apres la relation ci-dessus, le long d’une ligne de champ, c’est-a-dire pour ﬁ -dl >0 on a
V(A) > V(B). Les lignes de champ électrostatiques vont dans le sens des potentiels décroissants.

3.1.7 Potentiel créé par une charge ponctuelle

Nous venons de voir Uinterprétation géométrique du gradient d’une fonction scalaire et le lien avec
la notion de circulation. Mais nous n’avons pas encore prouvé que le champ électrostatique pouvait
effectivement se déduire d’un potentiel V'!

-
E(M)
Ml
— —>
dOM=MM"

::'./Z................

Considérons donc une charge ponctuelle ¢ située en un point O pris comme l'origine d’un systéme
de coordonnées sphériques. En un point M de ’espace, cette charge crée un champ électrostatique E
Le potentiel électrostatique est alors donné par :

ﬁ W r-dr dr

q : q
dV (M) = — -dO = — = - 5 3.25
( ) 47 €0 7'2 4m €0 7‘2 ’ ( )

c’est-a-dire, aprés intégration suivant r,

q *® dr g 1|~ qg 1
V() =V (c0) = o4 -9 3.26
(r) (o0) 471'60/1: 7r2 deg T, dmegr (3.26)
ce qu’on écrit souvent dans la forme
vin=-L1iveg=-L1y (3.27)
r) = = 00) = - :
dmeg dmeg T 0

ol la constante d’intégration Vj est le potentiel & I'infini.
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Remarques :

1. La constante d’intégration Vj correpsond & la valeur absolue du potential électrostatique a
Pinfini. Ceci est arbitraire puisque seulement des difféences de potentiel sont mesurables. C’est
une convention universelle de prendre le potentiel nul & U'infini (c.-a-d. Vp = 0).

2. L’unité du potentiel est le Volt . En unités du systéme international (ST) le Volt vaut :
[V]=[E.m] =NmC™' = kgm?s™3 A~ (unités SI de base) .

3. Sil'on veut se donner une représentation du potentiel, on peut remarquer qu’il mesure le degré
d’électrification d’un conducteur (voir Chapitre . Il y a en fait une analogie formelle entre
d’un coté, le potentiel V et la température T d’un corps, et de 'autre, entre la charge @ et la
chaleur déposée dans ce corps.

3.1.8 Potentiel créé par un ensemble de charges

Considérons maintenant un ensemble de N charges ponctuelles ¢; distribuées aux points P; dans
tout ’espace. En vertu du principe de superposition, le champ électrostatique total E = Zfi 1 ﬁz est
la somme vectorielle des champs FE; créés par chaque charge ¢; . On peut donc définir un potentiel
électrostatique total V (M) = Ef\; 1 Vi (M) tel que E - —gradV soit encore vérifié. En utilisant
I’expression du potentiel créé par une charge unique, on obtient :

N

1 i
= v, (3.28)
47T60 im1 Ti

V(M)

our, =FPM= ’PZW‘ est la distance entre la charge ¢; et le point M.

Lorsqu’on s’intéresse a des échelles spatiales qui sont trés grandes par rapport aux distances entre
les charges ¢; , on peut faire un passage & la limite continue et remplacer la somme discréte par
une intégrale Y, ¢; (P;) — [ dg(P) o P est un point courant autour duquel se trouve une charge «
élémentaire » dq. Le potentiel électrostatique créé par une distribution de charges continue est alors

1 [d
V(M) = /q+V0 r=PM|. (3.29)
4dmeg r

Remarques :

1. Pour une distribution de charges finie, V) est simplement le potentiel & Uinfini (examiner la
limite PM — oo). Dans ce cas, la convention est de prendre Vj = 0.

2. Pour des distributions de charges linéique A, surfacique o et volumique p, on obtient respecti-

vement

V(M)=47:60 ATCM, 1/(]\4):47:60 //"‘j‘g V(M):47:€0 ///p;ﬂ/ . (3.30)

our=PM.

3. Noter que I’on ne peut pas évaluer le potentiel (ni le champ d’ailleurs) d’une particule en utilisant
Pexpression discréte (c’est-a-dire pour r; = 0). Par contre, on peut le faire avec une distribution
continue (surfacique ou volumique) : c’est dii au fait que dg/r converge lorsque r tend vers zéro
pour une distribution surfacique ou volumique.
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3.2 Equations différentielles et intégrales de 1’électrostatique

3.2.1 Forme locale du théoréme de Gauss

Le théoreme de Gauss, tel que nous 'avons présenté dans l’éq., est apparu sous une forme
intégrale. Le flux a travers une surface fermée est relié a la quantité de charges intérieures a ce volume,
sans dépendre de leur distribution. Puisque cette formule marche pour n’importe quelle volume, elle
implique l'existence d’une loi locale ou différentielle qui relie deux grandeurs en un point . (Comme
par exemple la relation E = —gr:iV qui est locale dans le sens que le champ en T est lié a la dérivée
du potentiel en ce méme point 7.)

Si on laisse le volume dans la forme intégrale de Gauss, I'éq.(3.11)), devient infinitéssimal, (61 — 0)
on démontre dans ci-dessous que la loi de Gauss intégrale prend la forme :

OE, O0E, OFE, p
Y = L6V, 31
8$+8y+8z 1% eoV (3.31)

La forme locale (ou différentielle) de 1’éq.(3.11)) est donc :

oE, O0E, O0E, »p
TR e (3.32)

Elle relie, en chaque point de l'espace, la somme des trois dérivées partielles écrites ci-dessus a la
densité de charge volumique en ce méme point. Les charges surfaciques, linéiques et ponctuelles sont
des idéalisations de la distribution des charges qui doivent étre traitées avec précaution (La théorie des
distributions est notamment bien adapté a ce genre de situation).

Pour un champ vecteur X donné, les physiciens ont pris I’habitude de noter :

div A = 04 04y DA,

3.33
ox oy 0z ( )
La forme locale du théoréme de Gauss s’écrit alors :
avE="| (3.34)
€0

La divergence (div) d'un vecteur est un scalaire. Cet étre mathématique vient rejoindre le gradient et
le rotationnel dans ce que 'on appelle ’analyse vectorielle. N.B.

Dans le vide p =0 et divE =0. (3.35)

Comme le gradient et le rotationnel, la divergence présente des expressions distinctes en coordonnées
cartésiennes, cylindriques et sphériques.

3.2.2 Dérivation de la forme locale de Gauss (esquisse)

Considérons un petit parallélépipéde rectangle centré en un point d’abscisse xg, yo, 20 et de cotés
a, b et ¢ (voir ﬁgure. Les deux faces perpendiculaires a la direction Ox sont situées en x = z9—a/2
et © = x9+a/2. Les cotés de ces faces sont b (parallelement a Oy) et ¢ (parallelement a Oz). L’aire de
ces deux faces est égale au produit be.

Reproduire le méme raisonnement pour les autres faces.

L’ensemble des 6 rectangles (tels que ABC D) forme une surface fermée entourant le volume §V =
abc du parallélépipéde rectangle
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(XoVo:Z0) A 3’
Yo-b2 5 Yot+b/2
A B z
zy+c/2 A
E F
—> A S >
S, NG 2 | 5
< 8 >
S C Xg-al2 X
D
H
zp-c/2 G xyt+al2
—>
Se

F1GURE 3.3 — Parallélépipéde de volume 6V = abe centré sur le point (zo, yo, 20)

Les vecteurs ?1 ?2 ?3 ?4 ?5 ?6 représentant les surfaces des rectangles sont orientées vers
? ? ? ) )
l'extérieur du volume et s’écrivent :

[ be [ —be 0 0

?1 =10 ?2 = 0 ?3 = | ac ?4 = | —ac
| O | 0 0 0
[0 [0

Ss=|o0] Ss=]| o (3.36)
i ab i —ab

Le flux total de E & travers la surface parallélépipédique fermée s’écrit :
P, = <El-§1+ﬁz-§2> + <E3-§3+E4-?4) + (ES'§5+EG'§6)
= Dy + P3g + Psp - (3.37)

Déterminons ®15, c’est-a-dire la somme des flux du champ électrique a travers les surfaces ?1 et
9. Pour cela, faisons figurer ces deux surfaces de profil. El est le champ électrique El enx = xo+a/2.
1 (xo+ a/2,90, 20)- (et Eg = E(xo —a/2,y0, 20))-

V4
A,B EF
_» _>
3‘; Ez El
< = >
(x()aY(]aZ()) Sl
CD GH
Xg-al2 Xqtal2

Puisque bc est 1aire du rectangle ABCD, et au vu de Porientation de ?1 qui n’a de composante
que suivant I'axe Ox, le flux de E a travers la surface ?1 s’écrit : (be)Ey (zo + a/2,yo, 20). Faisons de
méme avec le flux travers ?2, nous avons donc :

‘I’lzzﬁl'§1+ﬁ2'§2
= (bC)EIE ($0 + a/27 Yo, ZO) + (_bC)EI (11?0 - a‘/27y07 ZO)
= (be) [Ex (xo + a/2, 40, 20) — Ex (xo — a/2,y0, 20)] - (3.38)
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Dans la limite ol a tend vers 0, on peut faire un développement limité autour de xg, yo, 20,

a\ OF
E, (o +a/2,y0,20) = Ey (0,0, 20) + (5) 87; (%0, Yo, 20)
a\ OF
E; (xo — a/2,y0, 20) = Ey (0, Y0, 20) — (5) 87; (x0,y0, 20) , (3.39)
d’ou
oF,
P1p = abc@ (70,0, 20) (3.40)

ou le produit abc n’est autre que le volume 6V du parallélépipéde rectangle. Les flux @34 et ®54 peuvent
étre calculés de la méme facon, ce qui conduit a :

0E, OE, OE,\ _ . .
<I>e—>6V><<ax F ot > — VAV E . (3.41)

La charge a l'intérieur du volume est la densité locale de charge p(xg, yo, z0) multipliée par le volume
du parallélépipéde, c.-a-d. Qint = pdV, et la loi de Gauss pour un volume infinitessimal prend donc la
forme, ®c = 0V div E = V2.
L’application du théoréme de Gauss a un volume infinitésimal donne donc une forme locale (diffé-
rentielle) de cette loi :
R P
divE = — . (3.42)
€0

Nous pouvons également utiliser le théoréme de Green-Ostrogradsky de I'éq.(11.15) afin d’aller
dans l'autre sens et voir que la forme intégrale du théoréme de Gauss est une conséquence directe de
sa formulation différentielle.

(3.43)

divE:% & ﬁiﬁ'ﬁ:Q

int

€ €0

Autrement dit : les formes différentielle et intégrale du théoréme de Gauss sont deux expressions
mathématiques de la méme relation physique fondamentale.

3.2.3 Equations fondamentales de I’électrostatique

Il ’avére que toute 'électrostatique du vide peut étre formulé en termes d’équations différentielles.
En effet, on peut montrer que l'autre loi locale de I'électrostatique, le fait qu’on peut exprimer
comme un gradient d’un champ scalaire, est équivalent au fait que la rotationnelle de soit nulle

E= gradV o rotE=0 . (3.44)

(Voir [11.17] de 'appendice des maths pour une démonstration de Qgra f = 0) N.B. Un champ
conservateur est caractérisé par H = 0 dans toute 'espace.

partout :

Donc en résumé, on peut formuler toute ’électrostatique du vide avec deux équations différentielles

wE=" o rolE=70]. (3.45)
0

€

de premier ordre :

3.2.4 Equation de Poisson

On peut également formuler ’électrostatique en termes d’une seule équation différentielle (de
deuxiéme ordre) appelée équation de Poisson. La combinaison de la forme locale du théoréme de
Gauss div ﬁ = p/ep et de la relation E = —gragV conduit & I’équation de Poisson. En effet :

g OB 0B, on o3 0(%) o) ,
VET e Oy 9z Ox Oy 0z e
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entraine
o’V 9%V 9%V p
+ =+ = ,
ox?  Oy? 022 €0

ce qui est ’équation de Poisson. Elle se synthétise en :

AV =L (3.46)
€0

ou :

A = div graé (3.47)

définie un opérateur d’analyse vectorielle appelé Laplacien. Nous avons démontré qu’en coordonnées
cartésiennes, elle s’exprime simplement comme

0?2 0?2 0?2
A=oZtar T o (348)

On peut démontrer mathématiquement (mais nous ne le ferons pas ici) que la solution générale de
l’équation de Poisson, I’éq.(3.46]), peut s’écrire sous forme intégrale :

V(%) = 47:60 / / / é%d%w%, (3.49)

qui n’est rien d’autre que 'expression pour le potentiel trouvé en (3.29) et (3.30) (avec une notation
un peu plus sophistiqué). Prenant le gradient de cette expression, on obtient

E (2)=-gradV (2 = e ///; ; p () & (3.50)

qui est de nouveau ’expression intégrale de I’équation du champ électrique déduite de la force de
Coulomb dans le chapitre 2 Donc la boucle est bouclée, et on retrouve la physique de Coulomb en
prenant les équations différentielles de l’éq. comme point de départ. Bien qu’on puisse en déduire
une formulation de 'autre, I’histoire (et la pratique) de la physique démontrent que la formulation de
I’électromagnétisme en termes de champs est plus porteur pour les développements qui vont suivre que
le point de vu de Coulomb en termes de forces agissant entre des charges a distance.
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Chapitre 4

Conducteurs en équilibre

4.1 Conducteurs isolés

4.1.1 Notion d’équilibre électrostatique

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés uniquement aux charges électriques et & leurs effets.
Que se passe-t-il pour un corps conducteur dans lequel les charges sont libres de se déplacer ?

Prenons une baguette en plastique et frottons-la. On sait qu’elle devient électrisée parce qu’elle
devient alors capable d’attirer des petits bouts de papier. Si on la met en contact avec une autre
baguette, alors cette deuxiéme devient également électrisée, c’est-a-dire atteint un certain degré d’élec-
trisation. Au moment du contact des deux baguettes, des charges électriques passent de I'une a I'autre,
modifiant ainsi le nombre de charges contenues dans chacune des baguettes, jusqu’a ce qu’un équilibre
soit atteint. Comment définir un tel équilibre ?

Définition : [’équilibre électrostatique d’un conducteur est atteint lorsqu’aucune charge électrique

ne se déplace plus d l'intérieur du conducteur.

Du point de vue des charges élémentaire, cela signifie que le champ électrostatique total &

Pintérieur du conducteur est nul.

Comme le champ dérive d’un potentiel, cela implique qu'un conducteur a 1’équilibre électro-

statique est équipotentiel.

Remarques :

1. Si le conducteur est chargé, le champ électrostatique total est (principe de superposition) la
somme du champ extérieur et du champ créé par la distribution de charges contenues dans le
conducteur. Cela signifie que les charges s’arrangent (se déplacent) de telle sorte que le champ
qu’elles créent compense exactement, en tout point du conducteur, le champ extérieur.

2. Nous voyons apparaitre ici une analogie possible avec la thermodynamique :

Equilibre électrostatique <= Equilibre thermodynamique
Potentiel électrostatique <= Température
Courant (flux de charges électriques) <= flux de chaleur

En effet, 4 I’équilibre thermodynamique, deux corps de températures initialement différentes mis
en contact, acquiérent la méme température finale en échangeant de la chaleur (du plus chaud vers le
plus froid).

4.1.2 Quelques propriétés des conducteurs en équilibre
(a) Lignes de champ Nous avons vu que, & I'intérieur d’un conducteur (chargé ou non) le champ

électrostatique total est nul. Mais ce n’est pas forcément le cas 4 ’extérieur, en particulier si le
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conducteur est chargé. Puisqu’un conducteur 4 1’équilibre est équipotentiel, cela entraine alors
que, sa surface étant au méme potentiel, le champ électrostatique est normal & la surface d’un
conducteur. Par ailleurs, aucune ligne de champ ne peut « revenir » vers le conducteur. En effet,
la circulation du champ le long de cette ligne impose

V(A)—V(B):/ABE-@.

Si les points A et B appartiennent au méme conducteur, alors la circulation doit étre_> nulle, ce
qui est impossible le long d’une ligne de champ (ou, par définition E est paralléle & d€ ).

# Impossible

(b) Distribution des charges Si un conducteur est chargé, ot se trouvent les charges non com-
pensées 7 Supposons qu’elles soient distribuées avec une distribution volumique p. Prenons un
volume quelconque V situé & l'intérieur d’un conducteur a I’équilibre électrostatique. En vertu

ﬂsﬁ.c@— Pav—o,

y €0

du théoréme de Gauss, on a

puisque le champ ﬁ est nul partout. Cela signifie que p = 0 (autant de charges + que de
charges —) et donc, qu’a ’équilibre, aucune charge non compensée ne peut se trouver dans le
volume occupé par le conducteur. Toutes les charges non compensées se trouvent donc
nécessairement localisées & la surface du conducteur.

Ce résultat peut se comprendre par l'effet de répulsion que celles-ci exercent les unes sur les
autres. A I’équilibre, les charges tendent donc & se trouver aussi éloignées les unes des autres
qu’il est possible de le faire.

(¢) Théoréme de Coulomb En un point M infiniment voisin de la surface S d’un conducteur,
le champ électrostatique E est normal 4 S. Considérons une petite surface Seyt paralléle & la
surface S du conducteur. On peut ensuite construire une surface fermée ¥ en y adjoignant une
surface rentrant 4 l'intérieur du conducteur Siy ainsi qu'une surface latérale Sy, . En appliquant
le théoréme de Gauss sur cette surface fermée, on obtient

@zﬁiﬁ-zﬁ:/SLE'C@L+//Smﬁ'cﬁim+/smE'C@ext
://sextﬁ'ggeXt:ESeXt:%::;/[qwl 0dS = "foM , (4.1)

ou Sy est la surface dessinée par le tube de flur passant par Sext , donc Sy = Sext (on peut

choisir ces surfaces aussi petites que I'on veut). Mettant ce résultat dans la relation UEOM = EScxt
obtenue dans l’éq. on obtient le :

Théoréme de Coulomb : le champ électrostatique & proximité immédiate d’un conducteur
de densité surfacique o vaut

E="al, (4.2)
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oll I est un vecteur unitaire normal au conducteur et dirigé vers I’extérieur.

Lorsque le champ au voisinage d’un conducteur dépasse une certaine limite, une étincelle est
observée : le milieu entourant le conducteur devient alors conducteur. Ce champ maximal, de
Pordre de 3 Méga V/m dans lair, est appelé champ disruptif. Il correspond & 'ionisation des
particules du milieu (molécules dans le cas de Dair).

4.1.3 Pression électrostatique

Soient deux points M et M’ infiniment proches de la surface d’un conducteur de densité surfacique
o, M situé a l'extérieur tandis que M’ est situé & l'intérieur. Considérons maintenant une surface
élémentaire dS située entre ces deux points. Soit ﬁl le champ créé en M par les charges situées sur
dS et Eg le champ créé en M par toutes les autres charges situées & la surface du conducteur. Soient
E’l et 3’2 les champs respectifs en M’.

= ->
By pE
M
dS .
:33333E;;;;/\/;'A';;;;233
> -
EY 'E

On a alors les trois propriétés suivantes :
1. Eg = E/, car M et M’ sont infiniment proches.
2. E’Q = —Ea car le champ électrostatique & l'intérieur du conducteur est nul.

3. ﬁl = —E’l car ﬁl est symétrique par rapport 4 dS, considérée comme un plan puisque M et

M’ peuvent étre infiniment rapprochés.
Gréace 4 ces trois propriétés, on en déduit que Eg = El, c’est-a-dire que la contribution de ’en-
semble du conducteur est égale 4 celle de la charge située & proximité immédiate. Comme le champ
total vaut E = El -f-Eg = goﬁ (théoréme de Coulomb), on en déduit que le champ créé par I'ensemble

du conducteur (4 I'exclusion des charges situées en dS) au voisinage du point M est Eg = 5N

—
Autrement dit, la force électrostatique d>F subie par cette charge dg = 0dS de la part de 'ensemble
des autres charges du conducteur vaut

02

o
LF = dgEy — 0dS "7 = Z7dS . (4.3)
2¢€0 2¢€p

Quel que soit le signe de o, la force est toujours normale et dirigée vers ’extérieur du conducteur. Cette
propriété est caractéristique d’une pression, force par unité de surface. Ainsi, la pression électrostatique
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subie en tout point d’un conducteur vaut :

0.2

P=—]. 4.4
2 (4.4)

Cette pression est en général trop faible pour arracher les charges de la surface du conducteur. Mais
elle peut déformer ou déplacer la surface, les charges communiquant au solide la force électrostatique
qu’elles subissent.

4.1.4 Pouvoir des pointes

fil conducteur

L’expression « Pouvoir des pointes » décrit le fait expérimental que, 4 proximité d’une pointe, le
champ électrostatique est toujours trés intense. En vertu du théoréme de Coulomb, cela signifie que la
densité surfacique de charges est, au voisinage d’une pointe, trés élevée. On peut aborder ce phénomeéne
avec deux sphéres chargées de rayons différents, reliées par un fil conducteur et placées loin I'une de
I’autre. On peut donc considérer que chaque sphére est isolée mais qu’elle partage le méme potentiel
V. Cela implique alors :

% // 0'1d81 _ // UQdSQ 01R1 _ O'QRQ
1= 471'60 " drwe €© €

o2 Ri  Tn de_Coulomb !E)z! Ry

(4.5)

e = — = —
o1 R2 |E;1| R2

Dong, plus le rayon de la sphére sera petit et plus sa densité de charges sera élevée et par consequence
du théoréme de Coulomb de l’éq.7 plus son champ électrique proche sera grand aussi. Tout se passe
comme si les charges « préféraient » les zones 4 forte courbure. A priori, cela semble en contradiction
avec 'idée naive que les charges non compensées ont tendance 4 se repousser mutuellement. Le résul-
tat ci-dessus nous montre l'effet d’une pointe (accumulation de charges), mais ne nous offre aucune
explication de ce phénoméne. Qu’est ce qui, physiquement, a permis une « accumulation » de charges
sur une pointe ?

Prenons une sphére chargée placée seule dans l'espace. Se repoussant mutuellement, les charges
vont produire une distribution surfacique uniforme. Maintenant, si l'on fait une pointe (zone convexe)
les charges situées en haut de la pointe « voient » non seulement le champ électrostatique créé par les
charges immédiatement voisines, mais également celui créé par les charges situées sur les bords de la
pointe. Quand une charge se retrouve, sous 'effet répulsif des autres charges, repoussée vers la pointe,
le champ qu’elle-méme crée devient moins important (puisqu’elle est éloignée des autres charges) vis-
a-vis des charges restées sur la partie uniforme de la sphére. Cela permet ainsi 4 une autre charge
de prendre sa place : cette nouvelle charge se déplace donc et se retrouve elle-méme repoussée sur la
pointe. Le conducteur atteint I’équilibre électrostatique lorsque le champ répulsif créé par toutes les
charges accumulées au niveau de la pointe compense celui créé par les charges restées sur le « corps »
du conducteur.
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4.1.5 Capacité d’un conducteur isolé

Nous avons vu qu’il était possible de faire une analogie entre la température d’'un corps et le
potentiel électrostatique. Or, pour une quantité de chaleur donnée, la température d’un corps dépend
en fait de sa capacité calorifique. Il en va de méme pour le potentiel électrostatique : il dépend de la
capacité du corps 4 « absorber » les charges électriques qu’il recoit. On peut donc suivre cette analogie
et définir une nouvelle notion, la capacité électrostatique :

Capacité électrostatique <= Capacité calorifique .

Soit un conducteur & 1’équilibre électrostatique isolé dans 1’espace, chargé avec une distribution
surfacique o et porté au potentiel V. Celui-ci s’écrit :

VM) = 47360 // Ugjs ’

Surface

en tout point M du conducteur, le point P étant un point quelconque de sa surface. Par ailleurs, la
charge électrique totale portée par ce conducteur s’écrit

Q= //U(P)dS.

Surface

Si on multiplie la densité surfacique par un coefficient constant a, on obtient une nouvelle charge totale
Q' = aQ et un nouveau potentiel V/ = aV. On a ainsi un nouvel état d’équilibre électrostatique,
parfaitement défini. On voit donc que, quoi qu’on fasse, tout état d’équilibre d’un conducteur isolé
(caractérisé par @) et V') est tel que le rapport Q/V reste constant (cela résulte de la linéarité de @ et
V en fonction de o).

Définition : La capacité électrostatique d’un conducteur d [’équilibre est définie par

_Q
C=3w| (4.6)

ot Q est la charge électrique totale du conducteur porté au potentiel V. L’unité de la capacité est le
Farad (symbole F) - unité fondamentale ( A%2.s*m=2kg™! ).
Remarques :

1. La capacité C' d’un conducteur est une grandeur toujours positive. Elle ne dépend que des
caractéristiques géométriques et du matériau dont est fait le conducteur.

2. Les unités couramment utilisées en électrocinétique sont le nF ou pF.
3. La permittivité du vide, €g, a la dimension de F.m™! (unités de base : m™3.kg=!.s*.A?).

4. Exemple : capacité d’une sphére de rayon R, chargée avec une densité surfacique o

B 1 o(P)ds 1 odS 1 Q
V_V(O)_zmo // OP  4me // R 4meoR //Gd‘g_zmeoR

Surface Surface Surface

C= % =4meR . (4.7)

4.1.6 Superposition des états d’équilibre

Nous avons vu qu’un conducteur isolé, & ’équilibre électrostatique, est caractérisé par sa charge
Q) et son potentiel V', qui sont reliés entre eux par la capacité C' du conducteur. Inversement , étant
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donné un conducteur de capacité C, la donnée de sa distribution surfacique o détermine complétement
son état d’équilibre, puisque Q@ = [[ odS.

Surface
Soit maintenant un autre état d’équilibre du méme conducteur défini par une densité surfacique

o’. Le conducteur porte alors une charge @’ et a un potentiel V’. Du fait de la linéarité de Q et V avec
o, toute combinaison linéaire de o et o’ est encore un état d’équilibre :

On a donc ici un résultat qui nous sera utile plus tard : toute superposition d’états d’équilibre
(d’un conducteur ou d’un ensemble de conducteurs) est également un état d’équilibre.

4.2 Systémes de conducteurs en équilibre

4.2.1 Théoréme des éléments correspondants

Soit deux conducteurs (A;) et (A2), placés I'un 4 coté de l'autre et portant des densités surfaciques
01 et o9 & I'équilibre. S’ils ne sont pas au méme potentiel, des lignes de champ électrostatique relient
(A1) & (A2). Soit un petit contour fermé C} situé sur la surface de (A1) tel que 'ensemble des lignes
de champ s’appuyant sur C rejoignent (As) et y dessinent un contour fermé Cy (on en déduit par
construction que toutes les lignes de champ s’appuyant sur la surface A; bornée par C] se terminent
sur la surface As bornée par C5) . L’ensemble de ces lignes de champ constitue ce qu’on appelle un

Eléments correspondants

tube de flux : le flux du champ électrostatique & travers la surface latérale Sy, dessinée par ce tube est
nul par construction (E -dS = 0). Soit une surface fermée produite S = Sp + S; + S2 ou Sp est une
surface qui s’appuie sur C] et plonge & I'intérieur de conducteur A; et Sy une surface analogue pour
le conducteur As.

En vertu du théoréme de Gauss, on a

@zﬂsﬁ.cﬁq:/s B.ﬁﬁ/s ﬁ'ﬁﬁ/s E-dS;=0

Qmnt @1, @
el —_— — _|_ -,
€0 € €

ol g est la charge totale contenue sur la surface de (A;) embrassée par Cy tandis que ¢y est la charge
contenue sur la surface correspondante de (Az). Du coup g2 = —q;1 nécessairement.

Théoréme : les charges électriques portées par deuxr éléments correspondants sont op-
pOSé€es.

Cette démonstration a fait appel 4 un concept inportant, le tube de flux, qui relayait dans cet
exemple les deux éléments correspondants, C; et Cs. En générale, le tube de flux est définie comme
suit :
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- Soit un contour fermé C' tel que le champ électrostatique lui est perpendiculaire, c’est-4-dire tel
que E 1L ﬁ ol d—>£ est un vecteur élémentaire de C. En chaque point de C passe donc une ligne de
champ particuliére. L’ensemble de toutes les lignes de champ passant par C' dessine alors une surface
dans ’espace, une sorte de tube. Par construction, le flux du champ électrostatique est nul 4 travers la
surface latérale du tube, de telle sorte que le flux est conservé : ce qui rentre 4 la base du tube ressort
de l'autre coté. On appelle un tel « rassemblement» de lignes de champ un tube de flux.

4.2.2 Phénomeéne d’influence électrostatique

Jusqu’a présent nous n’avons abordé que les conducteurs chargés, isolés dans I'espace. Que se passe-
t-il lorsque, par exemple, on place un conducteur neutre dans un champ électrostatique uniforme ? Etant
neutre, sa charge Q = [[ odS doit rester nulle. Mais étant un conducteur, les charges sont libres de
se déplacer : on va donc assister 4 un déplacement de charges positives dans la direction de et de
charges négatives dans la direction opposée. On obtient alors une polarisation du conducteur (création
de poles + et —), se traduisant par une distribution surfacique o non-uniforme (mais telle que @ = 0).

E \_F>/"
—
é —_ .
Y (0

- > o

Considérons maintenant le cas plus compliqué d’un conducteur (A7) de charge Q1 avec une densité
surfacique o1, placé & proximité d’un conducteur neutre (As). En vertu de ce qui a été dit précédem-
ment, on voit apparaitre une densité surfacique o9 non-uniforme sur (As) due au champ électrostatique
de (A1). Mais, en retour, la présence de charges o9 situées &4 proximité de (A7) modifie la distribution
de charges 01! A I’équilibre électrostatique, les deux distributions de charges o1 et o9 dépendent 1'une
de l'autre. On appelle cette action réciproque, l'influence électrostatique. Dans cet exemple, I'influence
est dite partielle, car 'ensemble des lignes de champ électrostatique issues de (A;) n’aboutissent pas
sur (Asg). Soit g2 la charge portée par la région de (Asg) reliée & (A;1). En vertu du théoréme des éléments
correspondants, on a |g2| < |@Q1].

Influence partielle Influence totale

On peut créer des conditions d’influence électrostatique totale en placant (A;) & lintérieur de
(A3). Puisque I'ensemble des lignes de champ issues de (A7) aboutit sur Uintérieur de (Asz), on voit
apparaitre la charge Qg‘t = —(@; sur la face correspondante interne de (As), et ceci quelle que soit
la position de (Ay). Cette propriété (démontrée & partir du théoréme des éléments correspondants)
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est connue sous le nom de théoréme de Faraday. La charge électrique totale sur (As) est simplement
Q2 = Q' + Q5 = —Qu + Q5.

Notion d’écran ou de blindage électrostatique - la cage de Faraday : Un conducteur 4
I’équilibre a un champ nul : de ce fait, ’il posséde une cavité, celle-ci se trouve automatiquement isolée
(du point de vue électrostatique) du monde extérieur. On définit par écran électrostatique parfait tout
conducteur creux maintenu 4 un potentiel constant.

Lorsqu’on relie (A3) au sol, on a Q" = 0 (les charges s’écoulent vers la Terre ou proviennent de
celle-ci). Dans ce cas, le champ électrostatique mesuré & U'extérieur de (As) est nul, malgré la présence
de (Ap) chargeé & Vintérieur de (Asz). Ainsi, espace extérieur 4 (As) est protégé de toute influence
électrostatique provenant de la cavité. L’inverse est également vrai.

Masse (sol) Masse (sol)

Prenons maintenant le cas ou (A;) porte une charge nulle et ou (Ag) est placé & proximité d’autres
conducteurs chargés. A I'équilibre, on aura Q'* = 0 mais aussi un champ électrostatique non nul mesuré
a lextérieur de (Asy), dépendant de la distribution surfacique externe de (As). Ainsi, malgré la charge
portée par la surface extérieure de (Asg), la cavité interne posséde un champ électrostatique nul. Nous
voyons donc que le champ électrostatique régnant & U'intérieur de (Asg) est parfaitement indépendant
de celui & Pextérieur. Noter que ceci reste vrai méme si (Ay) n’est pas maintenu & potentiel constant.

Une combinaison linéaire de ces deux situations permettant de décrire tous les cas possibles, nous
venons de démontrer que tout conducteur creux maintenu 4 potentiel constant constitue bien un écran
électrostatique dans les deux sens. Un tel dispositif est appelé cage de Faraday.

Alors que la distribution des charges QI dépend de la position de (Aj), celle des charges QS
portées par la surface externe de (Ay) dépend, elle; uniquement de ce qui se passe & 'extérieur.

Applications :

1. Protection contre la foudre : un paratonnerre est en général complété par un réseau de cables
entourant I’édifice 4 protéger, reliés & la Terre.

2. Tout conducteur transportant un courant faible est entouré d’une gaine métallique (appelée
blindage) reliée au sol. Cette gaine est parfois simplement le chassis de Uappareil.

4.2.3 Coeflicients d’influence électrostatique

Nous avons vu que lorsque plusieurs conducteurs sont mis en présence les uns des autres, ils exercent
une influence électrostatique réciproque. A ’équilibre (mécanique et électrostatique), les densités surfa-
ciques de chaque conducteur dépendent des charges qu’ils portent, de leur capacité et de leurs positions
relatives. Si l’on cherche & calculer, par exemple, le potentiel pris par I'un des conducteurs, alors il nous
faut résoudre le probléme complet : calculer le potentiel de chaque conducteur.

Soit un ensemble de N conducteurs (A;) de charge électrique totale Q; et potentiel V; | en équilibre
électrostatique. Prenons (A7) et appliquons la notion vue précédemment de superposition des états
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d’équilibre. On peut toujours décomposer la distribution surfacique sur (A1) de la forme o1 = Z;V: 101
o 017 est la densité surfacique de charges apparaissant sur (A;) si tous les autres conducteurs étaient
portés au potentiel nul (mais présents) et oy; celle apparaissant lorsque tous (y compris A;) sont portés

au potentiel nul, sauf (A4;). On peut alors écrire que la charge totale sur (A;) est :

N
//aldS = Z//aljdé‘ =qu+q2+..+qnN
j=1

= CuVi+CpVa+ ... +CinVN . (4.8)

o)

Pour connaitre )7 il faut donc connaitre les N états d’équilibre électrostatique.
Un moyen de mesurer tous les coeficients C; 1 est de considérer un premier état d’équilibre, celui
ol on garde le premier armature 4 potentiel V; et tous les autres armatures sont mis au potentiel nul.
(1)

Utilisant un exposant () pour indiquer qu'il s’agit du premier état d’équilibre, les charges, Q,; ", sur
chacun des armatures s’écrit :

le) =qn =CuW;
M = g1 = Wi (4.9)

5\1/) =qgn1=CniVh .

En effet, la charge apparaissant sur (A;) ne peut étre due qu’a Vq, C1; étant la capacité du conducteur

(A1) en présence des autres conducteurs. Mais par influence, une distribution o1 apparait sur tous les
autres conducteurs (A4;). Celle-ci dépend du nombre de lignes de champ qui joignent (A;) & chaque
conducteur (A;). En vertu du théoréme des éléments correspondants, la charge qui « apparait » est de
signe opposé 4 celle sur (A7), elle-méme proportionnelle & q11 donc & Vi : les coefficients d’influence
Ci1(j # 1) sont donc négatifs.

Considérons maintenant le deuxiéme état d’équilibre, ot tous les conducteurs sauf (Az) sont mis
au potentiel nul. On a alors dans ce cas

QY = g2 = C12Va
P = o = OnVa (4.10)

5\2/) =gn2 =Cn2Va .
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Bien évidemment, en reproduisant cette opération, on obtient que I’état d’équilibre le plus général est
décrit par :

N ) N N
:ZQZ@ =Y g Z : (4.11)
=1 j=1

ou sous forme matricielle :
Q1 Cn - Cwn Vi
: = Y : : . (4.12)
QN Cn1 -+ CnN VN
Les coefficients (;; sont appelés coefficients d’influence. Les coefficients C;; sont parfois
appelés coefficients de capacité ou capacités des conducteurs en présence des autres. Il ne
faut pas les confondre avec les capacités propres C; des conducteurs isolés, seuls dans I’espace. D’une
fagon générale, on a les propriétés suivantes :
1. Les Cj; sont toujours positifs.
2. Les C}y; sont toujours négatifs et C;; = C; (matrice symétrique).
3. Cy > — Z#i Cji, I'égalité n’étant possible que dans le cas d’une influence totale.
La derniére inégalité est une conséquence du théoréme des éléments correspondants. En effet,
prenons le conducteur (A7) porté au potentiel V; alors que les autres sont mis au potentiel nul. Tous
les tubes de flux partant de (A7) n’aboutissent pas nécessairement 4 un autre conducteur (ils ne le

feraient que pour une influence totale). Donc, cela signifie que la charge totale située sur (A;) est
(en valeur absolue) supérieure 4 ’ensemble des charges situées sur les autres conducteurs, c¢’est-é-dire

qu1 = CuuVi > [ga| + .. + g1 = 32541 [Cja V1.
Exemple : Soient deux conducteurs sphériques, (A;) et (Asz), de rayons R; et Ro portant une
charge Q1 et Qo, situés & une distance d I'un de lautre.

- -0%
v S
S 2

1. A quels potentiels se trouvent ces deuxr conducteurs ¢

En vertu du principe de superp051t10n le potentiel de (A7), pris en son centre O; est

Vi = // 0‘1d81 // O‘QdSQ
N 47‘(‘60 S P101 47‘(‘60 Ss P201 ’

ou le premier terme est dii aux charges @1 et le second & celles situées sur (Ag). Lorsque la

distance d est beaucoup plus grande que les rayons, on peut assimiler PoO1 ~ 0201 = d pour
tout point P de la surface de (As) et on obtient

Q1 n @ @ Q2
dreoR; | 4dmegd Oy Cd

ou 'on reconnait en C la capacité d’'une sphére isolée et en Cy = 4mepd, un coefficient qui

Vi ~

dépend & la fois de la géométrie des deux conducteurs et de leur distance. En faisant de méme

pour (As), on obtient

e @ L Q@ &
2= dregRy | dmegd Oy | Oy’

ou Cs est la capacité de (As) isolée.
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2. Trouver les coefficients de capacité de ce systéme.
A partir des deux expressions approximatives pour Vi et Vo précedentes, on obtient donc un
probléme linéaire qui peut se mettre sous la forme matricielle suivante :

I1&l-

c’est-4-dire V; = D;;@Q; ou la matrice D;; est connue & partir de l'inverse des diverses capacités.
Si l’on veut se ramener au probléme précédent (calcul des charges connaissant les potentiels),
c’est-4-dire 4 la résolution de Q; = C;;Vj, ou Cj; est la matrice des coefficients d’influence, il

Vi

v (4.13)

1
Q-8

faut inverser la matrice D;;.

On se rappel comment inverser une matrice 2 X 2 :

a c 1 b —c 1 b —c
A= A= — = 4.14
d b] ’ Al | —d a ] ab—cd[—d a ] (4.14)
Avec Iéq. 1’ et ’éq. 1’ on obtiendra en effet Q; = D;jlvj, donc Cj; = Digl avec :
C1Co
C C orm
Cll = ﬁ 022 = 1% 012 = 021 = —1(}% : (4~15)
- a - a -

On voit clairement sur cet exemple que, premiérement, les capacités en présence des autres conduc-
teurs Cj; ne sont pas identifiables aux capacités propres C; des conducteurs isolés dans ’espace et
deuxiémement, que les coefficients d’influence Cj; sont bien négatifs.

4.3 Le condensateur

4.3.1 Condensation de ’électricité

Définition : On appelle condensateur tout systéme de deux conducteurs en influence électrosta-
tique. Il y a deux sortes de condensateurs :
— & armatures rapprochées (4 influence quasi totale)

=35

En général, les deux armatures sont séparées par un matériau isolant (un diélectrique), ce qui a
pour effet d’accroitre la capacité du condensateur. Dans ce qui suit on suppose qu’il n’y a que du vide.
Soient donc deux conducteurs (A1) et (Ag) portant une charge totale Q1 et Q2 et de potentiels V7 et
V5. D’aprés la section précédente, on a Q1 = C11V1 + Ci12Va et Qo = Co1 Vi + Cao Vs, c.-a-d. :

-

Les coefficients C;; étant indépendants des valeurs de @ et de V, il suffit, pour les trouver, de considérer
des cas particuliers simples (formellement on a ici 2 équations & 4 inconnues).

— 4 influence totale

Cii Ci2
Co1 Co

Vi

" (4.16)
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Regardons ce qui se passe dans le cas d’un condensateur 4 influence totale, c’est-4-dire un conden-

sateur pour lequel on a :

Q=Q5" + Q8" = Q5" — Q1 . (4.17)
Si on relie (A3) 4 la masse (Vo = 0, Q" = 0 car on néglige toute influence extérieure), alors on obtient
Q2= —Ch (4.18)

Co1 = —=Ch1 .

La premiére relation n’est vraie que si (Az) est 4 la masse, mais la seconde est générale. Par ailleurs,
on sait par ’analyse dans la section précédent que Cio = (5. Par convention, la capacité C' du
condensateur, sa charge @) et sa tension entre armatures sont alors définies de la facon suivante,

C=0Cn
Q=G
U=V —-Vsy. (4.19)
Mettant ces relations dans 1’éq.(4.16)) on voit que la premiére ligne nous donne la relation des conden-
sateurs
Q=CU. (4.20)
Remarques :

1. Pourquoi appelle-t-on ces dispositifs des condensateurs 7 Parce qu’ils permettent de mettre en
évidence le phénomeéne de « condensation de ’électricité » , & savoir ’accumulation de charges
électriques dans une petite zone de ’espace. Ainsi, en construisant des condensateurs de capacité
C élevée, on obtient des charges électriques @) élevées avec des tensions U faibles.

2. La charge située sur Uarmature (Az) est Q2 = Q¥ — @ (pour un condensateur & influence
totale) et, en toute rigueur, ne vaut —@Q que lorsque (Az) est mise & la masse. En général, elle
reste cependant négligeable devant () dans les cas considérés dans ce cours et on n’en tiendra
donc pas compte.

Pour un condensateur & armatures rapprochées, on obtient le méme résultat, moyennant une sé-
paration faible (devant leur taille) des conducteurs. Dans ce type de condensateur, les charges Q; et
()2 correspondent & celles qui se trouvent réparties sur 'ensemble de la surface de chaque conducteur.
Mais si la distance est faible, I'influence électrostatique va condenser les charges sur les surfaces en
regard, de telle sorte que 1’on peut faire ’hypothése suivante :

Q1=Q% + QY ~Q7
Q=05 +Q5 =Q5" — Q7 ~ Q35 — Q1 , (4.21)

ce qui nous rameéne & une expression identique & celle d’'un condensateur & influence totale.

4.3.2 Capacités de quelques condensateurs simples

Dans ce qui suit, nous allons voir plusieurs exemples de calculs de capacités. Pour obtenir la capacité
C d’un condensateur, il faut calculer la relation entre sa charge @ et sa tension U, ¢’est-a-dire :

2
U:Vl—VQZ/ﬁ.JEZg. (4.22)
1

Autrement dit, il faut étre capable de calculer la circulation du champ électrostatique entre les deux
armatures ainsi que la charge Q.
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Electromagnétisme 4.3. LE CONDENSATEUR

(a) Condensateur sphérique : Soit un condensateur constitué de deux armatures sphériques de
méme centre O, de rayons respectifs Ry et Ry , séparées par un vide. (Ry > Rj). D’apreés le
théoréme de Gauss, le champ électrostatique en un point M situé 4 un rayon r entre les deux

By =92 &

 Amegr?

armatures vaut :

en coordonnées sphériques, ce qui donne une tension

Ry . Q [Fdr Q 1 1 Q Ry— Ry
U=Vi—Vo= | B.db= o I N ]
! 2 R 47‘&'60 R ’1“2 47T€0 <R1 R2> 47['60 R1R2 ’

et fournit donc une capacité totale :

C= @ =Areg—7 . (4.23)

(b) Condensateur cylindrique : Soit un condensateur constitué de deux armatures cylindriques
coaxiales de rayons a et b séparées par un vide (b > a) et de longueurs ¢ quasi-infinie (£ > b).
Soit A = Q/¢ la charge par unité de longueur du cylindre intérieur. D’apreés le théoréme de

=T

Gauss, le champ électrostatique entre les deux armatures s’écrit :

E(p)= 5

27reopp ’

en coordonnées cylindriques, ce qui donne une différence de tension :

b b
U:Vlvgz/ﬁ.c?ez A [Tde _ @y gy
o 2meg J, P 2mepl

et une capacité par unité de longueur,

Q 27eq
(=2 = .
¢/ (U It

(4.24)

(c) Condensateur plan Soient deux armatures (Ay) et (Az) planes paralléles, orthogonales 4 un
méme axe Oz de vecteur unitaire z, de surface S et situées 4 une distance d = 29 — 21 'une
de 'autre. On utilise Papproximation de planes infinies, c.-4-d. S > d. L’armature (A1) porte
une densité surfacique de charges o et (As), en vertu du théoréme des éléments correspondants,
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ZA
S
-0 ) S
d=zy2;
+
(e) Z y}

porte une densité —o. Entre les deux armatures, le champ électrostatique est la superposition
des champs créés par ces deux plans infinis, ¢’est-4-dire

o —0
E-E +E =—2z+—(-2)=
! 2 2¢€0 2¢€0 (=2)
La différence de potentiel entre les deux armatures est alors

z2 — z2
U=Vi—V, = ﬁ-de_a/ dz=2d,
21 z

€ J 2 €0

~

o
—Zz.
€0

d’ot une capacité

_Q_d5_ Sea
C’_U_U_ d

Dans la pratique, cette relation s’applique & tous les condensateurs dans le vide (de fagon

(4.25)

approximative) 4 condition que les dimensions de la surface S sont trés grandes devant la
distance de séparation d des armatures.

4.3.3 Associations de condensateurs

b)
a

) 21
C_—

0
ol ol e

C b oo (y_ - MU B}

o o on °T

_"_'T‘U 0
Cv —

..... V>

Condensateurs en parallelle -
Condensateurs en série

a) Condensateurs en paralléle Soient N condensateurs de capacités C; mis en paralléle avec la
méme tension U = Vj — V5. La charge électrique de chacun d’entre eux est donnée par Q; = C;U.
La charge électrique totale est simplement :

ce qui correspond & une capacité équivalente :
N

C'eq = Z Cz ) (426)

qui est la somme des capacités individuelles.
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b) Condensateurs en série Soient NV condensateurs de capacités C; mis en série les uns derriére
les autres. On porte aux potentiels Vj et Vi les deux extrémités de la chaine et on apporte la
charge () sur le premier condensateur. En supposant que tous les condensateurs sont initialement
neutres, il s’établit la charge @ (par influence) sur les armatures des condensateurs adjacents.
La tension totale aux bornes de la chaine de condensateurs s’écrit alors simplement

U=Vo—-V=W-V)+(Vi=Va) +... 4+ (VN_1— VN)
Q  Q
ot T +<ZC>Q,

et correspond & celle d’une capacité unique C' de capacité équivalente

N1
= Z o (4.27)

4.4 Complément : Relations de continuité du champ électrique

Dans ce chapitre, nous avons vu qu’il y a une discontinuité du champ électrqiue en présence
de charges surfaciques d’un conducteur (théoréme de Coulomb). Ici, on fait appel aux lois
fondamentales afin d’exprimer les contraintes générales sur le champ & la traversée de n’importe
quelle nappe de charge surfacique.

Soit une distribution surfacique de charge o sur une surface 3 séparant l’espace en deux régions
1 et 2. Pour la composante tangentielle du champ, nous remarquons que puisque le champ
électrostatique F s’éxprime comme un gradient du potentiel, on a :

iﬁ?z:—édvzo.

Considérons maintenant le contour ABCD traverssant la surface de charge : La circulation du

sur n’importe quel contour C.

Région 2

Région 1
champ sur ce contour s’écrit alors :
— — — —
/ Edu/ E-du/ E-db+ | E-db=o0.
AB BC CcD DA

Laissant les cotés DA et BC tendre vers zéro, on obtient

/MN(E—EZ)E%:O.

Puisque M N est quelconque (sur la surface), on doit avoir :

(E1-E) - di=0
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ce qui veut dire que la composante tangentielle du champ & une surface doit étre continue méme
en présence de charges surfaciques.

Une facon courante d’exprimer cette propriété de continuité est de remarquer qu’on peut écrire
(El - EQ) b = (El - Eg) (R1n AT de
= [(E\ - B) n o] -7a,
c’est-4-dire (puisque la direction de T est arbitraire)

fite A (EZ - E) ~-0, (4.28)

sur n’importe quelle surface.
Considérons maintenant une surface fermée fictive en forme de cylindre fermé contenant une

nappe de charge surfacique séparant les deux régions :

Région 1

On applique le théoréme de Gauss 4 cette surface qui s’écrit :

[ e [ 5 [ 8L

ou Sy, est la surface latérale. Lorsqu’on fait tendre cette surface vers zéro (S1 tend vers Sy), on
obtient

[[Bo s [[Bo =) [[oas = [[(Be ) muis= ! [[ous

puisque C@Q = —cﬁ 1 = dSno dans cette limite. Ce résultat étant valable quelque soit la surface
S choisie, on vient donc de démontrer que :

fisa - (1_52 - ﬁl> _ (4.29)

€0

En résumé avec une densité surfacique de charge o sur une surface 3 séparant deux milieux 1
et 2:

— la composante tangentielle (d la surface) du champ électrique est continue.

— la composante normale du champ électrique est discontinue en présence d’une charge surfa-

cique o, et cette discontinuité s’écrit comme Fo | — Fy | = % sur toute la surface.
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Chapitre 5

Dipdle électrique - Energie électrostatique

Nous avons étudié jusqu’ici les lois de 1’électrostatique valables dans le vide et dans les métaux
parfaitement conducteurs. Nous nous proposons maintenant de commencer d’étendre ces lois & des
matériaux autres que les métaux, les diélectriques.

En contraste avec les conducteurs qui ont une grande quantité de charges libres se déplacant &
Iintérieur du matériau, la grande majorité des charges dans les diélectriques peuvent difficilement se
déplacer et sont liés aux atomes ou molécules du matériel. Ce qu’il faut comprendre est que méme si
des systémes comme des atomes ou molécules sont globalement neutres, ca ne veut pas dire qu’ils ont
un comportement électrique nul et qu’il faut en tenir en compte dans la description des matériaux.
Le modéle qui va nous permettre & comprendre le comportement des constituants des diélectriques est
celui du dipéle électrique.

5.1 Le dipdle électrostatique

5.1.1 Potentiel électrostatique créé par deux charges électriques

Dipéle « idéal » Dipble moléculaires

i d

—>

@,

=0
b

z

23

_q .q
—+ —
B A P
—>

d
s
7 OmOm0

Il existe dans la nature des systémes électriquement neutres mais dont le centre de gravité des
charges négatives n’est pas confondu avec celui des charges positives. Un tel systéme peut souvent
étre décrit (on dit modélisé) en premiére approximation par deux charges électriques ponctuelles, +q
et —q situées & une distance d = 2a 'une de 'autre. On appelle un tel systéme de charges un dipole
électrostatique.

Définition : Quand deux charges égales et opposées sont séparées par une distance Bj , (vecteur
de position relative de la charge positive par rapport a la charge négative) on définit le moment dipolaire
électrique, ?, tel que :

7Eqﬂ:q‘ﬁ‘?BAEqd?BA = prpa . (5.1)
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Electromagnétisme CHAPITRE 5. DIPOLE ELECTRIQUE - ENERGIE ELECTROSTATIQUE

— Dans la nature, certains molécules sont caractérisés par un moment dipolaire permanent, tels que
I’eau, le chlorure d’hydrogéne, et monoxyde de carbone; alors que d’autres, comme le dioxyde
de carbone sont dépourvus de moment dipolaire permanent. (voir la figure

— Les unités SI (de C.m) ne sont pas commodes pour exprimer le moment dipolaire des molécules.
Par conséquent, une unité du systéme CGS est toujours assez utilisé pour mesurer le moment
dipolaire des molécules. Il s’agit du Debye (symbole D), avec 1 D = 3,33564x 10730 C.m. Le
moment dipolaire de ’eau par exemple est 1,8546 + 0,0040 D.

Connaitre Ueffet (la force) électrostatique que ces deux charges créent autour d’eux nécessite le
calcul du champ électrostatique. Nous aurions pu appliquer le principe de superposition aux champs
électriques et calculer ainsi la somme vectorielle des champs électriques créé par chacune des charges
(£q). Il s’avére plus simple de calculer le potentiel créé produit par le dipole et calculer le champ
électrique en appliquant la formule E = —@V. (C’est ce que nous allons faire avec 'aide de la figure

B.1.1] ci-dessous.

M
9
r
9
r 2
r+
0
< (; < Z
- q
704!
ﬁ

FIGURE 5.1 — Repérage du point M par rapport & un dipoole idéal, p = pz avec p = 2aq.

Le systéme est invariant par rapport & des rotations autour de ’axe de symétrie, z, donc le potentiel
ne dépend pas de la coordonnée ¢. D’aprés la figure et le chapitre précédent, le potentiel, V (M),
créé en un point M repéré par ses coordonnées sphériques (r,0,¢) est simplement :

V(M) =Vig(M)+V_g (M)

_q 1 Iy ¢ rT_ — T4
Cd4meg \ry  r_)  dmeg \ rir_ ’

ol 'on a choisi arbitrairement V' = 0 & Uinfini et r4 = |7i| avec 74 = 7 F az. Lorsquon ne

s’intéresse qu’a 'action électrostatique a grande distance, c’est-a-dire & des distances r > a, on peut
faire un développement limité de V' (M). Au premier ordre en a/r. on obtient :

2\ 1/2 1/2
ri:(?i-7i)1/2:r(1$2i?~2+ig> :r<1$2%?-2) :r(lIF%cosé?),

c’est-a-dire : 7_ — ry = 2acosf + O((a/r)?), et r_r1 = r? + O((a/r)?). Le potentiel créé a grande
distance par un dipéle électrostatique est donc donné par une expression facile & retenir,

2aqcos P
Amegr?  Amegr?

V() =V (r,0) = (5.2)

oll p = qd = 2aq.
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5.1.2 Champ électrique a grande distance d’un dipéle : r > d

Pour calculer le champ électrostatique, il nous suffit maintenant d’utiliser E = —gragv en coor-
données sphériques. On obtient ainsi :

B = _ovV _ 2p cos O
T or dmeqrs
E(r60,0)= | Eg=—19% — pont || (5.3)
Ey = 595 =0
En coordonnées sphériques, le champ électrique s’exprime donc (voir 'éq.(1.24) )
E (7) = 47360 % (2 cos 07 + sin 6 é) ) (5.4)

ou il ne faut pas oublier que 6 est ’angle entre ? et 7.

Dans l’éq., on est parfois géné par la dépendance explicite en 6 par rapport & I’axe du dipdle.
On peut mettre ce resultat sous une forme plus facile a retenir en remarquant que nous avons dérivé le
champ électrique en prenant ? = 2az et Uexpression du vecteur unitaire 2 en coordonnées sphériques
s’écrit donc :

z = cos 01 — sin@é\,

ce qui permet d’écrire le champ électrique sous la forme compacte :

BON=B(7)=— 3@ AP (5.5)

 dre r3

On aurait pu aussi bien se rappeler que cosf = z/r ou r = (x2 +4% + z2)1/2, afin de réécrire

Pexpression de 'éq.(5.2)) en coordonnées cartésiennes,

p cosf  p z

1% _ _
(z,9.2) dmeg 12 Amen (22 4 y2 + 22)3/2

ce qui nous permettrait de calculer le champ E du dipéle directement en coordonnées cartésiennes,

ov. 3zz
E g\ﬁ/ p 3Tz5y
z,y,2)=—\| 5 = = 5.6
( > Ys ) aa‘y/ 47’[‘60 0.2 _22_2,’2 ) ( )
0z 7o

en se rappelant que cette formule s’applique seulement quand le dipole est orienté sur 'axe Oz ol
? = pz, alors que 'expression de l’éq. s’applique & n’importe quelle orientation du dipéle.

Par construction, notre dipéle modéle posséde une symétrie de révolution autour de ’axe qui le
porte (ici 'axe Oz) : le potentiel ainsi que le champ électrostatique possédent donc également cette
symétrie. Cela va nous aider & visualiser les lignes de champ ainsi que les équipotentiels. Par exemple,
le plan médiateur défini par § = w/2 (2 = 0) est une surface équipotentielle V' = 0. Les équipotentiels
sont des surfaces (dans I’espace 3D ; dans le plan ce sont des courbes) définies par V = Constante =
Vo , c’est-a-dire :
pcos
degVh

L’équation des lignes de champ est obtenue a partir de ’équation ﬁ Ad€ = 0 et on tenant compte

r(0) = (5.7)

du fait que la composant Eg du champ dipolaire est nulle, on trouve :

E, dr o
Ey | A rdf =0= dp=0 et
0 rsin 0d¢

dr E, 2 cos 6do
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L’équation des lignes de champs, E, est ensuite obtenue par intégration :

dr:2/d(sme):>1nr:lnsin29—|—C':>r(9):Ksin20. (5.9)

T sin 0

ou K est une constante d’intégration dont la valeur (arbitraire) définie la ligne de champ.

Il ne faut pas oublier que les équations des surfaces équipotentielles, eq. et les linges du champ,
ont été dérivées dans 'approximation . Si on veut connaitre les lignes du champ prés de la distri-
bution de charge, il faut se renseigner sur les détails précis sur la distribution des charges du dipéle.
Les équipotentiels et les lignes du champ du dipéle modeéle sont illustré dans la figure [5.2] On peut
constater dans cette figure que, loin du dipdle, les équipotentiels et les lignes du champ correspond aux
fonctions, de r(#), décrites respectivement dans les l’éqs. et .

\ 4
N

FIGURE 5.2 — Lignes de champ (en rouge - trait plein) et équipotentielles (en bleu - en traits pointillées) d’un

modeéle de dipole électrique a une échelle ot la séparation des chrages + et — n’est pas négligeable.

5.1.3 Deéveloppements multipolaires

Lorsqu’on a affaire & une distribution de charges électriques et qu’on ne s’intéresse qu’au champ
créé & une grande distance devant les dimensions de cette distribution, on peut également utiliser une
méthode de calcul approchée du potentiel. Le degré de validité de ce calcul dépend directement de
I’ordre du développement limité utilisé : plus on va a un ordre élevé et meilleure sera notre approxima-
tion. Par exemple, 'expression du dipo6le ci-dessus n’est valable que pour r > a, mais lorsque r tend
vers a, il faut prendre en compte les ordres supérieurs, les termes dits multipolaires.

Prenons le cas d’une distribution de IV charges ponctuelles g; situées en = (4)?@ Le potentiel
créé en un point M repéré par le vecteur position =0 (coordonnées sphériques) est

N .
V(7)) = 247(160’?3@?2" . (5.10)

i=1
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En supposant r > r;, on peut montrer que ce potentiel admet le développement suivant :

N
1 4q;
14 (?) = A7e Z ? + qiri ’I“ 27‘5 Z Qa BLaXg + .. (511)
i=1 a=1,4=1
1 7?
= (qmt +7 - Q T+ ) : (5.12)
4meq T r3

ol la deuxiéme ligne définie le moment dipolaire, ? du systéme,

N
7= aw| (5.1
=1

. . . . 2 2 P . 2 . Ay H
ainsi qu’une contribution d’ordre encore plus élevé de ce que nous avons dérivé dans section ou Q
est appelé le moment quadripolaire, que le développent d’ordre 2 du dénominateur montre que Qg
est un tenseur de rang 2 qui s’écrit :

N
Quop = Z qi (377,&7"7;75 - (504757“1-2) , (5.14)
i=1
ou « et B prennent des valeurs 1, 2,3 désignant les axes z,y, z respectivement.

Faire un développement multipolaire d’une distribution quelconque de charges consiste & arréter
le développement limité a un ordre donné, dépendant du degré de précision souhaité. Dans le déve-
loppement ci-dessus, le premier terme, giot/7 (ordre zéro ou monopolaire), qui correspond a assimiler
la distribution & une charge totale, giot placée en O. Cela peut étre suffisant vu de trés loin, si cette
charge totale, est non-nulle. Dans le cas contraire (ou si I'on souhaite plus de précision) on doit ajouter

7.7

Amegr?

le deuxiéme terme,

Dans certains circonstances, il faut faire appel aux contributions d’ordre plus élevés tels que 'ordre
quadripolaire, voire méme octopolaire. Il s’agit quand méme de circonstances plus rare, et nous n’en
parlerons plus dans ce cours.

Quand on considére une distribution volumique de charges, p, ou surfacique, o, la formule pour le
moment dipolaire de 'éq5.13] se généralise de fagon directe, et on s’écrit respectivement :

?:// p(P)OPdy ?://U(P)o_ﬁds . (5.15)

En la définition du moment dipolaire des équations [5.13] et [5.15] on aurait pu s’inquiéter du fait qu’il

semble que le moment dipolaire dépend du choix de l'origine, O. En réalité, le moment dipolaire ne
dépend pas du choix d’origine & condition que la charge totale soit nulle. Comme démonstration,
imaginons qu’on calcule le moment dipolaire autour d’une autre origine O’. Le moment dipolaire dans
ce nouveau systéme est :

P = /// P)O'PdY = /// ((Wuﬁ) dv
_00/// dv+/ﬁ P)OPdy

:0OQT+F.

_>
Donc p' = ﬁ a condition que la charge totale du systéme, Qr, soit nulle.
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5.2 Diélectriques

L’expérience démontre que le modéle du dipéle électrique est souvent suffisant pour décrire le
comportement des constituants fondamentaux des objets diélectriques. Il faut se rappeler une fois
encore que les milieux matériels ou liquides macroscopiques sont composés d’'un nombre gigantesque
d’atomes et/ou molécules.

Certains constituants comme les molécules d’eau ont un moment dipolaire mais en absence de
champs électriques, ces dipdles sont orientés aléatoirement afin que le moment dipolaire global de
Peau soit quasi nul. D’autres constituants (comme le CO3) n’ont pas de moment dipolaire propre mais
peuvent acquérir un moment dipolaire sous 'effet d’un champ électrique E Dans ces deux cas, on parle
de moment dipolaires induits (en présence de champ électriques). Quelques rares matériaux comme
les ferroélectriques, ont des moments dipolaires qui ont tendance & s’aligner les uns avec les autres. On
parle dans ces cas de moments dipolaires permanents qui peuvent persister méme en absence de
champ électriques. On appel tout ces types de matériaux des diélectriques et plus précisément :

Un milieu diélectrique est, par définition, une substance possédant 'une des propriétés sui-
vantes

— tout volume dV de la substance posséde un moment électrique dipolaire d_;), on dit dans ce
cas que la polarisation est permanente;

— tout volume dV de la substance est susceptible d’acquérir sous ’action d’un champ électrique
extérieur E un moment dipolaire électrique dp : la polarisation est dite induite par le
champ ﬁ

Puisque une petite quantité macroscopique d’'un diélectrique contient un grand nombre d’atomes
et /ou molécules, on décrite généralement les diélectriques par un vecteur polarisation, ﬁ, qui peut
étre interprété comme une densité volumique du moment dipolaire telle que dp = PdV (ceci
est analogue avec ce que nous avons fait pour la charge dg = pdV).

5.2.1 Champ créé par un diélectrique

Pour simplicité, prenons le cas (assez courant) ou la charge totale diélectrique soit négligeable. 11
y a plusieurs fagons (équivalentes) de procéder a calculer le champ produit par un diélectrique, mais
ils prennent des points de vu physique différents sur le probléme. La méthode que 'on choisira sera
déterminée par la nature de la question posée.

(1) Méthode directe : Imaginons pour 'instant, qu’on connait le Vect£>ur polarisation, ? On
peut calculer la contribution au potentiel du diélectrique en mettant dp = ?dV dans I’équation
et intégrant (comme nous avons calculé le champ électrique a partir de la loi de Coulomb).
Le potentiel créé par le diélectrique est donc :

V(M) = 47:60///?(%)'%1;

ou r = QM est la distance entre le point d’intégraL}ion, Q, et M ainsi que dV est maintenant

un volume d’intégration autour du point Q (u = %) Bien-entendu, avec V (M) en main on

(5.16)

obtient le champ électrique produit par le diélectrique avec E = —gradV.

Remarque : Dans ce chapitre, nous remplagons le point d’intégration, P, utilisé dans les
chapitres précédents par Q, afin d’éviter confusion avec le vecteur polarisation,

(2) Méthode des charges de polarisation

On peut transformer 1'éq.(5.16) en éffectuant une intégration par parties tri-dimensionnelle en
remarquant que P(Q)-4/r? = P -gradgl (ot gra?lg est le gradient par rapport a la position Q).
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En faisant appel a I'identité de ’eq.(5.36)) on trouve,

B. grEiQ% = divg C ?) ~Liive B (5.17)

r

Insérant cette relation dans U'intégrale de I’éq.(5.16)) et en se servant du théoréme de Green-Ostrogradsky
(cf]11.15) , on voit que expression de 1’éq.(5.16)) est équivalente & une expression en termes d’intégrales
de la surface, S, et du volume V du diélectrique :

Le sens physique de cette formule devient plus claire si on définit une densité de charge de polari-

sation surfacique, o, ainsi qu'une densité volumique de charges de polarisation, p,,, telles
que :

0pa1(Q) = P(Q) 7 ppot(Q) = —dive P(Q)|. (5.19)

Avec ces définitions, la formule de ’éq.(5.18) du potentiel s’écrit en termes de «charges de polarisation» :

1 Opol 1 Ppol
M) = p EPOtay . 2
V(M) 4m//g : d8+4mo///v v gy (5.20)

Avec la formule de ’éq.(5.20), on peut calculer le potentiel V(M) et déterminer le champ élec-
tromagnétique avec 2 = —gradVl/, comme avec la méthode directe, mais on peut également amener

le gradient sous l'intégrale afin d’obtenir E une formule directe pour analogue & la formule de

1 _ L _
E (M) = P //S IS + ///V Poliay (5.21)

~ =7 .
avec r = QM , et u = QM /QM comme d’habitude.
Remarque : L’expression (5.21]) est un exemple du théoréme de compensation qui dit que effet
électromagnétique de tout objet matériel peut étre reproduit par des charges et courants agissant dans

Coulomb :

le vide. Enfin compte, nous avons déja rencontré un autre exemple de ce théoréme avec les conducteurs
parfait quand leurs effets était traités comme des charges surfaciques. Vous pouvez également regarder
le chapitre 10 du Cours de Physique de Feyman - Eletromagnétisme 1 pour une présentation didactique
du champ ﬁ

5.2.2 Le vecteur polarisation

Afin qu’on puisse appliquer les formules dérivés dans il nous faut connaitre le vecteur polari-
sation ﬁ partout. Pour un vaste nombre de milieux dans des conditions ordinaires, P est simplement
proportionnel au champ électrique B présent a cet endroit (Appelés milieux linéaires). La constante
de proportionnalité entre et egF, est dénoté x. et on 'appel la susceptibilité électrique du
matériel,

P =v.0F|, (5.22)

ol €g est mis dans la définition afin que x. puisse étre un nombre sans dimension. Bien qu’en principe,
on doive pouvoir calculer y. théoriquement, ceci nécessiterait un calcul en mécanique quantique de
grande envergure et en pratique on prend des valeurs de x. mesuré dans le laboratoire.

Si on met 'expression de 1’éq.(|5.22)) dans les équations pour calculer le champ V ou ﬁ de la section
précédente (les éq.dwb ou @ ) on s’en apercoit qu’afin de calculer le champ E a un point donné
M, il faut déja connaitre le champ E dans tout le matériel. Une telle situation, ot la connaissance
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d’une quantité (ici le champ E) est requise afin de le calculer ce méme quantité est souvent rencontré
en physique et dénommeé calcul auto-consistent. Nous verrons plus loin comment la linéarité de

par rapport & E nous permettra de contourner ce probléme d’auto-consistance. Pour I'instant, voyons
comment le probléme d’auto-consistance ce manifeste dans le probléme simple d’un condensateur avec

milieu diélectrique entre ces armatures.

5.2.3 Condensateur avec diélectrique

-0

/++++++++++++++++
- = =
GPOI E()T ¢EI’ TP d

FIGURE 5.3 — Condensateur avec un diélectrique entre les armatures.

On considére un condensateur plan avec un diélectrique de susceptibilité y, remplissant le volume
V = Sd entre les deux armatures (de surface S) d’un condensateur (voir la figure ci-dessous). La
charge sur Parmature A; est @ (0 = @Q/S). On dénote par E le champ qui serait présent entre les
armatures si le diélectrique n’était pas présent, Eg = Q/(€pS)z. Afin de résoudre le probléme auto-
congistant, on fait I’hypothése que le vecteur ﬁ entre les armatures soit constant et dirigé selon la
direction Z et voir si on trouve une solution.

Avec ’hypothése de ﬁ constant entre les armatures on voit qu’il n y a pas de charges volumiques
dans le matériel ppq1 = —divg ﬁ(Q) = 0, il suffit de calculer le champ créé par les charges de
polarisation surfaciques, opol. On se rappel que o, = P -7t ol 1 est le vecteur normale & la surface
du diélectrique et dirigé vers l'extérieur. Il y a donc une charge surfacique de o, = P sur la face
supérieure du diélectrique ainsi qu'une charge opo1 = —P sur la face inférieur (voir la figure .
Le diélectrique doit donc avoir le méme comportement qu’'un condensateur dont le champ électrique
a lintérieur est en opposition au champ électrique imposée Eo. Donc le champ de polarisation est

pol = —0Opol/€0Z2 = —P /eg = —x.E alintérieur du diélectrique et nul ailleurs. Le champ électrique,
ﬁ, réellement présent entre les armatures est alors la superposition de Eq et de E

EZEO"‘Epol:ﬁO_XeE
B-_—' B,

(1+ xe)
Donc, on voit que leffet de placer un diélectrique entre les armatures est de diminuer le champ électrique
par un facteur 1+ y. qu’on appel la constante diélectrique relatif du matériel

er=(1+xe)|- (5.23)

Remarque : On constate que e, est un nombre sans dimension. On 'appel constante diélectrique
relatif afin d’éviter confusion avec le fait que certains préfére parler de constant diélectrique (ou
permittivité) du matériel, la quantité e¢; = €,¢9 qui a évidemment les mémes dimensions que la
permittivité du vide ¢g.

Le fait d’avoir diminué E entre les armatures diminue également leur différence de potentiel.

Uevi-Vo= | B.oabelp-29 @
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Donc on peut en conclure que la capacité d’'un condensateur avec un diélectrique entre les armatures
est augmentée par le facteur e,

60€7~S

="

(5.24)

5.2.4 Déplacement électrique

C’est souvent assez pénible de formuler un probléme d’électrostatique en termes charges de polari-
sation. Aprés tout, ces « charges »n’existent que grace a un champ électrique appliqué au systéme. et
disparaissent aussitot qu’on enléve le champ appliqué. 1l est difficile de mesure les charges polarisation
et on ne peut pas les manipuler directement lors d’'une expérience. On peut se demander donc, pourquoi
en parler de tout. Y-a-t-il un moyen de formuler I’électrostatique de fagon de prendre ces charges de
polarisation en compte automatiquement afin d’oublier ou presque leur existence? La réponse et oui,
et c’est la raison pour laquelle les physiciens choisissent souvent d’utiliser un champ « auxiliaire »,
qui intégre le vecteur polarisation dans sa définition dés le départ, le déplacement diélectrique D,
définit tel que :

D(7) = E(7) + B(7)|. (5.25)

L’équation différentielle de B est :

div B =€ divE + divﬁ = p — Ppol = Plibre (5.26)

ol pribre correspond aux charges réellement manipulées dans une expérience. Avec ce champ, on ne
parle pas des charges de polarisations mais seulement des charges libres comme celles qu’on place sur
les armatures d’un condensateur.

Si les symétries du probléme sont suffisant, on peut résoudre B en faisant appel a la forme intégrale

de V'éq.(5.20) -
# B : Cﬁ = Qlibre,int
S

(5.27)

ce qui est un analogue du théoréme de Gauss. Cette expression nous dicte également les unités du
champ comme C.m™2.

Il ne faut pas oublier, que c’est toujours le champ E qui est relié¢ aux quantités mesurables (dif-
ferences de potentiel) et que le champ « auxiliaire », D sert surtout comme un moyen de trouver E.
Le lien entre les deux quantités est directe pour des matériels linéaires ( dont le vecteur polarisation

satisfait 1’éq. ) Mettant la relation 1} dans 1} on obtient une relation linéaire entre D et

(appelée relation constitutive) :

D= GQE + P- eo (1+ xe) = EQETE = ¢F , (5.28)

ol € est la permittivité du diélectrique et e, = €/eg = (1 + Xe) est la constante diélectrique (relative)

du diélectrique.
En résumé, en présence de diélectriques, les lois de 1’électrostatique peuvent étre formulées & partir
de deux formules :

div D = Plibre

rotE = 0

: (5.29)

associées avec la relation constitutive :

D= Bl (5.30)
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Utilisant les mémes techniques que dans le complément du chapitre[d] les conditions limites associés
avec les formules de ’éq.([5.29) sont :

fiis A (EZ . El) -0 fie- (1_32 . 31> = Glibre | - (5.31)

On verra plus tard que ces conditions limites sont toujours valables méme dans le régime de champs
variables dans le temps. Dans des applications plus avancées, on exploite souvent ces conditions limites
dans la recherche de solutions.

5.2.5 Condensateur et déplacement électrique

Afin d’apprécier 'utilité du champ auxiliaire B, reprenons le condensateur plane traité en
La charge @ sur les 'armature A; est simplement la charge « libre »et la densité surfacique libre est
simplement o = @Q/S. Grace a la symétrie du probléme, est dans la direction de séparation des
armatures et on obtient B = 0z en utilisant l’éq. et les mémes techniques de surfaces de Gauss
que celles employées pour le condensateur du vide (voir chapitre . On en déduit que le champ entre
les armatures est :

E - D _ o z, (5.32)
€0Er €0Er

. s d . . :
ce qui ameéne a U = 52)5 et C = S%:’f’ exactement comme nous avons trouvé dans la section
T

mais avec nettement moins d’effort.

5.3 Energie potentielle électrostatique

5.3.1 Energie électrostatique d’une charge ponctuelle

Comment mesure-t-on ’énergie potentielle gravitationnelle d’un corps de masse m? On le déplace
d’une position initiale jusqu’a une position finale (on exerce donc une force) puis on le lache sans
vitesse initiale. S’il acquiert une vitesse, c’est qu’il développe de I’énergie cinétique. Or, en vertu du
principe de conservation de I’énergie, cette énergie ne peut provenir que d’un autre réservoir énergétique,
appelé énergie potentielle. Comment s’est constituée cette énergie potentielle gravitationnelle 7 Grace
au déplacement du corps par 'opérateur. Ainsi, le travail effectué par celui-ci est une mesure directe
de I’énergie potentielle. On va suivre le méme raisonnement pour l’énergie électrostatique.

Définition 2 [’énergie potentielle électrostatique d’une particule chargée placée dans un champ élec-
trostatique, &, est égale au travail qu’il faut fournir pour amener de facon quasi-statique cette particule
de linfini o sa position actuelle.

Prenons une particule de charge ¢ placée dans un champ E Pour la déplacer de l'infini vers un
point M, un opérateur doit fournir une force qui s’oppose a la force de Coulomb. Si ce déplacement
est fait suffisamment lentement, la particule n’acquiert aucune énergie cinétique. Cela n’est possible

que si, & tout instant, ?ext =—F = —qﬁ. Le travail fourni par ’opérateur sera donc
M M M
— —
Ee(M)E/ dW:/ ?ext.dr:—/ ¢E -dr = q[V (M) — V (0)] .
(o] o o0

Puisqu’on peut toujours définir le potentiel nul & I'infini, on obtient I'expression suivante pour 1’énergie
électrostatique d’une charge ponctuelle située en M

Ee(M) = qV (M) .
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On voit donc que le potentiel électrostatique est une mesure (& un facteur ¢ prés) de I'énergie élec-
trostatique : c’est dit au fait que V est lié 4 la circulation du champ. Autre remarque importante :

I’énergie est indépendante du chemin suivi.

5.3.2 Energie électrostatique d’un ensemble de charges ponctuelles

Dans la section précédente, nous avons considéré une charge ¢ placée dans un champ E extérieur et
nous avons ainsi négligé le champ créé par la charge elle-méme. Mais lorsqu’on a affaire & un ensemble
de N charges ponctuelles ¢;, chacune d’entre elles va créer sur les autres un champ électrostatique
et ainsi mettre en jeu une énergie d’interaction électrostatique. Quelle sera alors ’énergie potentielle
électrostatique de cet ensemble de charges?

Soit la charge ponctuelle g; placée en P;. On améne alors une charge g2 de l'infini jusqu'en Ps,
c’est-a-dire que 1'on fournit un travail Wy = @2V (P2) = ¢1Va (P1) = W1 identique a celui qu’il aurait
fallu fournir pour amener ¢; de 'infini en Py en présence de g2 déja située en P». Cela signifie que ce
systéme constitué de 2 charges posséde une énergie électrostatiqueé :

Q192 _ 1
E = 7471’607‘12 =W =Wy = 5 (Wl + Wg) ,

ou T12 = P1P2.

Remarque : Dans cette approche, nous avons considéré go immobile alors que 'on rapprochait
q1- En pratique évidemment, c’est la distance entre les deux charges qui diminue du fait de ’action
de U'opérateur extérieur a la fois sur q; et go (avec ?extﬁl = — F ext—2 puisque F'1_,9 = —F'5 ;7). On
aurait aussi bien pu calculer le travail total fourni par I'opérateur en évaluant le déplacement de g1 et de
g2 de l'infini & la distance intermédiaire (« M /2 »). Une autre fagon de comprendre cela, ¢’est de réaliser
que nous avons évalué le travail fourni par 'opérateur dans le référentiel lié a ¢ (immobile). Celui-ci
est identique au travail évalué dans un référentiel fixe (ol q; et g2 se déplacent) car le déplacement des
charges s’effectue de maniére quasi-statique (aucune énergie n’a été communiquée au centre de masse).

Si maintenant on améne une 3°™¢ charge g3 de I'infini jusqu’en P3 ( ¢ et go fixes), il faut fournir

un travail supplémentaire,
W3 = q3Vita (P3) = g3 (Vi (P3) + V2 (P3))
1 (thg Q3qz)
= 4 7
dmeg \ 13 T3
correspondant & une énergie électrostatique de ce systéme de 3 charges :

1
g, = <Q1CI2 + q1493 + Q3Q2> ‘
4meq 712 713 23

Ainsi, on voit qu’a chaque couple g;q; est associée une énergie potentielle d’interaction. Pour un systéme

qu]
. 5.33
471'6 Z ( )

couples

de N charges, on aura alors :

6

Cette formule est assez pratique d’utilisation pour des systémes composés de quelques charges ponc-
tuelles.

Il existe néanmoins, une forme équivalente & l’éq. qui s’avére parfois plus pratique en présence
de symétries, et qui est surtout indispensable quand on veut généraliser I’énergie électrostatique a des
distributions de charge. La dérivation de cette forme alternative est la suivante :

1 N
471'60 Z qlq-] - 47?6022qu] :7247&'602 o _2;%“/@',

couples Tij
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ou le facteur 1/2 apparait parce que chaque couple est compté deux fois. On remarque qu’ici V; est
le potentiel créé en P; par toutes les autres charges du systéme (le potentiel di a la charge ¢; étant
exclu).

L’énergie électrostatique d’'un ensemble de N charges ponctuelles peut donc s’écrire de fagon alter-
native (mais équvalente a celle de (5.33)) comme suit :

N
1 g
252%%(3—) avec Vi (P;) 4“02 =L, (5.34)
=1

Tij

5.3.3 Energie stockée dans le champ électrique

Les équations (5.41)), (5.39) et (5.40) nous disent qu’une distribution de charges peut emmagasiner

de Dénergie électrostatique. Mais oul est-elle stockée ? Sous quelle forme 7 Une réponse possible & cette
question est de voir ’énergie électrostatique comme étant stocké dans le champ électrique lui-méme.
On peut dériver une telle formulation en se rappelant qu’au niveau fondamentale, toute distribution

de charge peut étre décrite comme une densité volumique du champ p (7) :
1 1
g =1 / p(PYV (P)dVp = = / Vv, (5.35)
2 Jv 2 Jy

ol nous avons supprimé la dépendance spatiale sur P afin de mieux voir le contenu physique de cette
équation.

L’équation est sans ambiguité dans le vide, mais en présence de diélectriques, c’est la charge
libre qu’il faut lire dans cete équation. En invoquant 'équation div D = pjjpe On peut réécerire cette

:;//Vdivﬁdvz;///div(vﬁ)dv;//ﬁﬁivcﬂ?,

ol nous avons effectué une intégration par parties tridimensionnelle en utilisant 'identité mathématique
(démontrée dans 'eq.(11.19) de ’annexe des mathématiques de chapitre :

div (fX) — A . gradf + fdivA . (5.36)
En invoquant le théoréeme d’Ostrogradsky (eq{l1.15)), et E = —gragv on obtient

:éﬂsvﬁ-ﬁd8+;//3~fd%

ou il faut se rappeler que la surface d’intégration .S dans cette équation est rejeté a 'infini afin d’entourer

équation comme :

tout ’espace. De ce fait, I'intégrale surfacique est nul puisque a des grandes distances, V' décroit comme
1/r et D décroit comme 1/r2, tandis que la surface S augmente seulement comme 2. Nous avons enfin
une expression de I’énergie électrostatique d’une distribution de charges exprimée entiérement en termes

_ % // D.-Eav. (5.37)

Pour des charges dans le vide, B = eoﬁ (puisque ? y est nul), on peut interpréter la quantité

partie de ’énergie est contenue dans les degrés de libertés du diélectrique, et méme is on peut toujours
— €0Er F2
=72

du champ

, comme une densité volumique d’énergie électrique. En présence de diélectriques par contre, une

dans une certaine mesure interpréter % comme une densité d’énergie locale, il devient
difficile & distinguer la partie de I’énergie stockée dans le champ électrique de celle qui est stockée dans

le matériel sans savoir les détails sur les propriétés microscopiques du diélectrique.
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5.3.4 Energie électrostatique de conducteurs en équilibre

Soit un conducteur isolé, de charge @ distribuée sur sa surface S. L’énergie potentielle électrosta-
tique de ce conducteur est alors,

1 1% QV
== P)=+ [dg=%",
& 2/qu() 2/dq 5

puisqu’il est équipotentiel, c’est-a-dire :

£ =Lqv= %CVQ =

1 1e?
2

2C
Ceci est I’énergie nécessaire pour amener un conducteur de capacité C au potentiel V. Puisque cette
énergie est toujours positive cela signifie que, quel que soit V' (et donc sa charge @), cela cotite toujours
de I’énergie.

Soit un ensemble de N conducteurs chargés placés dans un volume V. A D’équilibre, ils ont une
charge ); et un potentiel V; . En dehors du volume occupé par chaque conducteur, il n’y a pas de
charge donc dq = 0. L’énergie électrostatique de cette distribution de charges est alors simplement,

N N
1 1 1
ge:/quP: /V;O'@PdSZ: %/ UZ'PCZSI'
5 J dav (P) 2}@) | Vi (P) 2}@) [ o:(P)

c’est-a-dire :

Ee = 1ZQM- . (5.38)

5.3.5 Energie électrostatique d’une distribution continue de charges

Pour une distribution continue de charges, la généralisation de la formule précédente est immé-
diate. Soit dg = pdV la charge située autour d'un point P quelconque de la distribution. L’énergie
électrostatique de cette distribution s’écrit

Se:;///p(P)V(P)de:;///deV

ol nous avons de nouveau supprimé la dépendance explicite en P dans la deuxiéme égalité.

(5.39)

Remarque : Nous n’avons pas spécifié une limite & l'intégration puisque p = 0 en dehors de la
distribution des charges. Donc en principe, 'intégrale est effectué sur tout ’espace, mais en pratique
on n’effectue l'intégrale que sur les régions contenant des distributions de charges non-nulles.
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Il est important de remarquer qu’en passant a une distribution continu dans 1’éq.([5.39)), le potentiel

1 p(P)dvp 1 pdV
V(P)_zmo /// PP 4rwe // PP’

est maintenant le potentiel créé par toute la distribution de charge. En effet, pour un volume

4 un point P,

infinitésimal dV de taille caractéristique a, ¢’est-a-dire, dV o a?, le potentiel au centre de ce volume
créé par charges a U'intérieur de dV est forcement proportionnel & a~!. De ce fait, la région autour du
point P fera une contribution pdV /PP’ « p(P)a? a l'intégrale et celle-ci sera nulle dans le passage &
la limite infinitésimale de a — 0.

De la méme maniére, on obtient un résultat analogue pour une distribution surfacique :

& = % / / oVdsS, (5.40)
S

ou S est la surface contenant la charge. Par contre, on ne peut pas généraliser ces arguments aux fils

infiniment minces en interaction. Pour de tels cas, on est obligé de procéder comme nous avons fait
pour des charges ponctuelles et exclure le potentiel créé par le fil lui-méme ou d’abandonner le concept
d’un fil infiniment mince et revenir & une distribution de charges surfacique ou volumique.

Un effet subtil mais important est que le & obtenu par les éqs. ou seront non-négatives,
c-a-d. & > 0. Ceci vient du passage de charges ponctuelles & la distribution continue de charge qui a
eu un effet subtil mais important. Pour une distribution volumique (ou surfacique) de charge, il n’est
pas nécessaire d’exclure explicitement la charge située en P puisque dq(P) tend vers zéro avec 1’élément
infinitésimal (contribution nulle a I'intégrale, absence de divergence). Du coup, les expressions intégrales
de & des équations, et tiennent compte du travail nécessaire d’établir une distribution
de charge alors que les expressions de et ne tiennent pas compte de ’énergie nécessaire
d’établir les charges ponctuelles que nous avons pris comme existant ex nihilo (car 1’énergie d’une
distribution de charge vraiment « ponctuelle » tendrait vers infini quand sa taille tend vers zéro).

5.3.6 Quelques exemples

— Exemple 1 : Le condensateur
Soit un condensateur constitué de deux armatures. L’énergie électrostatique de ce systéme de
deux conducteurs est

Ee = % (Q1V1 + Q2Va) = %Ql (Vi —VW) = %QU ;

c’est-a-dire
1Q?

I N e
£ = 5QU = 50U = -

(5.41)

Energie emmagasinée par un condensateur plan - On se rappelle du chapitre 4/ qu’un condensateur
plan est constitué de deux armatures de surfaces, S, en influence quasi-totale et séparées d’une distance
d < S (remplit eventuellement par un diélectrique). Nous avons vu également que la capacité de ce
condensateur est C' = S 87«% /d, et donc I’énergie stockée dans le condensateur est donnée par ’éq.(5.41)).

On se rappelle que E et D sont paralléles entres les armatures et nul ailleurs. Entre les armatures on

a ‘ =0/ (er€0) et ‘ = o et on peut ainsi vérifier que le résultat de 1’éq.(5.41)) est consistant avec
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Pexpression de I’éq.(5.37)) pour de 1’énergie stockée dans le champ électrique :

1 Sd (o) 1 Q\°
£o = 2// D-Edv=""c <Er€0> = 5o oS <S)
1%

_ 1 QZ _ 1@2
_5755560 _56

— Exemple 2 : Le dipole
Soit un dipéle électrostatique placé dans un champ électrostatique ﬁext. On s’intéresse au
potentiel d’interaction électrostatique entre ce dipole et le champ et non pas a celle qui existe
entre la charge +q et —g du dip6le lui-méme. On considére donc le dip6le comme un systéme
de deux charges, —q placée en un point B et +¢q en A, n’interagissant pas entre elles. L’énergie
électrostatique de ce systéme de charges est simplement

A A
-
ge,ext = q‘/;sxt (A) - q‘/ext (B) = Q/ av = _Q/ Eext ~dr ~ _qﬁext ' Bj ;
B B

ce qui donne

Se,ext = _? : Eext ’ (542)

ol ? = qBj est le moment dipolaire électrique.

Remarque : L’énergie électrostatique entre la charge +q et —¢ du dipole lui-méme est & jn =
—ﬁ =7 - Ep (A) on ﬁint (A) est le champ créé par la charge —g en A. Si le champ
extérieur Eext est bien supérieur a Eim (A) cela signifie que le dipole est profondément modifié
(voire brisé) par le champ : I'énergie d’interaction est supérieure a I’énergie interne de liaison.
Cependant, la distance AB étant en général trés petite, cela ne se produit pas et le dipole se
comporte comme un systéme lié, sans modification de son énergie interne (ceci n’est pas tout
a fait exact : un champ extérieur peut faire osciller les deux charges autour de leur position
d’équilibre, induisant ainsi une variation de leur énergie de liaison).

— Exemple 3 : Un conducteur chargé placé dans un champ extérieur

Soit un conducteur portant une charge @) et mis au potentiel V en ’absence de champ extérieur.
Il possede donc une énergie électrostatique interne & jny = % correspondant & ’énergie qu'il a
fallu fournir pour déposer les () charges au potentiel V sur le conducteur. Si maintenant il existe
un champ extérieur E oy, alors le conducteur prend un nouveau potentiel V' et son énergie peut
s’écrire &g jng = QTV, Comment calculer V' ?

La méthode directe consiste & prendre en compte la polarisation du conducteur sous l'effet du
champ extérieur et calculer ainsi la nouvelle distribution surfacique o (avec Q = [[odS).

S

Une autre méthode consiste & considérer la conservation de I’énergie : en placant le conducteur
dans un champ extérieur, on lui fournit une énergie potentielle d’interaction électrostatique qui
s’ajoute & son énergie électrostatique « interne ». Supposons (pour simplifier) que le champ
extérieur E oy est constant & I’échelle du conducteur. Alors ce dernier se comporte comme une
charge ponctuelle placée dans un champ et posséde donc une énergie potentielle d’interaction
électrostatique & ext = QVext. L'énergie électrostatique totale sera alors

Vv %4
ge—QVext"i_Qg _Q?)
c’est-a-dire V' =V 4+ 2V
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5.4

5.4.1
a)

Actions électrostatiques sur des conducteurs

Notions de mécanique du solide

Calcul direct des actions (force et moment d’une force)

Un conducteur étant un solide, il faut faire appel & la mécanique du solide. Tout d’abord, on
choisit un point de référence O, des axes et un systéme de coordonnées respectant le plus possible
la symétrie du solide. La force et le moment de cette force par rapport au point O sont alors

]

Fo [[fot [[[oBrsT

ou d3? est la force s’exercant sur un élément infinitésimal centré autour d’un point P quelconque
du solide et ou l'intégrale porte sur tous les points du solide. Le formalisme de la mécanique
du solide considére ensuite que la force totale ou résultante ? s’applique au barycentre G du
solide.

Liens entre travail d’une action (force ou moment) et I'action elle-méme.

Lors d’une translation pure du solide, conidéré comme indéformable, tout point P du solide
subit une translation d’une quantité fixe : dr = v’ — 7 = 7. La force totale responsable de ce
déplacement doit fournir un travail

dW:///d3?.d7: ///d?*? P=F.7

solide solide
3
= Z Fidz; ,
=1

ou ? est la résultante de la force s’exercant sur le solide et les x; les coordonnées du centre de
masse du solide.

Dans le cas de rotations pures, on ne s’intéresse qu’au moment des forces responsables de
ces rotations. Celles-ci sont décrites par trois angles infinitésimaux da autour de trois axes A;.
passant par le centre d’inertie G' du solide et engendrés par les vecteurs unitaires €;. I expression
générale du moment d’une force (ou couple) par rapport & G est alors

3
To=Y e
=1

Lors de rotations du solide, le vecteur repérant la position d’un de ses points P quelconque varie
suivant la régle

d(O—P>> :idaigi/\O—ﬁ.

Le travail fourni par le moment de la force est

av — [[[ % a0 [[[#F (Y e n0P)

solide solide
3 3 3
:Zdaié}- /// 6}_>)/\d3ﬁ :Zdaié}-?:ZdaiFi .
=1 solide =1 =1

72



Electromagnétisme 5.4. ACTIONS ELECTROSTATIQUES SUR DES CONDUCTEURS

5.4.2

A
te

Dans le cas général d’une translation accompagnée de rotations, chaque effet produit une contri-

bution au travail fourni lors de 'interaction.
Calcul des actions a partir de l'énergie potentielle (méthode des travaux virtuels)
Si l'on a cherché le lien entre travail de 'action et les composantes de celle-ci, c’est qu’il est
possible de calculer ces derniéres en appliquant le principe de conservation de I’énergie. En effet
une force produit un mouvement de translation de I’ensemble du solide tandis que le moment
de la force produit un mouvement de rotation. Ces deux actions correspondent & un travail,
donc & une modification de I’énergie d’interaction.
L’énergie totale ot d’un solide en électrostatique s’écrit Eor = & + & ou &, est son énergie
cinétique et & son énergie électrostatique (aussi appelée : potentielle d’interaction). Si le solide
est 1so0lé, son énergie totale reste constante, c’est-a-dire d€ot = 0, et ’on obtient ainsi le théoréme
de ’énergie cinétique

dé, = dW = —dé&, (5.43)

ol nous avons vu que au dessus que dW = Z?Zl Fidx;. Si I'on a par ailleurs 'expression de
Pénergie électrostatique &, alors on peut directement exprimer la force ou son moment (exprimés
dans dW) en fonction de d&.
Si, lors de I’évolution du solide, celui-ci n’est pas isolé et recoit ou perd de I’énergie, on a
d&iot # 0, C’est-a-dire :

d&. = dW = d&or — dE, . (5.44)
On voit donc que dans ce cas, le lien entre la force (ou son moment) et 1’énergie potentielle n’est
plus directe. Si 'on veut faire un tel lien, il faudra alors retrancher au travail la partie due & cet

apport (ou perte) d’énergie mécanique. Il faudra alors considérer chaque cas particulier. Nous
allons illustrer cette approche dans la section (5.4.3) ci-dessous.

Calcul direct des actions électrostatiques sur un conducteur chargé

Considérons maintenant le cas d’un conducteur chargé placé dans un champ électrostatique ﬁext.

Celui-ci produit une force de Coulomb sur chaque charge électrique distribuée sur la surface S du

conducteur. Nous permettons que les conducteurs baignent éventuellement dans un milieu diélectrgiue

(liquide de préférence) caractérisé par €,. D’aprés ce que nous avons vu précédemment, la force totale

s’écrit

F- /S/Cp? _ é/aﬁextdé' - é/PﬁdS - 4/2;260%5, (5.45)
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ott P = 02/ (2¢,¢0) est la pression électrostatique dans un milieu diéletrique. Le moment de la force

?0_// NEEF = // A BoqodS

//@Anpds //(ﬁmn 5o S (5.46)

électrostatique s’écrit :

Mais ces expressions ne sont utilisables que si ’on peut calculer la densité surfacique o. Lorsque ce
n’est pas le cas, il faut utiliser la méthode ci-dessous.

5.4.3 Calcul des actions a partir de ’énergie électrostatique
(Méthode des travaux virtuels)

Soit un systéme de deux conducteurs chargés (A1) et (A2). Pour connaitre la force ?1_>2 exercée par
(A1) sur (A2), on imagine une petite modification des parameétres de A2 (position et/ou orientation)
et on examine le changement apporté & ’énergie électrostatique. Ceci nous permettra d’en déduire
les forces (moments) associées avec ces modifications. Cette méthode s’appelle méthode des travaux
virtuels. Un conducteur en équilibre électrostatique étant caractérisé par un potentiel V' et une charge
Q, il v a deux cas extrémes qu’il faut considérer séparément.

a) Systéme isolé : charges constantes

A 4 X
T >

Fip ext

On se place & I'équilibre mécanique, ou les forces externes empéchent des déplacements des
armatures (Al) et (A2) (c.-a-d. Fexy = —F'). Imaginons maintenant un qu’on laisse le systéme
faire un déplacement élémentaire autour de cette position. Nous somme dans le cas d’un systéme
isolé ot d&ot = 0 ce qui implique par conservation d’énergie que dW = —d&, (voir eq.).
L’énergie de ce travail, dW est donc fournit par energie électrostatique de (A2) et nous pouvons
écrire : ,

AW =" Fde; = F - dr = —dé

=1

Or, 'énergie électrostatique est une fonction de la position de (A2), donc d€, = Z?Zl <gi‘? > o dx;.

Autrement dit, dans le cas d’un déplacement d’un conducteur isolé on doit avoir & tout moment :

3 3 &
AW =) Fdz; = —dée == <ax€> da;
t/Q

i=1 =1

c’est-a-dire une force électrostatique,

F=— <age> , (5.47)

exercée par (Al) sur (A2). Notez que les variables z; décrivent la distance entre (Al) et (A2).
Cette force peut aussi s’interpréter comme une force interne exercée par un conducteur sur une
partie de lui-méme. Ainsi, cette expression est également valable dans le cas d’un conducteur
qui serait soumis & une déformation : ce serait la force exercée par le conducteur sur une partie
de lui-méme lors d’une modification de son énergie d’interaction électrostatique, &..
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Dans le cas de rotations pures, ’énergie dépend des différents angles et I’on va plutét écrire
pour un conducteur isolé (Q constant)

3 3 &
dW = Tidoy = —dE. = = <8a5> da; ,
i/Q

i=1 =1

c’est-a-dire un moment des forces électrostatiques ? = Z?:l I';e; dont les composantes véri-

fient : oe
I;=-— <a ) . (5.48)

L’utilisation des expressions eq.(p.47)) et (5.48)) nécessite de calculer I'énergie électrostatique &,
et sa dépendance en fonction de la position du (ou des) conducteur(s).

La présence du signe moins indique que les actions électrostatiques (forces et moments) tendent
toujours & ramener le conducteur vers une position d’énergie minimale.
Systéme relié ¢ un générateur : potentiels constants

A, 4,

" 4?{2'))_;6

1/2 ext
[,
| 1

A proximité de I’équilibre mécanique ( Fext = —?) on effectue un petit déplacement autour de

cette position. Les forces internes effectuent toujours un travail dW = F' - dr, mais il existe une
deuxiéme source d’énergie, le générateur. Lors du déplacement, celui-ci maintient les potentiels
V1 et V5 constants. Cela ne peut se faire qu’en modifiant la charge @)1 et Q2 de chaque conduc-
teur. Ainsi, le générateur fournit un travail permettant d’amener des charges d@; au potentiel
V1 et d@2 au potentiel Vo, c’est-a-dire une énergie fournie d€gen = V1dQ1 + VodQo.

Nous sommes donc dans le cas traité en eq. ou le changement & d’énergie totale, d&ot
est celui fournie par le générateur (c.-a-d. d€ot = d€gen)- La conservation d’énergie s'écrit
maintenant :

dW = dgGen - dge
Foa .
Hdr = VidQy + VadQz — 5 (VidQu + V2dQo)

1

3 3
o0&,
; Fidr; = 3 (VidQy + VadQa) = de, = ; ( = ) o

ol nous avons utilisé le fait qu’a potentiel constant, la variation d’énergie électrostatique s’écrit :
dé. = % (V1dQ1 + V2dQ2). Autrement dit, dans le cas d'un déplacement d’un conducteur relié
a un générateur (V' maintenu constant), la force électrostatique vaut :

F,=+ (856) : (5.49)
8%2' \74

Dans le cas de rotations pures, ’énergie dépend des différents angles et ’on obtient un moment

0&,
I = . .
+ (8%)‘/ (5.50)
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Les expressions obtenues dans les deux cas considérés sont générales et indépendantes du dépla-
cement élémentaire. En fait celui-ci ne constitue qu’un artifice de calcul, connu sous le nom de
méthode des travaux virtuels. Notez qu'une telle méthode s’appuie sur le principe de conserva-
tion de I’énergie et donc, nécessite l'identification de ’ensemble des sources d’énergie présentes.

5.4.4 Exemple du condensateur

. , . , . 2 N .
L’énergie électrostatique du condensateur s’écrit & = %QU = %CU2 = %% D’apreés la section
précédente, lorsque le condensateur est isolé, la force électrostatique entre les deux armatures s’écrit :

p__ (06 _ @ (9C\ _U’(oC
L 0xi )y 2C°\0x;) 2 \Oz:)

Par contre, lorsque le condensateur est relié & un générateur, on a

Fo_y (08 _U(ocC
v 8902 U_ 2 8951 '

Ainsi, on vient de démontrer que, dans tous les cas, la force électrostatique existant entre les deux

armatures d’'un condensateur s’écrit :
U2

On obtient de méme que le moment par rapport a 'axe A; de la force électrostatique s’écrit dans tous

Uz [ oC
=3 (8%) . (5.52)

les cas :

Remarques :

1. On aurait pu s’attendre que les forces et moments soient les mémes dans les deux formulations
parce que peu importe qu’on soit en train de garder () ou U contant lors d’un déplacement, les
charges et champs sont les mémes dans les deux cas & un instant donné.

2. Les actions électrostatiques tendent toujours & augmenter la capacité C' d’un condensateur.

3. La force obtenue par la méthode des travaux virtuels est la méme que celle donné par 'expression
F- [[d*F = [[PndS, ce qui signifie que la distribution de charges o doit s’arranger de telle
sorte que ce soit effectivement le cas.

Exemple : le condensateur plan
Soit un condensateur plan de capacité C (z) = e,€05/z, ou S est la surface d’influence mutuelle
commune aux deux armatures et z = 29 — 21 la distance entre celles-ci.

ZA
S
Z>
Z=2y-21 )
Z] y’
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La force exercée par I’armature 1 sur 'armature 2 est :

U2
?1—>2 = Tgrang = —?2—&

? _U?oC U? £.68
1—2 —

=z = -—z—
2 822 2 (22—2;1)2
B U0 U s
2=l 2 9z 72 (22 —21)2

Notez que la bonne utilisation de la formule générale (portant sur le gradient de C) nécessite la
compréhension de sa démonstration (ce que signifie les variables ;).

5.4.5 Exemple du dipdle

Soit un dipo6le électrostatique de moment dipolaire ? placé dans un champ extérieur Eext. On
cherche dans un premier temps & calculer la force électrostatique exercée par ce champ sur le dipole.
Celui-ci restant & charge constante, on va donc utiliser I’expression obtenue pour un systéme isolé. En

se rappelant que 'energie potentielle d’interaction électrique est & = —F . ﬁext, nous avons :

(956 0 (? : Eex‘c)
F’L = — _— =,
8@- Q 8:1;1
c’est-a-dire une expression vectorielle

F=grad (7 Feu) - (5.53)

Sous leffet de cette force, un dipole aura tendance & se déplacer vers les régions ot le champ électro-
statique est le plus fort.
Le moment de la force électrostatique est donné par

85@ 0 (? : Eext)

6% Q (9051'
avec ? = >, I';e;. On peut cependant clarifier considérablement cette expression. Il suffit en effet de
remarquer que lors d’une rotation pure, le vecteur moment dipolaire varie comme

3 3
B =Y do@n B =3 P o,
i=1 i=1 v

puisqu’il dépend a priori de la position du point considéré, donc des angles a;. En supposant alors que
le champ FE oy est constant & 1’échelle du dipole, on obtient,

(7 Eou
BB 08 ) Bama (5B

L;

c’est-a-dire ’expression vectorielle suivante :
T =B ABo:. (5.54)

Le moment des forces électrostatiques a donc tendance & aligner le dipdle dans la direction du champ
extérieur.

7



Chapitre 6

Courant et champ magnétique

6.1 Courant et résistance électriques

6.1.1 Le courant électrique

Nous avons vu qu’il était possible d’électriser un matériau conducteur, par exemple par frottements.
Si I'on met ensuite ce conducteur en contact avec un autre, le deuxiéme devient & son tour électrisé,
c’est-a-dire qu’il a acquis une certaine charge Q. Cela signifie que lors du contact des charges se sont
déplacées de I'un vers 'autre. On définit alors le courant par,

dQ

I =
dt |’

(6.1)

ou les unités sont les Ampéres (symbole A). Dans le systéme international, ’Ampére est 'une des 4
unités fondamentales (avec le métre, le kilogramme et la seconde), de telle sorte que

’ 1C =1As (Ampére seconde) ‘ . (6.2)

La définition de l’éq. de I ne nous renseigne pas sur son signe, il faut choisir une convention.
Par exemple, soit @ > 0 la charge du conducteur initialement chargé (A;). On a affaire ici a une
décharge de (A;) vers (Az). Sil'on désire compter positivement le courant de (A;) vers (Asg), alors il
faut mettre un signe moins & lexpression de l’éq..

La densité de courant électrique

La raison physique du courant est un déplacement de charges, c’est-a-dire I'existence d’une vitesse
organisée (par opposition a la vitesse d’agitation thermique) de celles-ci. Considérons donc un fil
conducteur de section S, dans lequel se trouvent n, porteurs de charge g, par unité de volume, animés
d’une v1tesse 7 dans le référentiel du laboratoire. Pendant un instant dt, ces charges parcourent une
distance dﬁ = 7 dt. Soit dS7Ti un élément infinitésimal de surface mesuré sur la section du fil, orienté
dans une direction arbitraire. La quantité de charge électrique, dQ, qui traverse cette surface pendant
dt est celle contenue dans le volume élémentaire dV = dSd/l associé :

dQ = ngpdV = ng, ¥ pdt - dSH = dt § -dS ,

ol on a définie une densité de courant, 3 , qui décrit es caractéristiques locales du transport de charge
par les porteurs de courant :

-
J = anIp?p = ppﬁp ) (6'3)
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exprimée en Ampéres par métre carré (A m~2 ). La charge totale dQ traversant une section du fil est
Iintégrale des charges dQ sur la section du fil. Finalement donc, le courant I circulant dans le fil est

dQ 1 1 =

relié & la densité par

section section
c’est-a-dire :
1://7-d§. (6.4)
section

On dit que le courant dans un circuit est le flux & travers la section du fil de la densité de courant. Le
sens du courant (grandeur algébrique) est alors donné par le sens du vecteur densité de courant.

Un conducteur est un cristal (ex, cuivre) dans lequel se déplacent des particules chargées (ex,
électrons). Suivant le matériau, les porteurs de charges responsables du courant peuvent étre différents.
Dans un métal, ce sont des électrons, dits de conduction (la nature et le signe des porteurs de charge
peuvent étre déterminés grace & leffet Hall —voir chapitre @ Dans un gaz constitué de particules
ionisées, un plasma, ou bien dans un électrolyte, il peut y avoir plusieurs espéces chargées en présence.
En toute généralité, on doit donc définir la densité locale de courant de la forme

-
J = Zna(Iaﬁa
o

(6.5)

ou l'on fait une sommation sur toutes les espéces (électrons et ions) en présence. Dans le cas particulier
d’un cristal composé d’ions immobiles (dans le référentiel du laboratoire) et d’électrons en mouvement,
on a

7 = —need. (6.6)

ot e~ 1,6 x 10719C est la charge élémentaire et n. la densité locale d’électrons libres. La densité de
courant (donc le sens attribué a I) est ainsi dans le sens contraire du déplacement réel
des électrons.

Loi d’0Ohm microscopique (ou locale)

Dans la plupart des conducteurs, on observe une proportionnalité entre la densité de courant et le
champ électrostatique local,

i =1E|. (6.7

ou le coefficient de proportionnalité v (souvent dénoté par o) est appelé la conductivité du milieu
(unités : voir plus bas). On définit également n = 1/, la résistivité du milieu. La conductivité est une
grandeur locale positive, dépendant uniquement des propriétés du matériau. Ainsi, le cuivre posséde
une conductivité yoy = 58 x 10°S/m, tandis que celle du verre (isolant) vaut Yyerre = 10711S/m.

Une telle loi implique que les lignes de champ quasi-électrostatique sont également des lignes de
courant, indiquant donc le chemin pris par les charges électriques. Par ailleurs, comme v est positif,
cela implique que le courant s’écoule dans la direction des potentiels décroissants.
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Dot peut provenir cette loi 7 Prenons le cas simple d’une charge électrique g, soumise a la force de
Coulomb mais aussi & des collisions (modéle de Drude). Ces collisions peuvent se décrire comme une
force de frottement proportionnelle & la vitesse (moyenne) 71) de la charge. La relation fondamentale

dd,
dt

ou my, est la masse des porteurs. Cette équation montre qu’en régime permanent (stationnaire, mais

de la dynamique s’écrit :
— g E — kT, (6.8)

mp

non statique), la charge g, atteint une vitesse limite 71 = pFE ou p = qp/k est appelé la mobilité des
charges. Ce régime est atteint en un temps caractéristique 7 >~ my/k, i;)pelé temps de relaxation.

Insérant ces valeurs dans ’expression de la densité de courrant 3 = npqpﬁl, on obtient la loi
d’Ohm avec : ) ) )
- n n n
J = Z;gqp’ﬁ =+E = Y= L;fqp > k=2 (6.9)
Y

Cette expression microscopique pour v nous permet d’en déduire le temps de temps de relaxation des

porteurs de courant :
m m
r="p_TTr (6.10)
k npdp

Ainsi, la loi d’Ohm microscopique (ou locale) s’explique bien par ce modéle simple de collisions des
porteurs de charge. Mais collisions avec quoi ? On a longtemps cru que c’étaient des collisions avec les
ions du réseau cristallin du conducteur, mais il s’avére qu’il s’agit en fait de collisions avec les impuretés
contenues dans celui-ci.

Prenons le cas du cuivre, métal conducteur au sein duquel existe une densité numérique d’électrons
de conduction de lordre de n, ~ 8 x 10%2®m 3. Le temps de relaxation est alors de 7 = % ~
210~ 5. C’est le temps typique entre deux collisions. Quelle est la distance maximale parcourue par
les électrons pendant ce temps (libre parcours moyen)? Elle dépend de leur vitesse réelle : celle-ci
est la somme de la vitesse moyenne Y. (le courant) et de la vitesse d’agitation thermique de norme
vgh = VET/me =~ 105m/s a température ambiante, mais dont la valeur moyenne (vectorielle) est
nulle. La vitesse du au courant est la plupart du temps, complétement négilgeable par rapport & cette
trés grande vitesse thérmique (par exemple, un fil de Cuivre d’une section de Imm? parcouru par
un courant de 1 A, posséde une densité de courant de jo = 105 Am~2 et une vitesse moyenne de

Ve = j/nee >~ 0,07mm/s). Le libre parcours moyen d’un électron serait alors de :

| = ven7 ~ 2107 %m = 20A |
ce qui est un ordre de grandeur supérieur a la distance inter-atomique (de l'ordre de I’Angstrom). Ce
ne sont donc pas les collisions avec les ions du réseau du cuivre qui sont la cause de la loi d’Ohm.

Résistance d’un conducteur : loi d’0Ohm macroscopique

Considérons maintenant une portion AB d’un conducteur parcouru par un courant I. S’il _e>xiste
un courant, cela signifie qu’il y a une chute de potentiel entre A et B, U =V, — Vg = ff E -df. On
définit alors la résistance de cette portion par

[V E -
= W , (6.11)

S

R=

~l

ot 'unité est ’Ohm (symbole ). Dans le cas simple d’un conducteur filiforme de section S o1, sur une
longueur L, le champ électrostatique est uniforme, on obtient le lien entre la résistance d’'un conducteur
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(propriété macroscopique) et sa résistivité, n (propriété microscopique) :

L L
_L_ L 12

qui montre que les unités de la résistivité sont le Qm (Ohm métre).
Associations de résistances

(a) Résistances en série Soient NNV résistances R; mises bout a bout dans un circuit et parcourues
par un courant /. La tension aux bornes de la chaine est simplement :

c’est-a-dire analogue a celle obtenue par une résistance unique dont la valeur est :

N
Req = Z R;|. (613)
=1

I

Vi
R; Ry R
" % T AWAAIW= ——WW—
v Ly Vi Va Vy
I

Résistances en paralléle Résistances en série

(b) Reésistances en paralléle Soient N résistances R; mises en paralléle sous une tension U =
V1 — Vo et alimentées par un courant I. Le courant se sépare alors en n courants :

dans chacune des NV branches. En vertu de la conservation du courant (voir ci-dessous), on a :

N N U, U
PSRy s v

c’est-a-dire que l'ensemble des N branches est analogue & une résistance équivalente en série :

1 1
= — . 6.14
Req ( )

i

i=1

6.2 Le champ magnétique

6.2.1 Bref apercu historique

Les aimants sont connus depuis I’Antiquité, sous le nom de magnétite, pierre trouvée & proximité de
la ville de Magnésie (Turquie). C’est de cette pierre que provient le nom actuel de champ magnétique.

Les chinois furent les premiers & utiliser les propriétés des aimants, il y a plus de 1000 ans, pour
faire des boussoles. Elles étaient constituées d’une aiguille de magnétite posée sur de la paille flottant
sur de ’eau contenue dans un récipient gradué.

Au XVIIIéme siécle, Franklin découvre la nature électrique de la foudre (1752). Or, il y avait déja
a cette époque de nombreux témoignages de marins attirant 'attention sur des faits étranges :
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— Les orages perturbent les boussoles

— La foudre frappant un navire aimante tous les objets métalliques.

Franklin en déduisit « la possibilité d’une communauté de nature entre les phénomeénes

électriques et magnétiques » .

Coulomb (1785) montre la décroissance en 1/r2 des deux forces.

Mais il faut attendre la fin du XIXéme siécle pour qu’une théorie compléte apparaisse, la théorie
de I’électromagnétisme. Tout commenca avec 'expérience d’Oersted en 1820. Il plaga un fil conducteur
au dessus d’une boussole et y fit passer un courant. En présence d’un courant l'aiguille de la boussole
est effectivement déviée, prouvant sans ambiguité un lien entre le courant électrique et le champ
magnétique. Par ailleurs, il observa :

— Si on inverse le sens du courant, la déviation change de sens.

— La force qui dévie ’aiguille est non radiale

L’étude quantitative des interactions entre aimants et courants fut faite par les physiciens Biot et
Savart (1820). Ils mesurérent la durée des oscillations d’une aiguille aimantée en fonction de sa distance
a un courant rectiligne. Ils trouvérent que la force agissant sur un pole est dirigée perpendiculairement
& la direction reliant ce pole au conducteur et qu’elle varie en raison inverse de la distance. De ces
expériences, Laplace déduisit ce qu’on appelle aujourd’hui la loi de Biot et Savart. Une question qui
s’est ensuite immédiatement posée fut : si un courant dévie un aimant, alors est-ce qu’un aimant peut
faire dévier un courant ? Ceci fut effectivement prouvé par Davy en 1821 dans une expérience ot il
montra qu'un arc électrique était dévié dans 'entrefer d'un gros aimant.

L’élaboration de la théorie électromagnétique mit en jeu un grand nombre de physiciens de renom :
Oersted, Ampére, Arago, Faraday, Foucault, Henry, Lenz, Maxwell, Weber, Helmholtz, Hertz, Lorentz
et bien d’autres. Si elle débuta en 1820 avec Oersted, elle ne fut mise en équations par Maxwell qu’en
1873 et ne trouva d’explication satisfaisante qu’en 1905, dans le cadre de la théorie de la relativité
d’Einstein.

Dans ce cours, nous traiterons dans les chapitres [6] & de la question suivante : comment pro-
duire un champ magnétique a partir de courants permanents? Dans le chapitre [I0] nous aborderons le
probléme inverse : comment produire de I’électricité a partir d’'un champ magnétique 7

6.2.2 Nature des effets magnétiques

Jusqu’a présent nous n’avons abordé que des particules chargées immobiles, ou encore des conduc-
teurs (ensembles de particules) en équilibre. Que se passe-t-il lorsqu’on considére enfin le mouvement
des particules ? Soient deux particules g1 et g9 situées a un instant ¢ aux points P, et P,. En ’absence
de mouvement, la particule ¢; créé au point P» un champ électrostatique E; (Py) et la particule go
subit une force dont ’expression est donnée par la loi de Coulomb :

Fl%? = %El (P) .
dB2 . AP

Qui dit force, dit modification de la quantité de mouvement de ¢ puisque ?1_& = S X AL

Autrement dit la force électrostatique due & g1 crée une modification A?Q pendant un temps At. Une
force correspond en fait & un transfert d’information (ici de g; vers ¢2) pendant un court laps de temps.
Or, rien ne peut se propager plus vite que la vitesse ¢ de la lumiére. Cette vitesse étant grande mais
finie, tout transfert d’information d’un point de ’espace & un autre prend nécessairement un temps
fini. Ce temps pris par la propagation de 'information introduit donc un retard, comme nous allons le
VOIr.

On peut considérer 'exemple ci-dessus comme se qui se passe effectivement dans le référentiel
propre de g1. Dans un référentiel fixe, ¢; est animée d’une vitesse 1. Quelle serait alors I'action de
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¢1 sur une particule go animée d’une vitesse Uo7 Soit dt le temps qu’il faut a l'information (le champ
électrostatique créé par ¢p) pour se propager de ¢ vers go. Pendant ce temps, ¢; parcourt une distance
v1dt et go parcourt la distance vodt. Autrement dit, lorsque ¢o ressent les effets électrostatiques dus a g1,
ceux-ci ne sont plus radiaux : le champ El (t — dt) « vu » par go est dirigé vers ’ancienne position de ¢;
et dépend de la distance cdt et non pas de la distance r. On voit ici qu’il faut corriger la loi de Coulomb
qui nous aurait donné le champ FE'; (¢) qui est faux (suppose propagation instantanée de I'information
i.e. une vitesse infinie). Les effets électriques ne peuvent se résumer au champ électrostatique.

Cependant, ’expérience montre que la prise en compte d’une correction tenant compte de la vitesse
finie du transport d’information ne suffirait pas a expliquer la trajectoire de g2 : une force supplémen-
taire apparait, plus importante d’ailleurs que celle associée avec la vitesse finie d’information! En
premiére approximation, la force totale exercée par ¢ sur ¢o s’écrit en fait :

" v
?1_>2 o~ q17q22 {’u,m + -2 VAN <1 A ’u,12>:| . (615)
dmegriy c c

Dans cette expression, on voit donc apparaitre un deuxiéme terme qui dépend des vitesses des deux
particules ainsi que la vitesse de propagation de la lumiére. Ce deuxiéme terme s’interpréte comme la
contribution d’un champ magnétique créé par q;. Autrement dit :

?1_>2 >~ q2 (E1(P2) + 72 A §1(P2)) , (6.16)

ol nous avons introduit un champ magnétique, 31, créé par la charge g1 otl :

. T
ﬁl(PQ) _ @ (V1 A i) _ @ Vi APP (6.17)
4dmeqpc? r2, 4megc? IITP; ‘ 3

(nous avons utilisé le fait que 13 = ‘ITP;) et U1g = ITP;/ ‘ITP;‘) L’unité SI du champ magnétique
est le Tesla. A partir de I’équation (6.16)) on en déduit qu’en unités fondamentales 1T correspond &
lkg.s~2. AL

L’inpsection des équations ) montre que la force magnétique a un rapport de (v/c)?
a la force de Coulomb (donc normalement trés faible). Les expressions et sont le fruit
de décennies de travail par nombreux physiciens de renom. Nous renoncons donc & un développement
« historique » du sujet et on va utiliser ces expressions, que ’'on admettra, afin de dériver les lois
fondamentales de la magnétostatique (obtenues historiquement & travers des expériences).

Nous reviendrons plus tard (chapitre @) sur les propriétés de la force magnétique exprimée dans
l’éq.. Cette expression n’est valable que pour des particules se déplacant & des vitesses beaucoup
plus petites que celle de la lumiére (approximation de la magnétostatique). Derniére remarque : la force
magnétique dépend de la vitesse de la particule, ce qui implique que le champ magnétique dépend du
choix du systéme référentiel (voir discussion chapitre @) !
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6.3 Expressions du champ magnétique

6.3.1 Champ magnétique créé par une charge en mouvement

D’apres 1'éq.(6.17) ci-dessus, le champ magnétique créé en un point M par une particule de charge
g située en un point P et animée d’une vitesse ¥ dans un référentiel galiléen est :

P N B(M)
q.\af
M

_ @q?/\ij
S Arx ‘m‘g ’

ou pig = 1/ (€oc?). L'unité du champ magnétique dans le systéme international est le Tesla (T) (1

B (M)

kg.s~2.A~1). Une autre unité appartenant au systéme CGS, le Gauss (G), est également trés souvent
utilisée :

1 Gauss = 10* Tesla‘ . (6.18)

Le facteur pg est la perméabilité du vide : il décrit la capacité du vide & « laisser passer » le champ
magnétique. Sa valeur dans le systéme d’unités international MKSA est :

o = 471077 H.m~! (H pour Henry) (6.19)

(1Henry =1 V.A s =1 NmA2=1m?kgs 2A72).
Remarques :

— La valeur de pp donné en 1'éq.(6.19) est exacte, directement liée & la définition de I’Ampere
(voir Chapitre @) Le facteur 47 a été introduit pour simplifier les équations de Maxwell.

— Nous avons vus que les phénomeénes électriques et magnétiques sont intimement reliés. Les
expériences de I’époque montrérent que la vitesse de propagation était toujours la méme, a savoir
¢, la vitesse de la lumiére. Cela signifiait qu’il y avait donc un lien secret entre le magnétisme,
Iélectricité et 1a lumiére, et plongeait les physiciens dans la plus grande perplexité. On remarque
que :

poeoc® =11, (6.20)

ce qui permet de définir la valeur de la permittivité du vide (caractéristique décrivant sa capacité
a affaiblir les forces électrostatiques) :

1 107 1079

N - =——Fm™  (F pour Farad) .
Auo  4m.9.1016 367 m (F pour Farad)

€0

Deuzx propriétés tmportantes du champ magnétique :

— De méme que pour le champ électrostatique, le principe de superposition s’applique au
champ magnétique. Si on considére deux particules 1 et 2 alors le champ magnétique créé en un
point M quelconque de 'espace sera la somme vectorielle des champs créés par chaque particule.

— Du fait du produit vectoriel, le champ magnétique est ce qu’on appelle un pseudo-vecteur (voir
plus bas).
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6.3.2 Champ magnétique créé par un ensemble de charges en mouvement

Considérons N particules de charges ¢; situés en des points P; et de vitesse ¥, . En vertu du principe
de superposition, le champ magnétique créé en un point M est la somme vectorielle des champs créés

i Am
Z%
P

Si le nombre de particules est trés grand dans un volume V donné et qu’on s’intéresse & des échelles spa-

par chaque particule et vaut

tiales bien plus grandes que la distance entre ces particules, il est avantageux d’utiliser une description
continue. Il faut donc définir des distributions continues comme nous ’avons fait en électrostatique.
Mais des distributions continues de quoi?

Le passage a la limite continue consiste & assimiler tout volume élémentaire dV, situé autour d’'un
point P’ quelconque de la distribution de charges en mouvement, & une charge dq animée d’une vitesse
moyenne V. Le champ magnétique résultant s’écrit alors

B (M) = “0/ dqfﬁj_\;? ,

ol l'intégrale porte sur le volume V total embrassé par ces charges. En toute généralité, considérons
a espeéces différents de particules (ex : électrons, ions) chacune animée d’une vitesse U, de charge
go et d’une densité numérique n. On peut alors écrire dq7 =>. naqaﬁad)}, ol la somme porte
sur le nombre d’espéces différentes et non sur le nombre de particules. On reconnait ainsi I’expression
générale du vecteur densité locale de courant 7 => . naqaﬁa.

L’expression du champ magnétique créé par une distribution volumique de charges quelconque est

/// ]W\ dV. (6.21)

Ce résultat est général et valable quelle que soit la forme du conducteur. On peut I'appliquer, par

donc :

exemple, & l'intérieur d’un métal de volume V quelconque.
Quelques ordres de grandeur :
— Champ magnétique interstellaire moyen : B ~ uG
— Champ magnétique terrestre : B = 0,4G, Bhorizontal ~ 0, 3G
— Un aimant courant B ~10 mT
— Champ magnétique dans une tache solaire B ~ kG ~ 0.1 Tesla
— Un électroaimant ordinaire B ~ Tesla
— Une bobine supraconductrice B =20 Tesla

— Champ magnétique d’une étoile & neutrons 10® Tesla

6.3.3 Champ créé par un circuit électrique (formule de Biot et Savart)

Dans le cas particulier d’un circuit filiforme fermé, parcouru par un courant permanent [, la formule
précédente va nous fournir la loi de Biot et Savart. Dans ce cas, le volume élémentaire s’écrit dV =dSdl
ol dS est un élément de surface transverse situé en P et df un élément de longueur du fil. Or, on
considére seulement les cas ou le point M est situé a une distance telle du fil qu’on peut considérer
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M
cﬁ(i\/l) ds

E
dop Section du fil

celui-ci comme trés mince. Plus précisément, le vecteur vitesse (ou densité de courant) a la méme
orientation sur toute la section du fil ( j parallele & d€ et a4 dS). Ainsi, on écrit,

N J| 7 (P)ds|denPM
f{ // ‘FI’D,;\/‘[I‘DMdS:Z(; Lecmn ’ml

c1rcu1t section circuit
ﬁ
7 (P -ﬁ] b PM BT
— @ Le!clifon ( ) ;uO 1d¢ N P
e

47 W 3
circuit ‘P ‘
ou l'on a utilis¢é P’M > PP’ (donc P'M ~ PM) P étant un point sur 1e_>ﬁl (centre de la section).
Par ailleurs, nous avons utilisé le fait %ue la normale & la section ainsi que df étaient orientés dans le
sens du courant (] dSdl = (j cﬁ) ae ).
Formule de Biot et Savart : en un point M quelconque de l'espace, le champ magnétique créé

cn"cult

par un circuit parcouru par un courant permanent I est :

B(M)iuol d_>£/\m
i

(6.22)

circuit

ol P est un point quelconque le long du circuit et c@ = ﬁ (O étant lorigine, quelconque, du
systéme).

La formule de Biot et Savart (1820) a été établie expérimentalement et fournit un lien explicite
entre le champ magnétique et le courant. Mais ce n’est que plus tard (1880+) que les physiciens ont
réalisé que le courant était dii au déplacement de particules dans un conducteur.

Reégles mnémotechniques :

Dans 'utilisation de la formule de Biot et Savart, il faut faire attention au fait que le champ
magnétique créé par un circuit est la somme vectorielle de tous les d? engendrées par un élément de
circuit, dont le sens est donné par celui du courant I,

4B () — ol A PM
4 ‘W‘

Or chaque d? est défini par un produit vectoriel. Il faut donc faire extrémement attention &
Iorientation des circuits. Voici quelques régles mnémotechniques :

— Reégle des trois doigts de la main droite

— Regle du bonhomme d’Ampére
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6.3.4 Propriétés de symétrie du champ magnétique

Ces propriétés sont fondamentales car elles permettent de simplifier considérablement le calcul du
champ magnétique. Du fait que le champ soit un effet créé par un courant, il contient des informations
sur les causes qui lui ont donné origine. Cette régle se traduit par la présence de certaines symétries
et invariances si les sources de courant en possédent également. Ainsi, si 'on connait les propriétés de
symétrie de la densité de courant, on pourra connaitre celles du champ magnétique.

Vecteurs et pseudo-vecteurs

Un vecteur polaire, ou vrai vecteur, est un vecteur dont la direction, le module et le sens sont
parfaitement déterminés. Exemples : vitesse d’une particule, champ électrostatique, densité de courant.
Un vecteur axial, ou pseudo-vecteur, est un vecteur dont le sens est défini & partir d’'une convention
d’orientation d’espace et dépend donc de cette convention. Exemples : le vecteur rotation instantanée,
le champ magnétique, la normale & une surface.

Cette différence provient du produit vectoriel : le sens du produit vectoriel dépend de la convention
d’orientation de l'espace. Le produit vectoriel de deux vrais vecteurs (respectivement pseudo-vecteurs)
est un pseudo-vecteur (resp. vrai vecteur), tandis que celui d’un vrai vecteur par un pseudo-vecteur
est un pseudo-vecteur.

FIGURE 6.1 — Transformation par rapport a un plan de symétrie

Orienter ’espace revient a associer & un axe orienté un sens de rotation dans un plan perpendiculaire
a cet axe. Le sens conventionnellement choisi est déterminé par la régle du tire-bouchon de Maxwell
ou la régle du bonhomme d’Ampére (pour le champ magnétique mais aussi pour le vecteur rotation
instantanée).

Transformations géométriques d’un vecteur ou d’un pseudo-vecteur

Vecteurs et pseudo-vecteurs se transforment de la méme maniére sous une rotation ou une trans-
lation. Il n’en est pas de méme dans la symétrie par rapport & un plan ou & un point. Dans ces
transformations

— un vecteur est transformé en son symétrique,

— un pseudo-vecteur est transformé en 'opposé du symétrique.

Soit A" (M) le vecteur obtenu par symétrie par rapport a un plan IT a partir de A (M). D’apres
la figure ci-dessus, on voit que

1.5i A (M) est un vrai vecteur
_>
— é; (M) = A (M) si A (M) est engendré par les mémes vecteurs de base que S';
— A (M) = A (M) si A (M) est perpendiculaire & S.
2. au contraire, si A (M) est un pseudo-vecteur
H
— A (M) = A (M) si A (M) est perpendiculaire a S.
— A (M) = A (M) si A (M) est engendré par les mémes vecteurs de base que S';.

1

87



Electromagnétisme CHAPITRE 6. COURANT ET CHAMP MAGNETIQUE

7z >
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Transformation d’un vecteur Transformation d’un pseudo-vecteur
par rapport a un plan de symétrie 11 par rapport a un plan de symétrie 11

Ces deux régles de transformation vont nous permettre de déterminer des regles de symétrie utiles.
Dans un espace homogéne et isotrope, si I'on fait subir une transformation géométrique & un
systéme physique (ex : ensemble de particules, distribution de charges et/ou de courants) susceptible
de créer certains effets (forces, champs), alors ces effets subissent les mémes transformations. Si un
systéme physique S posséde un certain degré de symétrie, on pourra alors déduire les effets créés par
ce systéme en un point a partir des effets en un autre point.
Régles de symétrie
— Invariance par translation : si S est invariant dans toute translation paralléle & un axe Oz,
les effets ne dépendent pas de z.
— Symeétrie axiale : si S est invariant dans toute rotation ¢ autour d’'un axe Oz, alors ses effets
exprimés en coordonnées cylindriques (p, ¢, z) ne dépendent pas de ¢.
— Symétrie cylindrique : si S est invariant par translation le long de 'axe Oz et rotation autour
de ce méme axe, alors ses effets exprimés en coordonnées cylindriques (p, ¢, z) ne dépendent
que de la distance a ’axe p.
— Symétrie sphérique : si S est invariant dans toute rotation autour d’un point fixe O, alors
ses effets exprimés en coordonnées sphériques (r, 0, ¢) ne dépendent que de la distance au centre
r.
— Plan de symétrie II : Si S admet un plan de symétrie II, alors en tout point de ce plan,
— un effet & caractére vectoriel est contenu dans le plan
— un effet a caractére pseudo-vectoriel lui est perpendiculaire.
— Plan d’antisymeétrie IT’ : si, par symétrie par rapport a un plan I, S est transformé en —S
alors en tout point de ce plan,
— un effet & caractére vectoriel est perpendiculaire au plan
— un effet & caractére pseudo-vectoriel est contenu dans ce plan.

FIGURE 6.2 — Ezemples de plans d’anti-symétrie

Voici (E)elques regles simples et trés utiles, directement issues de la liste ci-dessus :
— Si j est invariant par rotation autour d’un axe, § I’est aussi.
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- ~ ~ . ~
— Si g est poloidal (portégar p et/ou z ), alors B est toroidal (porté par ¢ ).
— Si 7 est toroidal, alors B est poloidal. R

— Si le systéme de courants posséde un plan de symétrie, alors 3 est contenu dans ce plan et donc

lui est perpendiculaire.

6.4 Calcul du champ dans quelques cas simples

6.4.1 Champ créé par un segment de fil rectiligne

On consideére le champ magnétique 5§ créé par un segment rectiligne Py P> parcouru par un courant
d’intensité I en un point M situé a une distance p du fil. On écrit § B parce que ce segment ne peut
étre qu’une partie d’un circuit complet, et il faut en général calculer le champ B produit par le circuit
en entier (par superposition).

z
A
Z, &
Py Oy,
a(- ......... :’.», M
(0] FETT S"@;\ .............. »
Rl
Tl :
Z _:“‘_"
S %

FICURE 6.3 — Segment rectiligne d’un circuit

A partir de la loi Biot-Savart on écrit :

ﬁ(M)ﬁI/jﬁAlng. (6.23)

Compte tenu de la symétrie, on utilise des coordonnées cylindriques avec 07’ =zzetona:
db—zd: PM=—22+pp.
Avec ces coordonnées on trouve :
dbNPM = d25 A (—22 4 pp) = d2p & . (6.24)
Il convient dans ce probléme de faire un changement de variables vers 'angle « <]T473, m) et on

peut ainsi écrire .
’O?”:z:ptana, PME’PM’: p )
CoSs «v

On trouve dz en prenant la différentielle de z = ptan« :

2

sin” o p
= = 1 = . 2
dz = pd(tana) = p < + o2 a> da o ada (6.25)
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Mettant les relations expressions de et (| - ) dans , on obtient :

22 —~ 22
ﬁ(p):ug[/ dE/\ij\—MOIqb/ dzp

dn” J,,  PM3  4r; . PM?
= I¢/ cos ada
4mp
Ho
= % I (sinag —sinay) . (6.26)
4dmp

On peut également exprimer le résultat en fonction de z en utilisant sin o = z/(22 + p?)1/2 (voir figure

53) :
SB(p) =216 G B ) (6.27)
= i <<z3+p2>”2 (23 +p2)"?

6.4.2 Champ créé par un fil infini

Dans 'approximation, ou le point M est suffisamment prés du fil pour utiliser 'approximation du
fil « infini » (p < 21 et p K z2), on peut ignorer les contributions des autres portions du circuit et on
prend la limite z; — —00 , 20 = 00 (1 — —3, az — ) en équations (6.27) ou (6.26) ce qui donne :

B(p) » 27Tp1¢ . (6.28)

On constate que dans la limite du fil infini, la nature toroidale du champ aurait pu étre déduite direc-
tement des symétries du probléeme. Nous verrons dans le chapitre [7| comment obtenir (6.28]) facilement
en utilisant le théoréme d’Ampére.

6.4.3 Spire circulaire (sur I’axe)

FIGURE 6.4 — Spire de rayon R parcourue par un courant

Considérons maintenant le cas d’une spire circulaire de centre O et de rayon R, parcourue par
un courant permanent I (voir la figure [6.4). La densité de courant étant toroidale et invariante par
rotation autour de ’axe z, c’est-a-dire :

7(,0,¢,Z):j(,0,2)q/')\

Le champ magnétique sera poloidal en conséquence (c.-a-d.) :
B (p,¢.2) = B, (0.2) p+ B. (p,2) 7 .

90



Electromagnétisme 6.4. CALCUL DU CHAMP DANS QUELQUES CAS SIMPLES

Comme le champ pour une spire de taille finie est assez complexe, on ne s’intéresse ici qu’au champ
magnétique sur 'axe Oz de la spire. Sur 'axe z, la composante radiale du champ doit s’annuler & cause
de la symétrie du systéme et nous n’avons qu’a calculer la composante selon 2z (la superposition des
composantes de selon p sera nulle - on peut aussi remarquer que tout plan qui contient 'axe Oz
est un plan d’antisymétrie du systéme et que le champ § est contraint & appartenir & chacun de ses
plans, donc il est pbilgé d’étre orienté selon z).

En projetant la loi d_e> Biot et SavAart de l’éq. sur ’axe Oz, on obtient la composante dB,
produit par un élément d€ = dOP = ¢dOP du circuit :

. ? . IdOPsina  puogl dOP sin® o ol sin® adg
: 8 P TVE it R ir R

ot nous avons utilisé : d¢ = dOP = Rd¢p, PM = R/sin«, et la figure pour évaluer d@ - Z.
En intégrant les composants, dB,, sur tout le circuit, on obtient :

PM[

Quand il faut exprimer 1'¢q.(6.29) en fonction de la position, z, on utilise le fait que sina = R/(2? +
R?)Y/2 dans ’éq.(6.29) pour écirire :

_>
B—E-'u—o[ dﬁ/\PiQ\_f B_&Isin
= 4 =

spire

2w

3o ol sin® a

4t R /d¢_2 R (6.29)
0

spire

pol . ol 1
BZ(Z) = ﬁ Sln3 o = ﬁﬁ . (630)
(1+ %)

6.4.4 Champ d’un solénoide fini (sur ’axe)

14

1 dz i 2

—
©0.00.0.00000000000000000000000000,

\ 4

FIGURE 6.5 — Modéle d’un Solénoide fini : Calcul de champ magnétique sur l’axe

Un solénoide est constitué d’un enroulement d’un fil conducteur autour d’un cylindre de longueur
£ et de rayon R. On suppose que ce fil est suffisamment mince pour pouvoir modéliser ce solénoide
comme une juxtaposition de N spires coaxiales, avec n = N// spires par unité de longueur. Chaque
spire est alors parcourue par un courant permanent /. Comme pour la spire simple vue plus haut, les
propriétés de symétrie du courant montrent que le champ magnétique du solénoide, qui est la somme
vectorielle du champ créé par chaque spire, est suivant z uniquement. Autour d'un point P situé en
2, sur une épaisseur dOP = dz2’, il y a ndz’ spires. Ces spires créent donc un champ en un point M

(OM = z) quelconque de 'axe,
I !/
dB, (z) = % sin® o |
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ou nous avons utilisé (6.29)) et Vangle « est reliée a z et 2’ par :

z—2

R

cota =

Si on prend la différentielle de cette expression, on obtient :

2
d2 = —Rd (COSO‘) —_R <—1 _ e O‘) do= T ga.

sin o sin? o sin?

Le champ magnétique total s’écrit donc,

2 a
I 2
BZ:/ dBZ:MO n/ sin o do
1 2 a

1

_ poln

(cosayg — cosaw) . (6.31)

6.4.5 Solénoide infini

Dans la limite du solénoide infini R < ¢, on a ay — 0 et ae — 7 et U'expression de 1'éq.([6.31]) pour
le champ sur 'axe devient

B - uoInz |, (6.32)

ot on se rappelle que n = N/{ correspond au nombre de spires par unité de longueur. Avec le théoréme
d’Ampére du chapitre[7], nous pourrons montrer que ceci est la valeur partout a I'intérieur du solénoide
(dans la limite de R < ¢) et que B = 0 a l'extérieur du solénoide. On remarquera les analogies du
solénoide vis-a-vis du champ B par rapport au condensateur pour le champ FE.
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Chapitre 11

Annexe des mathématiques

11.1 Formules utiles

orad .0 0 0
gra fzef:m—f%—y—f—i—z—f (11.1)
Ox oy 0z
. 0A, 0A, O0A,
divA =V -4 = 5 5t o (11.2)
T @ z Ay by
dAb = Az ay a; | = | ay | A | by
be b, b a b,
= (ayb, — a;by) + Y (a by — azb.) + Z (azby, — aybs) (11.3)
T Yy z
rotA=VAA=| 2 2 2
A, Ay A,
_ _[0A, 0A, (DA, 0A, (04, 0A,
_m<8y Bz>+y<8z 8$>+z<8w 83/) (11.4)
— 3 *f  0*f  Of
Af = divgradf = V - (%@) = 5u2 v 52 922 (11.5)

11.2 Analyse vectorielle

11.2.1 Le flux d’un champ

Si dans la notion du flux on ressent communément une idée de mouvement, c’est sans doute parce
que 'on parle du flux et du reflux de 'eau. C’est aussi parce que les flux que 'on introduit en physique
sont souvent ceux de vecteurs auxquels sont associées des déplacements d’objets ou de fluides.

En fait, le flux est une définition mathématique n’impliquant a priori aucun mouvement. Pour un
champ de vecteur X(T’) et un élément de surface orienté dS placé en 7, un élément de flux d® est
défini par : d® = X(?) .8

Le flux total & travers une surface S est égal 4 la somme de ces éléments de flux. L’expression
intégrale du flux & travers cette surface est donc

@S_/C@_//X(?).ﬁ.

Le champ électrique est un champ de vecteur et,en tant que tel, des éléments de flux lui sont associés.
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11.2.2 La divergence du champ

Prenons un petit volume dV autour d’'un point P. On appelle d® le flux d'un champ de vecteurs
& travers la surface fermée dS délimitant le volume dV. On appelle la divergence du champ A, la
limite suivante lorsque dS et dV tendent vers 0

4D
divA = lim 2
VA=

On trouvera qu’en coordonnées cartésiennes, la divergence s’exprime

94, 04, 0A.
dlvzi oz + oy + 0z

Un théroéme important pour l’électrostatique est le théoréme de d’Ostrogradsky qui nous

(11.6)

apprend que le flux d’'un champ A & travers une surface fermée S est égale & 'intégrale du divergence
du champ X sur le volume, V, délimitée par la surface :

A -d$ =l divAav. (11.7)
A==y,

11.2.3 Le rotationnel d’un champ

Considérons un champ vectoriel X(:c, y, z) et ses composantes A, (z,y, 2), Ay(z,y,2) et A.(z,y,2).
On appelle rotationnel de X, le vecteur IQ Z dont les composantes en coordonnées cartésiennes sont

(%)
oy 0z
rot A — | (% - o)
04y _ 0Ag
ox dy >

Une fagon simple de se rappeler cette formule est 'expréssion « déteminant »

/N
Q
S
<

T Yy z
- 9 9 9
Iﬁz | o9xr 9Oy 0Oz
A A, A,

z

_ = 04, 04, P 04, 04, 43 04y 04,
B oy 0z Y\ o, ox Ox oy ) -
Un théroéme important pour le magnétostatique est un des « théorémes de Stokes » qui nous

apprend que la circulation de champ A le long d’un contour fermée C' est égale au flux du rotationnel
de A 4 travers toute surface S s’appuyant sur C' :

7425%://5%2-5@ (11.8)

11.2.4 L’opérateur « nabla »

L’opérateur « nabla » noté é est largement utilisé dans les ouvrages anglo-saxon. Il s’écrit

€:y£+7£+7§, (11.9)

donc en coordonnées cartésiennes, ses composantes sont

Q|
8

=

(11.10)

Flogle
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Avec cette notation, le gradient d’un champ scalaire V' s’écrit (en coordonnées cartésiennes)

gradV = VV . (11.11)
La divergence d'un champ vecteur X s’écrit,

divA=V 4, (11.12)

et finalement le rotationnel d’'un champ vecteur X s’écrit

A=V A . (11.13)

Notamment,
0 A 9A, _ 04y
ox T Jy 0z
_ 0 _ 0A, 0A
rot A = % A A, i a@g; . (11.14)
0z A oz oy

Attention : Cette notation peut servir comme aide-mémoire aux expressions de div, gm, et
de E% en coordonnées cartésiennes, mais il ne faut pas oublier qu’elle ne marche qu’en coordonnées
cartésiennes. En coordonnées cylindriques et sphériques, il faut revenir aux définitions mathématiques
de ces opérateurs afin de retrouver leurs expressions correctes.

11.3 Théoréme de Green-Ostrogradsky

11.3.1 Enoncé général

Nous avons montré ci-dessus que le flux de E 4 travers la surface (orientée normale sortante) qui
délimite un petit cube est égale & la divergence de E multipliée par le volume de ce cube. Ceci se
généralise 4 toute surface fermée et & tout vecteur X Soit un champ de vecteur, S une surface
fermée dont les éléments de surface £ sont orientés dans le sens de la normale sortante, et V le volume
délimité par la surface fermée.

—

ds

On a de fagon générale :

%Z-B:ﬂ)didev . (11.15)

Avec ce théoréme, on peut remonter au théoréme intégrale de Gauss, (1'éq.(3.11))) & partir de sa forme

local : On remplage A par E et on invoque la forme locale du théoréme de Gauss, div E = % dans le
second membre du théoréme. Ensuite, puisque,

@( pdV = Qi
y

R

€

ce qui donne,

ou l'on retrouve I’expression intégrale du théoréme de Gauss.
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11.3.2 Exemple du théoréme d’Ostrogradsky

L’application de ce théoréme sur un volume quelconque et pour un champ de vecteur non trivial
est trés vite compliquée. Nous nous contenterons de le vérifier sur un champ radial de composante :

szf Ay:g Azziv
a a a

et pour un volume délimité par une sphére de rayon R centrée & 'origine. X =7 /a est un vecteur
radial de norme r. Le flux de A & travers une sphére de rayon R est donc,

3
fAR = e
S a a

On obtient directement que divX = 3/a en tout point de l'espace, et l'intégrale de la divergence de
sur le volume de la sphére est :

3
ﬁdideVzg X %WR?’:ﬂ,
1%

a a

ce qui est en accord avec le théoréme de Green-Ostrogradsky.

11.4 Théoréme de Stokes

11.4.1 Enoncé général

Théoréme 4 Le « Théoréme de Stokes » s’écrit : La circulation d’un champ vectoriel X le long d’un
contour C quelconque est égal au flur du rotationnel de X d travers toute surface s’appuyant sur C :

jéX-d_i_//E%X-cﬁ (11.16)

11.4.2 Exemple

Vérifier le théoréme de Stokes pour E = (z3, 2m,y2) et pour un disque dans un plan z = Cte de
rayon R centré au dessus de ’origine.
Réponse : En général

T Yy z
iRl 2 2 o |_& OE., 0Ey ~ (0E, OFE, ~ (9E, OE; .
ro gx gy Zf v oy 0z ty 0z Oz Tz ox oy
T Y z
Pour ce probléme,
z @ z 2 3 o
olBE |2 o o | _a(, 5(%) . z(9"

=2z + 322y + 22 .

Dans le plan z = 1, d8 = dSZ = dudyz = dppddZ et rob E = 2y@ + 322, + 22. On obtient donc :

//E%ﬁ-ﬁ:z//dszzwﬁf?.

disque disque
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Pour calculer la circulation sur le périmétre du disque, il est pratique de paramétrer l'intégrale en
termes de l'angle ¢ :

b — GRdd — Rdo (—%a+%g) z=Rcos¢ y=Rsing,

et la circulation de E sur le périmétre du disque s’exprime donc :

- 27 N N R R R
}I{E dl = /0 (2°% + 229 + y*2) - Rd¢ (—%:{: + %y)

2
= R/ (z?’ﬁ + 2R cos ¢y + R?sin? ¢Z) - (— sin ¢T + cos ¢y) do
0
2 2
= R/ (—2sin¢ + 2R cos® ¢) dop = 232/ cos? pde
0 0
=27R?
ol nous avons utilisé la relation :
9 1+ cos (2a)

cos (2a) = cos® a — sin® o = cos® o = 5

Donc nous avons montré dans notre exemple que :

fﬁﬁ://ﬂﬁﬁ:zm%

cercle disque

ce qui vérifie le théoréme de Stokes.

11.5 Identités d’analyse vectorielle

1. Montrer que

rot (gragf> 0. (11.17)
Démonstration :
orad .0 .0 0
gradf =z —f+y—f+z—f
ox Jy 0z
T Yy z
0’ f 0’ f 0’ f 0’ f 0% f 0 f
radfo| 2 2 o |_=4 _ 3 _ 3 _
rotgrad = o oy 2 | ° (ayaz 8z8y> Ty <8zax axaz> tz <8x8y 8yax>
ox Jdy 0z
-0
2. Montrer que o
div (HA) =0. (11.18)
Démonstration :
) >\ 0 (0A, 04, 0 (0A, O0A, 0 (04, 0A;
div (rot &) = 5 ( Dy az>+ay<az w)*az(ax ay>
_[(O%A, B %A, n %A, B %A, N 04, %A,
- \0zdy 0x0z oydz  Oyox 0z0x  0z0y
=0
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3. Montrer que

div(fA) = gradf) - A + fdivA . (11.19)
Démonstration :
0 0 0
%fAm + @fAy+ &fAz

B 0 0 af 0A 0 0
= e (5ut) + 1 (gate) + 0 (50 ) + 7 () + < (527) + 4 (524)

o[(80)- () (20 2 () 4 () 1 (2
)

= fdivX—F(gragf A
4. Montrer que
(RR) A= (graédiv - A) A, (11.20)
ou A est le Laplacien.
Démonstration :
|9 b o | (0A 0AN (0, 0A\ (04, 0A,
S R T oy 0z 0z Ox Ox oy
A, Ay A,
x Y z
eid=| & 5 2
0A, 8Ay> (8Am A,
oy 0z 0z ox

fE () ()
0z \ Oy 0z Oz x oy
[0 [0A, O0A, 0 (0A, 0A,
”[ax(az - ax)‘ay<ay ‘a)}
_ s 0%A, n 82Ax) 5 <62Ay N 62Ay> S <62AZ . 82A2>
oy? 072 Ox? 072 Ox? Oy?
—l—ﬁﬁ <8Ay+8AZ> _i_Ag <6AZ+8AI> 22 <8Ax+8Ay>
ox \ Oy 0z 0 0z ox 0z \ Oz oy

AN + Oy? + 922 ) Y\ a2 + Oy? + 822 )~ %\ ax2 + Oy? + 022
9 (0A, 0A, A\ 0 (0A, 0A, A\ _ 0 [(9A, OA, 0A,
+ + + Yy ,

A<32Ax 924, 82AI> _ (GQAy %A, a%,) _ <82Az 0%A, 62Az>

+m% ox + oy + 0z y(‘Ty ox + oy + 0z z% ox oy 0z

ce qui s’écrit :

(rotrot) A = (graddn ~ 2) 4
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5. Montrer que

rot (fX) _ (gﬁf) ANA 1 frot A (11.21)

I
8)

Démonstration :
YAY) 5 (k) DA

o (7) =2 (2525 o (5 [ 00
(15, f>+@<A2f J) (5, -45)
yf

0
oy Aya
& f 04, 04, n A, 8A
T oy 0z &U oy

+ frotA

T Yy z

—| of of 9r
oxr Oy 0z
A, Ay A,

- (‘ﬁf) ANA + frotA .

6. Montrer que

div (X A ﬁ) -B. (RZ) “A. (Qﬁ) (11.22)

Démonstration :

ANB =% (A,B, — A,B,) + 5 (A By — A,B.) + 2 (AuB, — A,By)

div (XAﬁ) 68 (A,B. — A,B,) + ;y (AZBI—AxBZ)—FaaZ(AxBy—AyBI)
o)
0 Azggx_Bzggx_Axggz
o+ A B

+ B
04, 04, 04, O0A 04, 0A
=B, B,| =-—=—=)+B,| =2 -
(8y 8z>+ y(@z 8x>+ (61: 8y>
0 0By 0B, 0B, 0B, 0B,
_Ax<8y 82) Ay<6z_8x>_Az<8:r 8y>

~ B (rolA) -4 (rolB) .

11.6 Régle BAC - CAB

Il y a une relation celebre et bien util quand on recontre un double produit vecotriel appelé le régle
« BAC - CAB» . 1l s’écrit :

XA(?AB):?(Z-@)—@(Z-?). (11.23)

11.7 Exercices d’analyse vectorielle

1. Calculer IR%
Réponse : On se rappel que

7_ T + Yy + 22
T (a2 4y 4 22)2

r
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donc on a

7 i z 9z

0 0 o)

T Yy z

R R
(0 z d vy (0 x d z 0 vy 0 x
=Z|—=—-—= Ylom==——=)+2 —
oyrd  dzrd Ozr3  Oxrd Az Qyrd

w

+
3 3
—5(:62—230)—|—z— (yr —zy) = 0.

=T 5 (y—y2) -~y

2. Considérer le champ de vecteurs E = (—y,z,0)/ (a?2 +y2). Calculer son rotationnel et sa
circulation sur un cercle de rayon R dans le plan xy centré & l'origine. ﬁ dérive-t-il d’un
potentiel 7
Réponse : Le rotationnel de E

z
RE: oz oy %

__ z
(x2+y?)  (22+y?)

— 2 x +g Yy z
-\ Oz x2+y Ay (22 + y2)

sauf sur 'axe z (x — y — 0) o il est mal défini. A cause de probléme sur 1’axe, on a pas le droit
d’affirmer que dérive d’un potentiel, parceque pour céla il faut démontrer que R = ﬁ
partout.

On calcul maintenant sa circulation sur un cercle de rayon R dans le plan xy centré & ['origine.

Le déplacement le long d’un cercle de rayon R est
— ~ Y. T
dl = Rdod = Rd (_7 L ) ,
0 = Rdo (~22+ 29
avec la contrainte
? +y*=R*.
La circulation sur ce cercle est donc
— @+ oy Y x
B.db— 7_(_7A —A)Rd
f /0 R RE T RY) o

cercle

1 2T R R R R
= R2/0 (—yx + 2Y) - (—yT + 2y) do

1 2 ) 5 2
=2m.

Le théoréme de Stokes nous dicte que

//ﬁﬁcﬁ ]{E db

cercle
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et on peut donc conclure que,

//Rﬁcﬁ_%,

pour n’importe quelle surface S qui s’appuie sur le cercle. On peut en conclure que le rotationnel
de FE n’est pas nul sur ’axe z. et par conséquence le champ FE ne dérive pas d'un potentiel.
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