Variables aléatoires — lois de probabilité.
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Variables aléatoires — lois de probabilité.

Variables aléatoires

Dans une expérience aléatoire, il est possible de faciliter la description d’un
évenement A en lui associant une fonction X qui prend une valeur aléatoire x si et
seulement si I’événement A se produit.

Définition 1.1: variable aléatoire

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. On appelle variable aléatoire sur (2, Q),
toute application X de (€2, @) dans un espace probabilisable (X, B) telle que,
pour tout événement B € B, X~1(B) € Q.

En particulier X = X () est 'ensemble des valeurs possibles prises par la variable
aléatoire X définie sur (Q, Q).
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Variables aléatoires — lois de probabilité.

Variables aléatoires

Lorsque :
Q@ X =R, X est dite variable aléatoire réelle (v.a.r.),
X =R"™, X est un n-uple de v.a.r. dit vecteur aléatoire dans R",

X = E espace vectoriel quelconque, X est dite vecteur aléatoire,

0O 0O

X =N, Z ou D avec D dénombrable, X est dite variable aléatoire réelle
discrete.

Notons que _
X '(B)={we Q| X(w)e B} "&*" (X ¢ B}.

Par exemple, si z € R ou ]a, b] est un intervalle de R,
X~(a,b]) ={a< X <b}
X7l -o0a]) ={X<uz}
X ={x=a)
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Variables aléatoires — lois de probabilité.

Variables aléatoires

NB : Toutes les opérations sur les fonctions sont valables pour les variables
aléatoires.

Exemple 1.1:
@ Soit A € (. On définit la fonction indicatrice de A notée I4 par
1 stiwe A
I A (w) = {

0 sinon
Alors I4 est une v.a.T.
@ Soit X : (2,Q) — (X,B) une v.a. et f: (X,B8) — R une fonction
numérique mesurable. Alors Y = f(X) = fo X est une v.a.r. sur (2, Q).
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Variables aléatoires — lois de probabilité.

Loi de probabilité

Définition 1.2: Loi de probabilité, fonction de répartition d’une v.a.

Soit X : (,Q) — (X, B) une v.a.
@ On appelle loi de probabilité de la v.a. X, la probabilité Px image de P
par X définie par

VB € B, Px(B)= P[X }(B)] = P[X € B].

@ Dans le cas ou X est une v.a.r. sur (2, @, P), on appelle fonction de
répartition (f.r.) de X (ou de la loi de X), la fonction Fx définie sur R
par

Fx(z)=Px (] —o0,z]) = P(X €] —o0,2]) = P[X < z|, Vz € R.
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stoires — lois de probabilité.

Remarque 1.1: Propriétés immédiates

On vérifie que F'x caractérise la loi de la v.a.r. X et a les propriétés suivantes :

@ F'x est croissante.
Q xEIfooFX(x) =1et mgglooFX(x) =0.

@ Fx est continue a droite, c’est-a-dire hhm+ Fx(z+h)=Fx(z), Yz € R.
—0

Réciproquement si une fonction réelle F' sur R vérifie les trois propriétés ci-dessus,
il existe une v.a.r. X sur un espace probabilisé (2, 4, P) dont la loi a pour f.r. F.

7 avril 2020 6 /37



Variables aléatoires — lois de probabilité.

Autres propriétés de F'x

Q Si Fx est continue, donc strictement croissante, la loi de X est dite continue
ou diffuse, ce qui est équivalent a P[X =z] =0, Vz € R.

Q S’il existe une fonction positive f ayant un nombre fini de points de
discontinuité telle que

Yz €R, FX(m):/j £(t) dt

alors on dit que X ou la loi de X est absolument continue (par rapport a la
mesure de Lebesgue dz sur R) admettant f pour densité de probabilité.

Notons que la densité de probabilité joue le méme role que la probabilité
élémentaire P, = P[X = z] dans le cas X discréte, mais f £ 1 en général.
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Variables aléatoires — lois de probabilité.

Réciproquement si g est une fonction positive et si fjoos g(xz) dx =1, alors g est la
densité de probabilité d’une v.a.r. dont la fonction de répartition continue sur R
est G définie par G(z) = [ g(t) dt.

Théoréme 1.1

Si X est une v.a.r. continue, ayant pour densité de probabilité f alors
Q@ P[X =2]=0,VzeR;
@ Pla<X<b=Pla<X<b=Pa<X<b=/["f(t)dt, Ya,beR.

La v.a.r. X étant continue, les inégalités peuvent étre remplacées par des inégalités
strictes.
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Variables aléatoires — lois de probabilité.

Moments d’une v.a.r.

Définition 1.3: Moment d’une v.a.

Soit X une v.a.r. sur sur un espace probabilisé (2, @, P).

@ On appelle espérance mathématique de X lorsqu’elle existe, la quantité
réelle notée F(X) ou X et donnée par

YZE(X):/QXdP.

@ Soit k£ € N*. On appelle moment d’ordre k£ de X lorsqu’il existe, la
quantité réelle notées my (X)) et donnée par

mp(X) = B(X*) = /Q Xk ap.
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es — lois de probabilité.

Moments d’une v.a.r.

Définition 1.4: Moment d’une v.a.

@ On appelle variance (respectivement moment centré d’ordre k > 1) de
X notée Var(X) ou 0% (respectivement p;(X)) lorsqu’ils existent, les
quantités réels donnés par

0% = Var(X)=EX -E(X))? = /Q(X — E(X))? dP,

p(X) = B(X = B0 = [ (X - BX))* dP

@ On appelle écart-type de X, le réel noté ox € RT donné par
ox =+/Var(X).
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Variables aléatoires — lois de probabilité.

Moments d’une v.a.r.

Notons que par linéarité de 'opérateur E(.) = [,. dP, on a

0% =Var(X) = E(X — E(X))? = E(X?) — (E(X))%

On a le résultat suivant permettant de calculer facilement ’espérance d’une

fonction de la v.a.r. X :

Théoréme 1.2: (de transfert)

Soit X une v.a.r. sur un espace probabilisé (2, @, P) et g une fonction de R
dans R. Alors g(X) est P-intégrale si, et seulement si, g est Px-intégrable et

on a dans ce cas

B = [ %) dP= [garc= [

—00
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Variables aléatoires — lois de probabilité.

Moments d’une v.a.r.

Remarque 1.2

Si la loi Px de X est absolument continue, admettant pour densité de
probabilité f, alors dPx(z) = f(z)dx et

“+o0o +oo
| s dpx@) = [ g@)f) do.
On dit que X a un moment d’ordre p € N* ou une espérance
mathématique (cas p = 1), si E(|X|P) < +o00. On écrit

X elP=LP(Q,Q,P).
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Variables aléatoires — lois de probabilité. Inégalités fondamentales

Inégalité fondamentales

Théoréme 1.3: (Inégalité de Markov)

Soit X une v.a.r. telle que | X|" € L1, r > 0. Alors
1
Ve >0, P[|X]|>¢] < E—TE(\X\’”).

Corollaire 1.1: (Inégalité de Bienamey-Tchebyshev)

var(X)
e2

Si X € L?(Q,Q, P) alors Ve > 0, P[|X — E(X)| > ¢] <
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Variables aléatoires — lois de probabilité. Lois multivariées

Lois multivariées

Les définitions et résultats précédents se généralisent au cas de vecteurs aléatoires
dans R™. Soit X = (X1, -+, X,,) un v.a. sur un espace probabilisé (2, @, P) a
valeurs dans R".

Définition 1.5: Loi d’un v.a., fonction de répartition

On appelle fonction de répartition du v.a. X, la fonction Fy sur R™ définie
par

Fx(z1,-+ ,2n) = P[X1 <21, - Xy, < 2], V(z1,- -+ ,2,) € R™.

Fx détermine la loi de probabilité de X dite loi conjointe du n-uple
(Xla"' ’Xn)-

<
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ois de probabilité. Lois multivariées

Lois multivariées

Définition 1.6: Loi d’un v.a., loi marginale, absolue continuité

@ On appelle loi marginale de la v.a.r. X; du n-uple, la loi de fonction de
répartition

Fx,(z) = - 7552'—175511‘14217“' o stoo Fx(x1,+ ,2n).
Ti—T

@ La loi du v.a. X est dite absolument continue s’il existe une fonction
positive f sur R" telle que VY(z1,--- ,x,) € R™,

B 43
FX(wl,"' ,xn) :/ / f(tla"' atn)dtl"'dtn-
—0o0 —0o0

ONA GNEYOU Professeur a 1I’Unive

7 avril 2020

15 /37



Variables aléatoires — lois de probabilité. Lois multivariées

Lois multivariées

Définition 1.7: Loi d’un v.a., densité de probabilité

S’il en est ainsi, on dit que la v.a. X a pour densité

_ anFX(fEl, 71"71)
B 8371'-‘81:” ’

fx(z1,- -, n)

On appelle densité marginale du p-uple (Xj,,---,X; ) extrait d'un n-uple
(X1, -, X)), 1 <p< n, la fonction

f(Xil,m,Xip)(xip to 7xip) = /]RW*P f(xip Ty Ty Wiy gyt 7uin) duip+1 o duzn
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Variables aléatoires — lois de probabilité. Lois multivariées

Lois multivariées

Exemple

e Soit (X,Y) un couple de v.a.r. de fonction de répartition conjointe

l—e®—eV+e Y, si(z,y) eR2

0, sinon

Fixy)(z,y) = {

Alors les lois marginales de X et de Y ont pour fonction de répartition

Fx(z) = (1—e")ge(x) et Fy(y) = (1 —e¥)lg+(y).
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Variables aléatoires — lois de probabilité. Lois multivariées

Lois multivariées

Exemple suite

La densité conjointe est donnée par

Fixyy(z,y) e Y, si(z,y) €RZ
fxy)(z,y) = amdy o, Soorom

et les densités marginales de X et Y sont données par

+oo
fx(z) = /_OO oy (@, y) dy = e I+ (x) = Fx ()

) = [ oo (@y) de = Ve (y) = ()

—00

7 avril 2020

SONA GNEYOU Professeur a ’Université

18 /37



Variables aléatoires — lois de probabilité. Lois multivariées

Théoréme 1.4

Si X = (X1, -+, X,) est un v.a. dans R™ admettant pour densité fx et si A
est un ouvert de R™ alors

P[X = (X1, , X») € A] :/ el oo o) @y oo e
{(@1, 7n)EA}

Corollaire 1.2

Si X = (Xi,---,X,) est un v.a. dans R™ admettant pour densité fx et
g : R" — R est une fonction positive ou bornée, alors

E[g(le"' 7Xn)] = /Qg(le"' 7Xn) apP

- \/Rn g(:Ela”' 7$n)fX($1a"' >$n) dl’l dxn
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Variables aléatoires — lois de probabilité. Lois multivariées

Définition 1.8: Covariance, corrélation linéaire

Soit X = (X1, -+, X,) un v.a. de R™. Alors I'espérance mathématique de X
est le vecteur de R™ donné par

E(X) = (E(X1)7 e 7E(Xn)),

ou prime désigne la transposé d’un vecteur ou d’une matrice.

e Pour n = 2, on appelle covariance du couple (X,Y") le nombre noté
Cov(X,Y) ou oxy donné par

Cov(X,Y) = E[(X — E(X)) (Y — E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y).

@ On appelle coéfficient de corrélation de X et Y, le nombre noté rxy ou
PXY
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Variables aléatoires — lois de probabilité. Lois multivariées

Définition 1.9: matrice de covariance

donné par
Cov(X,Y) Cov(X,Y)
rxy = = )
Y VVar(z)y/Var(Y) 00y
e On appelle matrice de covariance du v.a. X = (X1, -+, X,) de R”, la

matrice carrée d’ordre n notée X x appelée aussi matrice var-covar ou
matrice de dispersion de X donnée par

Yx =loij] avec o0;; =Cov(X;, Xj), 1<1,j <n.
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Variables aléatoires — lois de probabilité. Lois multivariées

Remarque 1.3

o On démontre que

~1< Ryy < L.

Par conséquent 30 € [0, 7] tels que Rxy = cosf. On vérifie aussi que

@ Yy est une matrice symétrique et positive :
Va e R", a'Yxa >0
et invariante par translation par un vecteur constant :
Va € R" |, Yxiq=Xx-
o siMeMp,(R)etY =MX alors

E(Y)=ME(X) e Mp1(R) et Xy =MXxM € My(R).
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V fonctions caractéristiques
Soit X = (X1,--+,X,) un via. de R", n > 1.
@ On appelle fonction caractéristique du v.a. X, la fonction sur R”,

t — ®x(t) donnée par

(I)X(t) — E[€i<t,X>] :/ ei<t,m>dPX(x)

ou pour tous n > 1, pour tous ¢,z € R, < t,x >= Z t;x; désigne le
=1
produit scalaire canonique des vecteurs x et t de ]R”

o Lorsque X est une v.a.r. a valeurs dans N, on définit la fonction
génératrice Gx de X par

Gx(s)= B |sX] = i sFP[X = k], Vs € [-1,1].
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lois de probabilité. fonctions caractéristiques

Remarque 1.4

e Silaloi de X a une densité de probabilité fx, dPx(x) = fx(z)dz.
e Si X est une v.a.r.d., dPx(x) = P[X = z| et l'intégrale est une somme.
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Variables aléatoires — lois de probabilité. fonctions caractéristiques

Théoréme 1.5: Propriétés

1) La fonction caractéristique ®x (t) caractérise la loi de la v.a. X :

Ox(t) =Py(t), VteR", <= X et Y ont méme loi
2) SiacR,beR” ona ®,xp(t) =e<t>dx(at).

3) Si X est une v.a.r. (cas n = 1) et si | X|P € L1, alors ®x est de classe CP
et pour k, 1<k <pona

o (0) = i*E [x*]
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Variables aléatoires — lois de probabilité. fonctions caractéristiques

Théoréme 1.6: (Formule d’inversion)

Soit X est une v.a.r. telle que ®x (t) € L'(R). Alors la loi de X est absolument
continue admettant pour densité de probabilité donnée par

1
o7

Fx (@) / T miteg (1) dt.

—00
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Variables aléatoires — lois de probabilité. Formule de changement de variables

Changement de variables

En calculs de probabilités on est des fois amené a effectuer un changement de
variables. Le théoréeme suivant permet de d’en déterminer la loi.

Théoréme 1.7: (Formule de changement de variable)

Soit D et A deux ouverts de R" , n > 1 et ¢ un C'-difféomorphisme de D
sur A. Alors pour toute fonction borélienne positive ou intégrable g sur A on
a

J 9w dy = [ ge@)lIp(@)] da (1)
A D

ou J(x) désigne le déterminant de la matrice jacobienne de ¢ = (@1, - , n).
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Variables aléatoires — lois de probabilité. Formule de changement de variables

Cas des variables aléatoires

Soit X un v.a. a valeurs dans un ouvert D de R"™ ayant une densité fx et soit ¢ un
Cl-difféomorphisme de I'ouvert D dans un ouvert A de R™. On pose Y = 1 (X) et
on cherche la loi de Y. On a

pour toute fonction positive g quelconque sur A :

Blg(Y) = Blo@(X) = [ gw(X)) dP= [ g(w(@)fx(z) do
= [ i@ I ) dy
— [ 9@ I W) d.

On en déduit que la v.a. Y a pour loi de densité donnée par

fr(y) = fx@~ )Y W)Ia®)-
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Exemple

Exemple

Soit X = (X1, X3) un couple de v.a.r. de loi conjointe sur R? définie par sa densité
fx(x1,m0) = % e~2@H9)  On pose Y = ;(; avec Y = 0 si X9 = 0. cherchons la
loi de Y.

Pour toute g positive sur R on a

o) =EloG)| = o= [ [ o (Z) et drin,

x
Soit le difféomorphisme 1) : R? — R? qui & (21, 22) associe (y, z) avec y = “L e
2
z = x9. Alors 1! est le difféomorphisme réciproque qui & (y, 2) associe 1 = yz,

ro = Z.

v

SSONA GNEYOU Professeur a I’Université 7 avril 2020 29 /37




es — lois de probabilité. Formule de changement de variables

Exemple suite

D(xi,x z ) s
OnaJLZ)_l(y,z):lg(;Z;): 0 ‘1{ = z. D’ou
+0o0 +00
Bav) = oo [ [ etwe i sy

Fublm 2)
/g( ){277/ 5 (14y?)z? 2| dydz}
/g 1+y)

La loi de Y est donc la loi de densité f(y) = , Yy € R.

(1 +y?)
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Indépendance des variables aléatoires

Notons par B(R") la tribu sur X = R" (tribu engendrée par les boréliens de R™).

Définition 1.11: Indépendence des variables aléatoires

@ Soit (X,Y) un couple de v.a. sur (2,ad, P) a valeurs dans R", n > 1.
On dit que X et Y sont indépendantes et on note X | Y si

P[X € A)Y € B] = P[X € A]P[Y € B],pour tous A4, B € B(R").

@ On dit que les v.a. X1, X, -+, X, sur (2, A, P) a valeurs dans
R™, n > 1 sont (mutuellement) indépendantes et on note Xi,---,X,, L
si pour tous Ay, --- A, € B(R™)

PX;e€ Ay, , X, € A, = P[X; € A]---P[X, € A,). (2)

y
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Indépendance des variables aléatoires

Définition 1.12: Indépendence des variables aléatoires

@ On dit que (X,,)nen est une suite de v.a. indépendente si (2) est vérifiée
pour tout n € N*

@ On dit que les v.a. X1, Xo,---, X, sont i.i.d. (indépendantes et
identiquement distribuées) si elles sont (mutuellement) indépendantes
et elles sont toutes de méme loi.
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Variables aléatoires — lois de probabilité. Indépendence de variables aléatoires

Remarque 1.5

o Le fait que les X; soient indépendantes deux & deux (X; L X; Vi # j)
n’implique pas que les v.a. X1, Xo, -+, X,, sont mutuellement
indépendantes. En revanche, I'indépendance mutuelle implique
I'indépendance deux & deux.

e Si X et Y sont deux v.a. indépendantes on a Cov(X,Y) = 0 ou encore
E(XY) = E(X)E(Y). Mais la réciproque est fausse. Notons que si
Cov(X,Y) =0, on dit que les v.a. X et Y sont non corrélées ou sont
orthogonales.

o Les transformations mesurables préservent I'indépendance : si X 1 Y,
alors f(X) L g(Y), quelles que soient les fonctions boréliennes f et g.
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Variables aléatoires — lois de probabilité. Indépendence de variables aléatoires

Indépendance des variables aléatoires

Proposition 1.1: (Critéres)

1- Critere des fonctions de répartitions : Les v.a.r. Xy, -+, X, sont
indépendantes si et seulement si,

Fix, o xn) (@1, 5 2n) = I Fix,(2:), Y(@1,--- ,20) € R™. (3)

2- Critere des fonctions des densités : Si les n v.a.r. Xy, ---, X, ont
pour densités fi,--- , f, respectivement alors (Xi,---,X,,) L si et seulement
si, V(z1,- -+ ,x,) € R?,

f(Xl,m 7Xn)(mh T 7xn) = H?:lei (xl) (4)
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Variables aléatoires — lois de probabilité. Indépendence de variables aléatoires

Indépendance des variables aléatoires

Proposition 1.2: (Critéres suite)

3- Critére des espérances : Les v.a.r. Xy, -+, X, sur (,Q, P) sont in-
dépendantes si et ssi, pour toutes fonctions réelles ou complexes positives ou
bornées hy,--- , hy

E (TG hi(X;)) = I, E(hi(X3)). (5)

4- Criteére des fonctions caractéristiques : Soient ®x,, -, Px, les fonc-
tions caractéristiques respectives des v.a.r. Xi,---, X,. Alors (X1, -+, X},)
indépendante si et seulement si, V(t1,--- ,t,) € R",

(I)(Xl,“- ,Xn)(tla co 7tn) = H?:l(in (tl) (6)
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Indépendance des variables aléatoires

Proposition 1.3: (Loi d’une somme de v.a.r.)

Si Xy, , X, sont n v.a.r. sur (Q, A, P) indépendantes alors la loi de S,, =
X1+ -+ X, est égale au produit de convolution des lois des X; :

PX1+...+Xn = PX1 * PX2 Koeee 3k PXn

En particulier si les X; ont des densités f;, ¢ = 1,2,--- ,n et si les X; sont
mutuellement indépendante alors

fsn = Jix fax- % fu
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Indépendance des variables aléatoires

Notons que par définition, la convolution * de deux fonctions f et g positives ou
intégrables est définie par

+oo
frg(@) = f(t)g(x —t)dt.
— 0o
Cette loi * est commutative et associative. La proposition précédente dit que si X
et Y sont deux v.a.r. admettant pour densités fx et fy respectivement, et si X et
Y sont indépendantes, alors la loi de la v.a.r. S = X 4+ Y a pour densité de

probabilité
+oo

fs(z) ==/ fx(@) fy(x —t)dt.

—00
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