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Introduction

Le calcul des probabilités semble avoir son origine dans les jeux de hasard. Il fallait savoir
décider des mises et des gains pour que les jeux soient équitables ou non. Aujourd’hui, il a
investi de trés nombreuses activités humaines et son utilisation est nécessaire dans la plupart
des activités industrielles. Il est utile par exemple de savoir si la construction d"un appareil
est raisonnable, si il a une chance de fonctionner ou si l’assemblage d"un tres grand nombre
de composants réduira son espérance de vie de maniere inacceptable (navette spatiale par
exemple). Le calcul des probabilités et les statistiques sont utilisées pour augmenter, souvent
de maniere importante, la qualité des produits manufacturés, les cotits de production s’en
trouvent réduits car le risque de panne est diminué. La transmission de l'information est
devenue extrémement importante et se développe sans cesse. Pour que cette transmission
soit utile, il est nécessaire qu’elle soit sans erreur, il faut donc détecter et corriger les erreurs
sans en connaitre les causes. C’est pourquoi l'information est transmise de maniére redon-
dante (bit de parité etc.), ce qui permet d’effectuer les corrections nécessaires. Un exemple
extréme de ces techniques est celui des satellites envoyés a plusieurs milliards de kilomeétres
de la terre. La distance tres importante affaiblit les signaux envoyés par ces engins qui nous
arrivent extrémement faibles et fortement bruités. Il est possible, malgré tout, de reconstruire
I'information originale et les images reconstruites sont de bonne qualité. Un autre domaine
du calcul des probabilités et des statistiques est celui de la compression des données. Ici,
il faut utiliser les structures particulieres des données a stocker pour en minimiser la taille.
Mais ces structures ne sont pas parfaitement établies, elles varient statistiquement, c’est ce
qui rend difficile le travail de compression. Les travaux de Shannon et de Kolmogorov sur
la théorie de I'information ont ouvert de nouveaux domaines de recherche en probabilité et
statistique.

Ce cours de probabilités s’adresse aux étudiants de Licence de mathématiques 3eme année
ou semestres 5 et 6. Il est issu de ceux que j’ai faits en Maitrise de Mathématiques de 1994 a
2006 puis en troisiéme année de Licence depuis 2007 a 1'université de Lomé (UL) et depuis
2010 a I'université de Kara (UK). A 1'UK, il est présenté en deux cours de 36h chacun, plus
détaillés que celui presenté a l'université de Lomé en 48h.

On suppose de la part des étudiants concernés, une maitrise des techniques d’analyse ma-
thématiques telle qu’elle est enseignée dans les quatre premiers semestres du systeme LMD
al’'UL et a 'UK. Il est plus aisé de s’initier a la théorie des probabilités dans le contexte de la
théorie de la mesure. C’est pourquoi ce cours est généralement programmé avant celui de la
théorie de I'intégration.

Le cours comporte 6 chapitres, les 3 premiers constituant le cours de probabilte II et les trois
derniers, ceux constituant ’essentiel du cours de probabilité III & I'UK. Des exercices de TD
ainsi que des devoirs et examens sont aussi présentés a la fin du cours. Les théorémes, propo-
sitions lemmes et définitions ont une numérotation dépendant du chapitre et du paragraphe
dans lequel ils apparaissent.

Il y a aujourd’hui beaucoup de traités de probabilités en librairies ou téléchargeables sur



internet au moins en francais ou en anglais. Les références utilisées dans ce cours sont les
livres de Métivier, Bouleau, Foata et Fuchs, Cottrelle, Duhamel et Genon-Catalot, Dacunha-
Castelle et Duflo, Neveu, Rényi, Ross, Feller, Grimmett et Stirzaker, Tucker, etc.



Chapitre 1

ESPACE PROBABILISE — EVENEMENTS
INDEPENDANTS.

1.1 Vocabulaire de probabilité

La théorie de la probabilité a un langage qui lui est propre et les notations sont celles de
mesure et intégration dont les connaissances sont indispensables pour suivre avec intérét les
cours appelés Probabilité 2 et Probabilité 3.

Dans ce qui suit, une expérience aléatoire (e.a.) est une expérience dont les résultats dépendent
du hasard. L'ensemble des résultats possibles d'une e.a. est appelé univers et noté Q. On
appelle :

- Epreuve tout essai d’une e.a.
14 ,

- évenement, toute partie (ou sous-ensemble) A de (), c’est-a-dire une collection d’éléments de
Q) dont la réalisation décrit un fait possible de 1?expérience aléatoire. Un événement réduit
a un singleton {w}, w € Q, est appelé évenement élémentaire ou éventualité.

La classe de tous les événements possibles liés a une e.a. est notée (. On impose a (I d’étre
contenu dans I'ensemble P(Q) des parties de (2 et d’étre une tribu, c-a-d. un ensemble conte-
nant (), stable par complémentation et par réunion dénombrable. Le lecteur est renvoyé au
cours de mesure et intégration pour un rappel sur les notions de tribu, tribu engendrée par
une classe de parties, tribu borélienne, etc.

On appelle espace probabilisable, tout couple (€,4) lié a une e.a. ou Q est 'ensemble des
résultats possibles et ( est une tribu sur Q) dite tribu des événements de I'expérience aléatoire.

1.1.1 Langage des événements

On dit qu’un événement A lié a une expérience aléatoire & est réalisé si le résultat w obtenu
est un élément de A. Il vient :

. Q est 'événement certain (car il est toujours réalisé au cours d’une e.a.)
. @ est’événement impossible (car @ n’est jamais réalisé).
A chaque événement A correspond l’événement contraire de A noté "non A" ou A ou

encore A.



Soient A et B deux événements liés a une méme e.a. Lorsqu’ils se produisent :

- I'événement "A implique B" (A = B) est noté A C B;

-I'évenement "A et B" se note AN B.Si AN B =g, les événements A et B sont dits incompa-
tibles;

- "évenement "A ou B" se note A U B; _

- I'évenement "A et non B"senote A\ BouANB;

- 'événement "'un des deux A et B" se note AAB. Rappelons que AAB = (A\B)U(B\ A) =
(AUB)\ (AN B).

Si (A,) est une suite d’évenements :

UA, est I’évenement "l'un au moins des A, se produit";
NA, est ’évenement "tous les A, se produisent”;

limsup A, ou lim A, est I'évenement "une infinité des A, se produit";
- liminf A, ou lim A, est I'évenement "tous les A, se produisent sauf peut-étre un nombre
fini d’entre eux'.

Les événements lim A, et lim A, sont définis par:
lim Ay = (Vyz1 Uksn Ar et Bm Ay = U1 Misn A

Ona:lim A, clim A,; (lim A,)° = lim A° et (lim A,)° = lim AC.

1.1.2 Notion intuitive de probabilité

Soit & une e.a. Tous les événements liés a &n’ont pas la méme "chance" de se produire. Soit A

un événement lié a & c-a-d. A € d. Répétons n fois I'expérience & dans les mémes conditions.

Soit r le nombre de fois que A est réalisé au cours des n répétitions. Alors le nombre f(A) = —
n

est appelé fréquence d’apparition de A et on a f(A) € [0, 1].

Si B est un autre évenement tels que A et B soient incompatibles et si B s’est produit s fois au
cours des n épreuves, A U B s’est produit r + s fois (puisque A et B ne se produisent jamais
simultanément). On a donc

r+5s r

S
=+ =fA)+f(B)

L’évenement certain () s’est produit n fois (puisqu’il se produit a chaque essai de &). On a

fIAUB) =

n

donc f(Q) = Z = 1. On a également

fA) =T =1--=1-f4)

n

et f(@) =0 =1 - f(Q). Intuitivement, lorsque n tend vers +oo, f(A) = T admet une limite

qui ne dépend pas de I'événement A. Cette limite est appelée probabilité de I'événement A
et est notée P(A).

1.1.3 Probabilité - Espace probabilisé

Définiton 1.1.1
Soit (Q), ) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur (Q3,A), toute application P de A dans
[0, 1] possédant les propriétés suivantes :



1) P(Q) =1
2) YA,Bed ,AnB =@, P(AUB) = P(A) + P(B).
3) SiAi,Ay,--- est une suite d’évenements deux a deux incompatibles,

P(UR,A) = ) P(Ay).
n=1

On dit que P est une mesure positive o-finie, de masse totale 1.

On appelle espace probabilisé, tout triplet (€2, A, P) o1 (2, () est un espace probabilisable et P est une
probabilité sur (€, ).

Propriété 1.1.1

Soit (Q), A, P) un espace probabilisé, A et B deux événements (i.e. A,B € ). Ona

1) P(@)=0; 2) P(A)=1-P(A); 3) SiAcCB,P(A) <P(B);

4) P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB); 5) Si(A,) est une suite dans A , P(U,51 An) < Y1 P(An).

Preuve :
1) évident. 2) Onécrit Q = AUA donc 1 = P(A) + P(A) (car AN A = @).
3) On écrit B = (B\ A) UA d’ot1 P(B) = P(B \ A) + P(A) > P(A).
4) Onécrit A= (A\B)U(ANB),B=(B\A)U(ANB)dou
P(A) + P(B) =P(A\B)+P(ANB)+P(B\A)+P(ANB)
=P((A\B)U(B\A)U(ANB))+P(ANB)

= P(AUB) + P(ANB)
5) On écrit UA, = UB, avec By = Ay, B, = A\ A1, ---,B, = A, \ (UZ;%A;() d’ou
P(U,i51 An) = P(U,s1 By) = X1 P(By) < Xty P(A). O

Remarques 1.1.1

1) Lorsque Q) est fini, toutes les éventualités ont la méme probabilité de se produire. On dit
qu’elles sont équiprobables. Dans ce cas @ = P(Q) et VA € P(Q),

Card A nbre de cas favorables a A

Card Q  nbre de cas possibles

P(A) =

et on retrouve la formule classique rencontrée au moins en terminale.

2) Si A est une partie propre de Q c-a-d. A # @, A C Q, A # Q, et si  est la tribu
engendré par A : d = oc({A}) = {9,A, Z,Q} , alors toute probabilité sur (€,a) est de la
forme P(@) =0, P(A)=p, P(A)=1-pet P(Q) =lavec0<p< 1.

3) Si on a une probabilité sur (€,), on peut aussi définir d’autres probabilités sur (2, a)
appellées probabilités conditionnelles.

Exercice 1.1.1

Soit D une classe de Q. D est dite o-additive ou est un systeme de Dynkins si elle satisfait :
1) Qe D, 2) AetBe DetACB,alorsB\ A €D, 3) Si(A,) est une suite dans D telle que
AiNA;=@Vi# jalors UA, € D.

Une classe M des parties de () est dite monotone si pour toute suite monotone (A,) dans M,
limA, € MoulimA, = UA, si (A,) est croissante et lim A,, = NA, si (A,) est décroissante.
Si C est une classe de parties de Q, on note par D(C) (respectivement M(C)) la classe o-
additive (respectivement monotone) engendrée par C.

Montrer que :



a) Une tribu est une classe o-additive.

b) Pour qu'une classe o-additive soit une tribu, il faut et il suffit qu’elle soit stable par
intersection finie.

c) Si C est une classe de parties de () stable par intersection finie, alors
c1) 0(C) C D(C) ; c2) a(C) C M(C).
La propriété c) a démontrer est appelée Théoreme de la Classe Monotone (TCM).

1.2 Probabilité Conditionnelle

Définiton 1.2.1
Soit (Q,4,P) une.p., B € d tel que P(B) > 0 i.e. B est un évenement de probabilité non nulle, et
A € d. On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B, la quantité notée P(A | B) donnée par

P(AN B)

PAIB) = =5

Exercice 1.2.1
Montrer que la fonction d’ensemble sur , A — P(A | B) est une probabilité.

Remarque 1.2.1

1) SSAnB=o,P(ANB)=0; 2) SiBCA, P(AIB) =1.

La probabilité conditionnelle sachant B : P?(.) est donc portée par B.

Les deux propriétés suivantes sont des plus importantes propriétés de la probabilité condi-
tionnelle :

Propriété 1.2.1 (Régle de la multiplication)
Pour tous n événements A1, Ay, - -+ , A, telle que P(A1A,---A,) > 0,0na

P(A1A; -+ Ay) = P(A1).P(Ay | A1)P(A3 | A1Ag) - P(A, | A1 Ay -+ Ayq)

ot AB signifie A N B pour des évenements A et B.

Preuve :
Par récurrence immédiate sur n. e.g., pour n = 3, on a si P(A1AA3) >0

P(A1A2A3) = P(A3 | A1A2)P(A1Az) = P(Az | A1A2)P(A; | A1)P(Ay)
puisque P(A;) > P(A14;) > P(A1A2A3) > 0. =

Propriété 1.2.2 (Théoreme de la partition ou régle des probabilités totales)
Soit (C)us1 une partition de Q2 ou encore un systéme complet d’évenements tous de probabilité non
nulle : C;NCi =@, Vi# j, Q=15 CyetVn > 1, P(C,) > 0. Alors pour tout événement A € a,
ona

P(A) = ) P(AIC,)P(C,).

n=1

Si de plus P(A) > 0 alors (régle de Bayes) : Vk > 1,

P(A | Co)P(Cy)

PGl A) = s A PG




1.2.1 FEvénements indépendants

Définiton 1.2.2

Soient A et B deux évenements (A, B € ). On dit que A et B sont indépendants et on note A 1L B si
P(A N B) = P(A) P(B).

On voit immédiatement que si A et B sont indépendants, il en est de méme pour A et B, A et B, A et
B.

Remarque 1.2.2
Si A et B sont de probabilités non nulles, A 1L B si, et seulement, P(A | B) = P(A) et
P(B | A) = P(B).

Définiton 1.2.3
Soit (A,) une suite d’événements. On dit que les A; sont indépentants (mutuellement) si et ssi pour
toute suite finie A, Ai,, -+ A, d’entreeux,2 <p <mn,ona

P(A,A;, -+ A;) = TL_ P(Ay,) (1.1)

On remarque que dans le cas d’une suite finie de n évenements, il ya C2+C3+---+Cl=2"—-n—1
conditions (1.1) a vérifier.

Lemme 1.2.1 (Borel-Cantelli) L
Soit (A,)nen+ une suite d’évenements. Deux cas sont possibles en ce qui concerne I’ évenement lim A,, :

a) Si )1 P(Ay) < 400 alors P[@ An] = 0. En d’autres termes, avec probabilité 1, au plus un
nombre fini des A, se produisent si la série précédente converge.

b) Si les (A,) sont indépendants et si ), P(A,) = +oo alors P[ﬁ An] = 1. En d’autres termes,
avec probabilité 1, une infinité des A, se produisent si ) -, P(A,) = +oo.

Preuve :
1) D’apres l'inégalité de Boole,

P[E An] = P[ Nys1 Uk>nAk] < PlUgsAk] < Z P(Ax) —2 0.

k=n

2) Comme (Uys, Ax) est décroissante, lim A, = lim,e UsnAg. Donc

P[iim A,] = P [1131; Uk>nAk] = lim P| Ui Adl.

Soit
1-P[limA,| = limP| Ny A¢| =° lim lim T P(Ay)
= limIT? (1 - P(Ax).
Or Vk, log(1 — P(Ax) < —P(Ax) et Y.,51 P(Ay) = +oo donc Y-, log(l — P(Ay) — 0, d’ou
1-P[lim 4, = 0. O



1.2.2 Indépendance d’une famille d’événements

Définiton 1.2.4

Soit (€,0) un espace probabilisable et ((;)ic; une collection de famille d'évenements telles que
Viel, d;€d.

On dit que cette collection est indépendante si pour toute partie finie | de I, pour tout A; € ;, j €

J : P[NjgAj] = T P(A).

Lemme 1.2.2
Soit (Ci)ier une collection de famille d’évenements indépendantes. Alors les classes o-additives D;
engendrées par les C; sont encore indépendantes.

Preuve :
Supposons d’abord I fini, e.g. I = {1,2,--- ,n} et C;,Cy, - - ,C, indépendantes. Posons

Hy={Aed|VCeCi, i#l, PJAN(NL,C)| = PAITL,PC))}.

Alors H; a les propriétés de classe monotone c’est-a -dire
(i) Qe H,
(ii) SiA,Be H, ,AcBalorsB\ A € H; et
(iii) Si (A,) est une suite de H;, croissante alors A = lim,,_,., A, = U,A, € H; (les vérifica-
tions de (i) a (iii) sont faciles).
D’apres le théoreme de la classe monotone (TCM), H; contient ;.
Donc A€ D, C,eC;,i#+1letona

P|A1 N (NL,Ch)| = PADITL,P(C). (1.2)

On répete le méme argument n — 1 fois encore. Alors Dy, D,, -+, D, ont la propriété (1.2).
On raisonne ainsi pour chaque partie | de I qu’on peut ne plus supposer finie. Si ] C I, |
finie,

VA] € Z)] , ] € ], P(ﬂ]‘e]Aj> = H]ejp(A])

et les D; sont indépendants.

Théoréme 1.2.1
Si (Cy)ier est une collection de familles indépendantes et si chaque C; est stable par intersection finie,
alors les tribus engendrées par les C; sont encore indépendantes.

Preuve :

Les classes o-additives O; = D(C;) engendrée par les C; sont indépendantes d’apres le
Lemme 1.2.2 d’ot1 le résultat puisque D; = d; d’apres le TCM. O
Corollaire 1.2.1

Soit (A;)ier est une famille de tribus indépendantes. Soit (I;)je; une partition de I. Notons O, =

Viel, i = 0( User, ai)-
Alors les Ay, , j € ] sont encore indépendantes (principe de regroupement).

Corollaire 1.2.2

Soit (I, <) un ensemble préordonné filtrant a droite : Vi,j € I, Al el|i<let j<I (e.g. (IN,<
), (R, <)).

Soit (A;)icr une famille croissante de sous-tribus de A :Vi,j €1, i< j = A; CA; C A et soit C une
sous-tribuded. SiViel, A; L Calorslim d; = Vg A; 1L C.

10



1.2.3 Application : Loi de tout et de rien

Soit (2,4, P) une.p., (A,) une suite indépendante de sous-tribus de &. Posons

Fu = Vicn A e.g. si (E,) est une suite d’expériences aléatoires indépendantes et (1, est
la tribu d’évenements relatifs a &, alors ¥, est la tribu de tous les événements relatifs aux
n premieres expériences) et G, = Vis, i est la tribu des événements relatifs a toutes les
expériences aléatoires de rang supérieure ou égale a n.

Alors (F,) est croissante et (G,) est décroissante vers N,G,. La tribu A = N,G, est appe-
lée tribu asymptotique ou tribu de queue. Les évenements de A sont appelés éveénements
asymptotiques. Ce sont les évenements qui peuvent s’exprimer par le comportement a 1'in-
fini des &,. On a

Théoréme 1.2.2 (Loi de tout et de rien ou loi 0,1 de Kolmogorov)
VAe A, P(A)=0oul.

Preuve :

I1 suffit de montrer que A 1L A.

D’apres le principe de regroupement (Corollaire 1.2.1), G+1 = Visns+1 Ui est indépendante de
Fn = Vien Ax. Donc A C Gp1 = A 1L F,, est-a -dire A 1L Vi, ly.

Or (F,) converge vers V, ¥, = o(U,F,) = o(U,d,) = V, ,. Donc en passant a la limite,
ALV, d, = Gi. Comme A C G, alors A 1L A. Par suite, VA € A, A 1L A. Dol

P(ANA) = (P(A))2 = P(A) soit P(A) = 0 ou P(A) = 1. O
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Chapitre 2

VARIABLES ALEATOIRES — LOIS DE
PROBABILITE.

Soit & une exprérience aléatoire et (€, 4, P) I'espace probabilisé attaché a &. Parfois, pour
pouvoir observer un w € () pris au hasard suivant la mesure de probabilité P, on a besoin
qu’une fonction de w puisse étre observée. Plus précisément, on considére une "quantité" X
pouvant prendre ses valeurs dans un ensemble 2" de fagon aléatoire et lié a & c’est-a -dire,
la valeur prise par X dépend de I'issue de &. Notons Ex I'exprérience aléatoire attachée a X,
8 la tribu des événements observables par X et (2, B, Px) l'espace probabilisé associé. Un
événement B lié a Ex i.e. B € B sera réalisé si, et seulement si, a la suite de & dont w apparait
x = X(w) € B est observé.

Schématiquement, X est 'application (Q3,4) — (£, B) et d'une fagon formelle,

"Bréalisé" ={X =x, x € B} vu au niveau de Ex
={w e Q, X(w) € B} vuauniveau de &
= X71(B)

On va imposer que VB € 8, X7 1(B) € 4, d’ou 'application X : (Q,4) — (27, B) est une
application mesurable de (€, 4) dans (£, B).

2.1 Variable aléatoire - Lois de probabilité

Définiton 2.1.1

On appelle variable aléatoire ( en abrégé v.a.) sur (Q,a, P), toute application mesurable X de (€2, )
dans (2°,8):YBe B, X'(B) = {lw e Q| X(w) e B} ={X e B} ed.

Lorsque :

e 2 =R, X est dite variable aléatoire réelle (v.a.r.),
o 2 =R", Xest un n-uple de v.a.r. dit vecteur aléatoire de R",
o 2" = E espace vectoriel quelconque, X est dite variable aléatoire,

o 2 =IN, Z ou D avec D dénombrable, X est dite variable aléatoire discrete.

Exercice 2.1.1
1) Soit A € d. On définit la fonction indicatrice de A notée 1, par

1siweA
1 =
al@) {O sinon

Montrer que 1,4 est une v.a.r.

2) Soit X : (Q,Ad) — (Z,B)uneva.et f : (Z,8) — (#,C) une fonction mesurable.
Montrer que Y = f(X) = f o X est une v.a. de (Q3,4) dans (%, C).
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Définiton 2.1.2
Soit X : (Q,A) — (X', B) une v.a. On appelle tribu engendrée par X notée o0(X), la plus petite
tribu sur Q rendant X mesurable. On a donc o(X) = o{X"'(B), B € B}.

Propriété 2.1.1
Soient X et Y deux v.a.r. sur (QQ,d, P). Alors Y est o(X)-mesurable ou encore
o(Y) C o(X) si, et seulement si, il existe une fonction Borel-mesurable f sur R telle que Y = f(X).

Preuve :

La condition est suffisante. Eneffetsi Y = f(X) = foX,alors VA € Bg, Y 1(A) = (foX) 1 (A) =
X1 (f~1(A)). Vue que f est Borel-mesurable et X est une v.a.r, f1(A) € Bret X~ (f1(A)) € A.
Pour la condition nécessaire, supposons d’abord que Y = 1,4 avec A = X0,

CeBr. Alors Y = Iy = 1lco X = foX = f(X)avec f = 1¢ et f est Borel-mesurable. Si Y
estétagée:Y =Y a1 avecVi=1,2,--- ,n, A; = X"Y(C)), C; € Br et on obtient Y = f(X)
avec f =Y. a;lc,.

Les cas Y positive et Y o(X)-mesurable quelconque s’en déduisent par passage a la limite
croissante et en écrivant Y = Y* — Y~ avec Y* et Y~ positives. m]

Définiton 2.1.3
Soit X : (QQ,4) — (£, B) une v.a. On appelle loi de probabilité de la v.a. X, la probabilité Px image
de P par X définie par

VB € B, Px(B) = P[X"}B)] = P[X € B].

La loi de X est dite multivariéesi 2 =R", n > 2.

2.2 Moments de variables aléatoires

Définiton 2.2.1
Soit X une v.a.r. sur (Q, A, P). On appelle espérance mathématique de X lorsqu’elle existe, la quantité

réelle notée E(X) ou X et donnée par

X:E(X):fgxfﬂz

Soit k € IN*. On appelle moment d’ordre k de X lorsqu'il existe, la quantité réelle notées E(X¥) ou
my(X)) et donnée par

m(X) = B(XY) = fQ X* dP.

On appelle variance (respectivement moment centré d’ordre k > 1) de X notée Var(X) ou o% (respec-
tivement (X)) lorsqu’ils existent, les quantités réels donnés par

0% Var(X) = E(X - E(X))* = f (X = E(X))* dP,
Q

wX) = BX-EX)F = [ (X~ ECOY P

On appelle écart-type de X, le réel noté ox € R* donné par ox = /Var(X).

On a le résultat suivant pour calculer facilement un moment de la v.a. X ou l'espérance d'une
fonction de X.
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Théoreme 2.2.1 (de transfert)
Soit X : (QQ,4,P) — (X', B, Px) une v.a. et g une fonction mesurable de (Z°, B) dans (R, Bg).
Alors g(X) est P-intégrale si, et seulement si, g est Px-intégrable et on a dans ce cas E(g(X)) =

J,80dP = [, gdPy.

Preuve :
Sig=1p,BeBona
[gdPx = [1pdPx=Px(B)=P(X(B))= [lIxpdP= [1p0XdP
= [ g(X)dP = E(g(X))

On passe au cas g simple par linéarité de l'intégrale, puis au cas g positive par passage a la
limite croissante et en appliquant le théoreme de la convergence monotone (Théoréeme de
Beppo-Levi) et ensuite, au cas g inégrable en écrivant ¢ = ¢* — ¢~ avec ¢g* et g~ mesurables
positives. O

Remarques 2.2.1
1) Si la loi Px de X est absolument continue par rapport a une mesure i : Px = f.u avec

f mesurable positive telle que VB € B, Px(B) = fB dPx = fo du, alors f%g dPx =
[, 800 f(x) du(x).

2) Dans le cas ou E(|X|) existe, on dit que X est P-intégrable et on note X € LY(Q,a,P)
ou simplement X € L'. Plus généralement, si pour p € IN*, E(X]’) < +oo, on note
Xelr(Q,a,P)youXelr.

3) L'opérateur E n’est autre chose que l'intégrale de Lebesgue d"une fonction mesurable par
rapport a la mesure P (e.g. E est linéaire croissante).

2.3 Inégalités fondamentales

Théoreme 2.3.1 (Inégalité de Markov) 1
Soit X une v.a.r. telle que |X|" € L', r > 0. Alors Ve > 0, P[|X| > €] < ;]E(ler).

Preuve :
E(XI) = [IXIdP = [ IXI"dP+ [ IXI"dP
> Jiog IXIdP > [ dP = eP[X| > e]. . =
Corollaire 2.3.1 (Inggalité de Bienamey-Tchebyshev) var(X)
Si X € L7(Q,A,P) alors Ve > 0, P[|X — E(X)| > €] < 2
Preuve :
On applique I'inégalité de Markov alava. Y = X — E(X) avec r = 2. m|

Théoréme 2.3.2 (Inégalité de Jensen)
Si X € L(Q,4,P) et si ¢ : R — R est une fonction convexe telle que g(X) € L' alors

S(E(X)) < E(g(X)).

Preuve :
Posons m = E(X). g étant convexe, il existe une droite passant par le point (m, g(m)) et située
sous le graphe de g c’est-a -dire, une fonction affine
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p(x) = a(x —m) + g(m) < g(x) Vx € R. On a donc ¢(X) = a(X —m) + g(m) < g(X), d’ot en
prenant I’espérance on obtient g(m) < E(g(X)) c’est-a -dire g(E(X)) < E(g(X)). O

Exercice 2.3.1

Reprendre la démonstration de 1'inégalité de Jensen en supposant que g est convexe et
deux fois dérivable. Indication : écrire la formule de Taylor de g a I'ordre 2 au voisinage de
m = E(X).

2.4 Fonction de répartition - Densité de Probabilité

Définiton 2.4.1
Soit X une v.a.r. sur (Q3,4d, P). On appelle fonction de répartition de X, la fonction Fx définie sur R
par Fx(x) = Px (] = 0, x]) = P(X €] = o0, x]) = P[X < x].

On vérifie que Fx caractérise la loi de la v.a. X et a les propriétés suivantes :
(i) Fx est croissante.
(i) lim Fx(x) =1et lim Fx(x) =0.
x—+00 X——00

(iii) Fx est continue a droite : }}11})1 Fx(x+h) = Fx(x), Vx € R.

Théoréme 2.4.1
Si F est une fonction sur R vérifiant les propriétés (i)-(iii) alors il existe un espace probabilisé (€2, A, P)
et une v.a.r. X sur (Q,a, P) telle que F soit la fonction de répartition de X.

Preuve :

On pose Q2 = R, I = B la tribu borélienne de R, P la mesure de Lebesgue-Stieltjes détermi-
née par F sur  : P(]a, b]) = F(b) — F(a) et on définit X par X(w) = w, Yo € Q. Alors X est une
v.a.r.sur (Q,4,P) telle que Vx € R, P[X < x] = F(x). O

Autres propriétés de Fx :

e Si Fx est continue, on dit que la loi de X est continue ou diffuse, ce qui est équivalent a
P[X=x]=0, Vxe R

e S’il existe une fonction mesurable positive f telle que Vx € R, Fx(x) = f_ xoo f(t) dt alors on
dit que X ou la loi Px de X est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
dt sur R et f est appelé densité de probabilité de X. La densité de probabilité joue le méme
role que la probabilité élémentaire P, = P[X = x] dans le cas X discrete, mais f « 1 en
général.

Remarque 2.4.1
Par analogie au Théoréme 2.4.1, si g est une fonction mesurable positive ou nulle intégrable

et si f_ J;:o g(x) dx = 1, alors g est une densité de probabilité, celle dont la fonction de ré-
partition absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R est G définie par

Gx) = [ g(b) dt.

Théoréme 2.4.2
SiXestune v absolument continue, ayant pour densité de probabilité f alors
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i) P X=x]=0,VxeR;
i) Pla<X <bl= [ f(H)dt, YabeR.

Preuve :
OnaVxe R, P[X = f f(t)dt = 0, cela signifie quesia < b, Pla< X <b] =Pla<X<

b] = Fx(b) — Fx(a) car {a <X < b} ={X<b}\ {X <a} etdonc que Fx(b) FX(a) f ft)ydt. O

Remarques 2.4.1
1) D’apres le Théoreme 2.4.2, si X est une v.a.r. et B est un borélien de R (B € Bg), alors

P[X € B] = [, dFx.
En effet si B est de la forme B = | Ji_,(a;, b;] avec a;,b; € R, a; < b; et n € IN*, alors

PIX €B] =P[X e Ul (@bl = ¥, Pla; < X < b]
i=1

- 1:21 f(ﬂz‘/bi] dFx(x) = fU?ﬂ(ﬂi,bd dFx(x)
= j;; dFx(x)

et on conclut grace au théoréme de la classe monotone vu que la classe des parties de R de
la forme | JI_, (a;, b;] est stable par intersection finie.

2) Si g est une fonction Borel-mesurable sur R alors d’apres le Théoreme 2.2.1, E(g(X)) existe
si et ssi, fR |g(x)| dFx(x) < +o0 et dans ce cas E(g(X)) = f_:o g(x) dFx(x).

3) Si X est absolument continue avec pour densité fx alors E(X) = f_ T: xfx(x) dx et E(g(X)) =
f_ J:O g(x) fx(x) dx des que ces intégrales sont finies.

2.5 Lois multivariées

Les définitions et résultats précédents se généralisent au cas de vecteurs aléatoires dans R" :

Définiton 2.5.1
Soit X = (Xy,---, Xy) un v.a. sur (3,4, P) a valeurs dans R". On appelle fonction de répartition de
X, la fonction Fx sur R" définie par

FX(xll °c ) P[Xl X1, n < xn]/ v('xll o ;xn) € Rn~

Fx détermine la loi de probabilité de X dite loi conjointe du n-uple (Xy,--- , Xy,).

On appelle loi marginale de la v.a.r. X; du n-uple, la loi de fonction de répartition

FXi(x) = xlln_’xiil}i}}}.’xn_)_‘_oo PX(xll e Ixn)'
X=X

La loi du n-uple est dite discreéte s’il existe une partie dénombrable D de IR" telle que
Px(D)y= Y PIXi=xp, X, =x,]=1.
(x1,+ xn) €D

Elle est dite absolument continue s’il existe une fonction Borel-mesurable et positive f sur IR" telle
que ¥(x1,---,x,) € R?,

FX(xll e /xn) = f f f(tll dtl d



S’il en est ainsi, on dit que la v.a. X a pour densité

anFX(X], tee /xn)
oxy---dx,

On appelle densité marginale du p-uple (Xi,, - -+ , X;,) extrait d'un n-uple (Xq,--- , X)), 1<p<mn,la
fonction

fx(xr, oo, x,) =

f(x,-l,...,xip)(xilf"' ,xip) = flxi, - 7 Xiyy Wiy ® 0 ,Uj,) duz‘,,+1 <o du,.
R"-?

Exemples 2.5.1

1) Soit X et Y deux v.a. sur (Q, 4, P) avaleursdans Z tellesque V(i, j) € Z*,P[X =i, Y = j] = p;;.
Alors la loi conjointe du couple (X, Y) a pour fonction de répartition

Fxy(x, y) = Z P, Y(x,y) € Z*.

<X, <Yy

2) Soit (X, Y) un couple de v.a.r. de fonction de répartition conjointe
l—e*—eV+e™Y, si(x,y) e R2
F L Y) =
xn (X Y) {O, sinon
Alors les lois marginales de X et de Y ont pour fonction de répartition Fx(x) = (1 —e™)1r+(x)
et Fy(y) = (1 — e7¥)1r+(y). La densité conjointe est donnée par

PFixy _fe™ Y, si(x,y) € R
B 0, sinon

fon (o y) = —- oy

et les densités marginales de X et Y sont données par
+00

£ = [ foon(x, ) dy = e "1ge(x) = Fy(x) et
+00

AW = [ fan(xy) dx = e Vg (y) = F ().

Théoréme 2.5.1
Si X = (Xy,---,Xy) est un v.a. dans R" admettant pour densité fx et si A est un borélien de
R" (A € Brn) alors

PIX A= PO X el = [dpx= [ s m) dxed,
A {(x1,++ xn)EA}

Théoreme 2.5.2
Si X = (Xy,-++,X,) est un v.a. dans R" et g : R" — R est une fonction Borel-mesurable, alors

E(g(Xy, -+ -, Xy)) existe si et ssi f]Rn lg(x1, -+, xu)ldFx(x1,- -+, x,) < +00 et dans ce cas

]E[g(Xll IXH)] = fg(Xll IXn) dpP = f g(xll"' Ixn) dFX(xll"' /xn)-
Q R"

Exemples 2.5.2 1.
1) Soit f la fonction sur R? définie par f(x,y) = { ab’ si0<x<aetO<y<b
0, sinon

f est une densité de probabilité car f > 0 et f . flx,y) dxdy = 1.
Si (X, Y) est le vecteur aléatoire de R? dont la loi a pour densité f, on a

) 1 ~ fAmB dxdy _ Aire (A)
P[(X,Y) € A] = f fA fx,y) dxdy—g fA . dxdy = ab  Aire (B)
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pour tout borélien A, A C B =]0, a[Xx]0, bl.

2) Soit X et Y deux v.a.r. d’espérances finies et soit a,b € R. Alors

E@X +bY) = aX +bY dP = ff (ax + by) dF x v)(x, y)
f)‘ﬁqz ax dP(Xy X, y) + ffIRZ by dF(Xy)(x y)
Jox dEx(x) + b [ y dFy(y) = aB(X) + E(Y).

ce qui signifie que 'opérateur E est linéaire sur l'espace L*(Q), 4, P).

Définiton 2.5.2
Soit X = (Xq,--- , X,) unv.a. de R". Alors l'espérance mathématique de X est le vecteur de R" donné
par

E(X) = (E(X1), -, E(X,))

ot dorénavant I’opération prime désigne la transposé d’ un vecteur ou d’une matrice.
Pour n = 2, on appelle covariance du couple (X,Y) le nombre noté Cov(X,Y) ou oxy donné par

Cov(X,Y) = E[(X - E(X)) (Y — E(Y))] = E(XY) - E(X)E(Y).
On appelle coéfficient de corrélation de X et Y, le nombre noté rxy ou pxy donné par

Cov(X,Y) COU(X Y)
\/Var(x) VVar(Y) 00y

On appelle variance du v.a. X = (Xy,--- , X,) de R", la matrice carrée d’ordre n notée Lx et appelée
matrice var-covar ou matrice de dispersion de X donnée par

Zx = E[(X ~ EQO)(X - EX))] = |Cov(X;, X)]

<ijj<n

Remarques 2.5.1
1) En remarquant que (X, Y) = Cov(X, Y) est une forme bilinéaire symétrique définie posi-
tive sur I'espace préhilbertien L?(Q), 4, P) on a, en appliquant l'inégalité de Schwarz

-1<Ryxy <L
2) On vérifie que Xx est une matrice symétrique et positive :
YaeR", a’Xxa >0
et invariante par translation par un vecteur constant :
YaeR", Xxy, = Zx.
2) On vérifie aussi que si M € M, ,(R) et Y = MX alors
E(Y) = ME(X) et Xy=MIxM € M,(R).

2.6 Fonctions caractéristiques

En considérant dans le Théoréme 2.2.1 de transfert les cas particuliers g;(x) = e="*, gi(x) =
3 n
e<*, ouVt,x e R", n>1,<tx>= Y tyx; est le produit scalaire canonique des vecteurs x et
i=1
t de R" et g5(x) = s*, on obtient sous réserve de leurs existences :
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Définiton 2.6.1
Soit u une mesure bornée sur R". On appelle transformée de Fourier de p la fonction sur R",
t = @,(t) donnée par

q)“(t):f e~ du(x).
R”

On appelle transformée de Laplace (respectivement de Fourier) d'un v.a. X de R", la fonction sur R",
t — Mx(t) (resp. t —> Dx(t)) définie par

Mx(t)

]E[e<t'x>] = f e dPx(x) (resp.)
(Dx(t) — E(ei<t,X>):f €i<t'x>dpx(X).

Lorsque X est une v.a.r. a valeurs dans IN, on définit la fonction génératrice Gx de X

[e¢]

Gx(s) = E[s¥] = Z $*P[X = k], Vs € [-1,1].

k=0
La transformée de Fourier ®@x(t) est donc la transformée de Fourier de la mesure de proba-

bilité Px. Elle aussi appelée fonction caractéristique de X.

Exercice 2.6.1

1
1) Montrer que Vk € IN, Py = P[X = k] = EG?;)(O), en particulier la connaissance de Gx

détermine la loi de X.

2) Montrer que Yk € IN*, E(X") existe si et ssi, Gg’?(l) existe et dans ce cas on a
E[X(X-1)---(X—k+1)] = GP(),

en particulier IE(X) = G} (1) et E(X?) = GY(1) + G4 (1).

Lenombren, = E[X(X —1)--- (X — k + 1)] lorsqu’il existe, est appelé moment factoriel d’odre
k de X.

Théoreme 2.6.1

On a les propriétés suivantes :

1) La fonction caractéristique @x(t) caractérise la loi de la v.a. X :
Ox(t) = Dy(t), Vt € R", n > 1, si et ssi, X et Y ont méme loi.

2)Sia € R, beR", ona@x(t) = <> Dy (at).

3) Si X est une v.a. a valeurs dans R", n > 1 et si X a un moment d’odre p : | X [Pe L}, alors Oy est
de classe CP et pour k = (ky,--- ,k,) tel que |k h=a <pona

s " 9Dy
Dx(0) = —————
<O OIS - Oty

. ki vk ko
ot gk 0)=1"E [Xllxz2 e X ]
1 n

ot |kl=ki+---+k,et0=(0,---,0) est le vecteur nul de R".

La démonstration du 1) du théoreme 2.6.1 est basée sur le lemme et le théoréeme suivants.
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Lemme 2.6.1 '
L’ensemble & des fonctions x — e<'*>, t € R¥ de R? dans C est total dans L}:(y), c-a-dire, l'adhérence

de I'espace vectoriel engendré par ces fonctions est égale & Li(u).

Preuve :

II suffit de démontrer que pour tout Y € L}:(y), Y L {x o e<t*>} cest-a-dire f Y(x)et *du(x) =
0, Vt € R? implique Y = 0 u — pp. Ce qui revient a montrer que f Y(x) cos(t’x)du(x) = 0,Vt €
RF, =Y =0u-pp.

Soit A l'algebre engendrée par les fonctions x — cos(t'x),t € RP]. Il s’agit de montrer que
VY € Lg(u), Y L A=Y =0 u—pp. Comme A est un ensemble de fonctions bornées stables
par multiplication, soit B, = [-n,n]?, n € IN". Alors la tribu engendrée par la restriction de A
a B, est la tribu borélienne sur B, d"apres le théoreme de Stone-Weirstrass. D’ott 6(A) = Bry.

Soit Y € A et soit H = {Z € LZ(u)| f YZdu = 0}. ‘H est un espace vectoriel contenant A,
stable par limite croissante et par limite uniforme. H contient donc toutes les fonctions o (A)-
mesurables bornées, donc aussi toutes les fonctions mesurables bornées, d’apres le théoreme
de la classe monotone. Par conséquent VB € By, 1z L Y i.e. fB Ydu = 0, ce qui implique
Y=0u-pp. O

Théoréme 2.6.2 (d"unicité)
Soit u et v deux mesures bornées sur RP. Si @, = @, alors u =v.

Preuve :

1) Supposons @, = @, et posons m = %(p +v). Alors ®, = ®, = ®,. Or m(B) = 0 =
u(B) = 0. Donc u < m. D’apres le théoréme de Radon-Nikodym, il existe Z > 0 m-intégrable
telle que y = Zm, d'ou @, = @, & f et*Z(x)dm(x) = f e**dm(x), ¥t € RP. Soit encore
fe”"‘(Z(x) — 1)dm(x) = 0, ¥t € RP. Comme Z — 1 € LYm), alors Z -1 = 0 m — pp., ie.
Z =1m - pp. d’apres le Lemme 2.6.1 précédent, soit encore uy = m. D’'ott u = v = m. m]

Preuve du Théoréme 2.6.1 :
1) On applique le Théoréme d'unicité aux mesures de probabilité Px et Py sur R".

2) q)aX+b(t) =FE [ei<t,uX+b>] — ei<t,b>E [ei<t,aX>] — €i<t’b>q3x(at).

3) Supposons d’abord p = 1 et n = 1. La fonction t —— ¢*X(®) est de classe C' pour tout w € Q,
et on a sup, [IX(w)e™* @] < |X(w)| avec X € L! par hypothese. Le théoreme de dérivation
sous le signe intégral montre que @, € C' et que @, (t) = iE(Xe"X) soit @} (0) = iE(X). On
termine la preuve par récurrence sur p.

0Dy

Dans les cas particuliersp = 1,7 > 1, le théoréme fournit I(X;) = —1?(0, --,0),j=1,---,n
j
. *Dy
etpourp=2,n>1EXX) =-i=——-(0,---,0), k,I=1,--- ,n. O
oot

Propriété 2.6.1
La fonction caractéristique ®x(t) d'un v.a. X de R", n > 1 vérifie
(i) Ox(0) =1, (i) |Px(t)| <1VteR", (iii) Dx(t)est uniformément continue.

Preuve :
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(i) Px(0) = [, dPx(x) = Px(R") =1.
(i) YVt e R, [Ox(t)] < [, €< dPx(x) = [, dPx(x) = 1.

(iii) Par 1'inégalité des accroissements finis, on a

sup |ei<t,x> _ ei<s,x>| < min(2, Ul'x”) @1
lt=sl<n

ol ||x|| désigne une norme sur R". L'expression a droite de (2.1) étant indépendante de ¢ et
de s, on a le résulat en appliquant le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue. O

Théoréme 2.6.3 (Formule d’inversion)
Soit X est un v.a. dans R", n > 1 telle que ®x(t) € L'(R"). Alors la loi de X est absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R" admettant pour densité de probabilité donnée par

1 —i<t,x>
) = fR e dt.

Le lecteur pourrait consulter le livre de Rényi pages 294-299 pour une démonstration et une
extension dans le cas n = 1.

Exercice 2.6.2 1 f“’" M gt

1) Montrer que si X € L' alors E(|X]) = —

Shal I cos(tIXI e 1-cosu
Indication : Poser u = t|X| d’ou f dt = Ile
0

Prendre ensuite 1’espérance en utilisant le Theoreme de Fubini.

2) Soit X une v.a.r. a valeurs dans IN avec Py = P[X = k], Yk € IN. En supposant la fonction

caractéristique @x de X connue, calculer P, pour tout k € IN.
271

1 .
Solution : P; = 7 eldx(t)dt, j=0,1,--
0

2.7 Formule de changement de variables

Pour des calculs de lois dans des situations compliquées, on a souvent besoin d’effectuer un
changement de variables dans les intégrales. Le théoreme suivant en est un rappel de cours
d’intégration.

Théoréme 2.7.1

Soit D et A deux ouverts de R" , n > 1 et ¢ un C'-difféomorphisme de D sur A. Alors pour toute
fonction borélienne positive ou intégrable g sur A on a

f 8(y) dy = f Sp))Jp(x)| dx (2.2)
A D

ot Jo(x) est le déterminant de la matrice jacobienne de @ = (p1,--+ , Pn).

21



Cas des variables aléatoires

Soit X un v.a. a valeurs dans un ouvert D de R" ayant une densité fx et soit ¢ un C!-
difféomorphisme de 'ouvert O dans un ouvert A de R". On pose Y = ¢(X) et on cherche la
loi de Y. On a pour toute fonction mesurable positive g quelconque sur A :

E(g(Y)) = E@QW(X) = [, 8W(X) dP = [, s@(x))fx(x) dx
J s @ WY ()l dy .
S W WY W)I1A(Y) dy.

On en déduit que la v.a. Y a pour loi de densité donnée par

AW = @ Y (W)Lay).

Exemple 2.7.1
Soit X = (Xj, X,) un couple de v.a.r. de loi conjointe la loi normale N (0, ;) sur R? définie par

1 X1
la densité fx(x1,x,) = 7 ¢ -3(1+3) On pose Y = 3 avec Y =0si X, = 0. Trouvons la loi de Y.
2

Pour toute & mesurable positive sur R on a
oo 10,2,.2
s = B[] = 50 [ [ n(E)etid dnan

Soit le difféomorphisme ¥ : R? — R? qui a (x1,x) associe (y,z) avec y = % etz = xp.
2

Alors ¢! est le difffomorphisme réciproque qui a (y,z) associe x; = yz, x; = z. On a

D(xq,x N
JYv~(y,2) = D((; Z;) = (Z) ‘T{ =z.D’ou
E(h(Y)) = f (y)e 22z dydz T f h(y){% fm e 217 5| dydz}

- f (y)n(l )

La loi de Y est donc la loi de densité f(y) = Yy eR.

n(l+y2)’

Exemple 2.7.2 (Loi d'une somme de deux v.a.)
Soit X et Y deux v.a.r. sur (€, 4, P) tel que le couple (X, Y) ait pour densité fixy,(x, y). On pose
Z = X + Y eton cherche laloide Z. Z est a valeurs dans Reton a Vz € IR,

P[Z<z]=P[X+Y<z]= ff foxn(x, y) dxdy.
(x,)ER? | x+y<z}

Posons D = {(x, y) € R? / x + y < z} et soit ¢ le difffomorphisme de D dans A qui a (x,y) € D
associe (1,v) € Aavecu =x, v =x+yet A = RX] — oo, z].

Le difféomorphisme réciproque ¢! est ’application qui a (1, v) € A associe
x=u,y=v—-u.Ona

1 |1 0] _
Jotwe =4y §=1
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f foxn@ ydxdy = f foxn(u, v — u)dudo = f fox)(u, v — u)dudo
D A R J(=00z]

e [ ( [ oo du) o
= j: ; fz(v)do.

D’ou Z a pour loi de densité
fz(z) = ff(u,z —u) du.
R

Dans le cas particulier ott fixv)(x, ) = fx(x).fy(y), pour tout (x, y) € R?, on obtient

£2) = f Felfole — ) du % s f(2)

et la loi de Z est la convolution des lois de X et de Y notée £L(Z) = L(X) * L(Y). fx* fy est par
définition, la convolution de fx par fy et la convolution est commutative.

Exercice 2.7.1
Soit Xj, X5, X3 trois v.a. indépendantes et de méme loi normale centrée réduite notée N(0, 1).
On pose

Y =X+ X5, + X;, Y, = X; - X;, Y; =X - X;s.

Loi du vecteur Y = (Y1, Y3, Y3)?

Solution abrégée : On trouve

1
FY) = 3 W, Yy = (1, y2, ¥5) € R

o1 Q(y) est une forme quadratique sur R® a préciser.

2.8 Indépendance de variables aléatoires

Rappelons que si X : (Q,4,P) — (27, B) est une v.a, la tribu engendrée par X est la sous-
tribu de 4 définie par o(X) = X }(B) = {X"}(B), Be B} c a.

Définiton 2.8.1
Soit (X;)ier une famille de v.a. sur (QQ, A, P). On dit qu’elles sont indépendantes et on note (X;)ier AL si
et seulement si, les tribus engendrées o(X;)ic; sont indépendantes.

On a les criteres probabilistes suivants :

Théoreme 2.8.1
Soient X1, Xy, -+ , X, nv.a. sur(Q,A,P). Elles sont indépendantes si et seulement si, Px, x, . x,) =
®" Px.
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Preuve:
Soit X; : (QQ,4) — (%, B;). La loi conjointe de (X, - - -, X,,) est la loi produit si et seulement
si, pour tout parallélépipede mesurable B; X B, X B,, B;€ B;, i=1,--- ,n,0ona

Px, %, x)(B1 X By X -+ X B,,) = Px,(B1)Px,(B,) - - - Px,(By)

ou encore

P|X; € By, , X, € By| = [T, P(X; € B)) = IT, P(X; ' (B). (2.3)
Orl'indépendance des v.a. X; équivaut a l'indépendance des tribus o(X;) qu’elles engendrent,
c’est-a -dire, les X; sont indépendantes si et seulement si (2.3) est vérifiée. O
Corollaire 2.8.1

Lesva.r. Xy, -, X, sont indépendantes si et seulement si,
F(Xll...,xn)(xl, cee ,Xn) = HleFX,(xi), V(Xl, cee, xn) e R".

Preuve :
C’est (2.3) avec B; =] — o0, x;]. O

Corollaire 2.8.2
Siles n va.r. Xq,---, X, ont pour densités fx,,---, fx, respectivement alors (Xq,---,X,) 1 si et
seulement si, ¥(x1,--- ,x,) € R",

fox - xn @1, x0) =TT, fx (x)
ot fx, - x) (X1, -+, x,) est la densité conjointe de n-uple (Xy,--- , X,,).

Proposition 2.8.1

Soit Xq,--- , Xy, nv.a.sur(Q,A,P)avaleurs (21, B81),- - , (L, Bn) respectivement et soit g1, - , gn
n fonctions mesurables de (21, B1) dans (#1,C1), -+ ,(Zn, By) dans (%, C,,) respectivement. Alors
la suite (Xq,- -+, X,,) est indépendante si et ssi (3(X1), -+, §(Xy)) est indépendante.

Preuve :

La condition est évidemment suffisante. Elle est nécessaire car les tribus engendrées par les
v.a. gi(X;) sont incluses dans les tribus engendrées parles X;, i = 1,2,--- ,n. Elles sont donc a
fortiori indépendantes en vertu de la définition 2.8.1. m|

Théoreme 2.8.2
Les va.r. Xy,---,X, sur (Q,4,P) sont indépendantes si et ssi, pour toutes fonctions réelles ou
complexes Borel-mesurables positives ou bornées hy,- - , hy,

B (T (X)) = T B(hi(X3))-

Preuve :
Notons G(xy, - -+, x,) = [T Fx,(x;), Y(x1,- - -, x,) € R" et soit u la mesure de Lebesgue-Stieltjes
sur R" vérifiant pour tout a;,b; € R, a; < b;

ite (H?:1(ai/ bi]) =T, (Fx,(bi) — Fx,(a:)) .

En utilisant le Théoréme de Fubini avec le Corollaire 2.8.1 on a

+00
TLEGCD) = T [ hdF) = [ ()G, )
—00 R7
= B(ITL, (X))
si et seulement si les X; sont indépendantes. O
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Corollaire 2.8.3
Si Xy,---, X, sont n v.a.r. indépendantes et de carrés intégrables alors

Var(zn: X;) = Zn: Var(X;).
i=1 i=1
Preuve :
Var( ; X)) = B[ ( ;1 X; - E ;1 X)) ] =B ; X - Bx) )

= Zl Var(Xi) + L, B[ (X - E(X)(Xi - E(X) | - 0
1= ];t

=0

Corollaire 2.8.4
Soit Xi,-++, Xy, n va. sur (QQ,A4,P) a valeurs R", n > 1 et soient @y,,--- ,Dx, leurs fonctions
caractéristiques respectives. Alors (Xy,--- , X,,) indépendante si et seulement si, ¥(t,,--- ,t,) € R",

(D(Xh“',xn)(th e, tn) = H?:l(DX,-(ti)-

Preuve:
Prendre Iy (x) = é<*> , k=1,--- ,n dans le Théoréme 2.8.2. m|

Corollaire 2.8.5
Si Xy, -+, Xy sont nv.a. sur (Q, A, P) indépendantes alors la loi de X; + - - - + X,, est égale au produit
de convolution des lois de X; :

PX1+~~+Xn = le *Px2 Fooe *Pxn~

En particulier si les X; ont des densités fx,i=1,2,--- ,netsi(Xy, - ,X,) indépendante alors

fxireix, = fxo % fro %00 * fx,

Preuve :

Par récurrence sur n. Pour n = 2, on a fx,+x, = fx, * fx,- On passe au rang n en écrivant
X1+ -+ X, =501+ X, avec S,-1 = X5 +--- + X,,_1. On termine en appliquant '’hypothése
de récurrence et le résultat pourn =2a S, + X,,. O

Corollaire 2.8.6
Siles X;, i =1,2,---,n sont des v.a. indépendantes alors pour tout 1 < p < n, les vecteurs
X=Xy, -, Xp)etY = (Xp4,- -+, X,) sont indépendantes.

Exercice 2.8.1

1) Soit X une v.a. a valeurs {0,1} avec P[ X = 1] = pet P[X =0] =1-p.Si X;,--- , X, sont n v.a.
indépendantes de méme loi que X, montrerque Z = X; +---+ X, apourloi Q ={1,2,--- ,n}
etVk € Q, P[Z = k] = Ckp*(1 — p)" -,

2) Soit X une v.a. a valeurs R, admettant pour densité fx(x) = Ae**1g, (x), A € R;. Montrer
que si Xy, - -+, X, sont n v.a. indépendantes de méme loi que X alorslav.a. S, = X +---+ X,
a pour loi de densité

fsn (x) = (ni 1)!xn_1 e_Ax]]‘R+ ('x)
3) Montrer que si X et Y sont deux v.a. indépendantes a valeurs IN, alors la fonction généra-
trice de X + Y vérifie Gx,y(s) = Gx(s) Gy(s).
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2.9 Lois conditionnelles

Par analogie aux probabilités conditionnelles, on définit les lois conditionnelles dans les cas
simples.

2.9.1 Cas de variables aléatoires réelles discrétes

Soit X et Y deux v.a.r. discrétes. Par analogie a la définition de la probabilité conditionnelle
de A sachant B avec P(B) > 0, on définit la loi conditionnelle de X sachant Y = y pour tout
y € R telle que P(Y = y) # O par:

PX=xY=y)

PF¥X=x)=PX=x]Y =y) = P(Y =y)

La fonction de répartition conditionnelle de X sachant Y = y est définie par

Fyy(ay) = PH(X <x) = ) P (X =),

s<x

Remarques 2.9.1
Lorsque X et Y sont indépendantes, P(X = x|Y = y) = P(X = x) et Fx/y(x|ly) = Fx(x) = P(X <
X).

Exemple 2.9.1
Soient X et Y deux v.a. indépendantes de lois de Poisson de parametres A et u respectivement.
On cherche la loi de X sachant X + Y =n,n € N.On a, pour tout0 < k <,

PX=kX+Y=n) PX=kY=n-k)
PX+Y=n = PX+Y=n)

PX=kKX+Y=n)=

Or X et Y sont indépendantes, donc X + Y suit la loi de Poisson de parametre A + u et
P(X=k Y =n-k)=PX =k)P(Y = n - k). Par conséquent,
PX =P =n-k 5
_ N = =Nn—=K) Tk (k)
P(X = le +Y = 7’1) - P(X +Y = n) - (/\+‘u>ng—(/\+y) :

n!

Apres simplification, on obtient

k A«

P(X = KX +Y = n) = Ck (= iyt

A+u” "A+u
On en conclut que la loi de X sachant X + Y = n est la loi binomiale de parametres n et

A
p= Atu”

2.9.2 Cas de variables aléatoires réelles continues

Supposons X et Y continues et soit fxy(x, ) la densité conjointe du couple (X, Y), fx(x) et
fr(y) les densités marginales de X et de Y respectivement. Alors il existe des distributions
conditionnelles de X sachant Y et de Y sachant X données par

e densité conditionnelle de X sachant Y =y :

_ fxy(x, y)
fry)
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e densité conditionnelle de Y sachant X = x :

_ Sy )
YN (y) = = , Yxot x) # 0. 25
Preuve de 2.5:
On part de
PIY < ylx < X < x + da] PIY <y,x <X <x+dx]
syRsastma Plx < X < x + dx]
fu l:(“dx f_ U;y fxy(u, v)dudo
= u=x-+dx ’
fu . ) fx(u)du
En divisant le numérateur et le dénominateur par dx et en faisant tendre dx vers 0, on obtient
y fX Y(x/ U)
PlY<yx<X<x+dx] — G(y) = ————dv
Y <yl | = ow=| =
Il est clair que G(y) est la f.r. d"une loi continue ayant pour densité
fxx(x,y)
= ,—/ € R/
S
et on appelle G (resp. g) distribution ou f.r. conditionnelle (resp. densité conditionnnelle) de
Y sachant X = x, valable pour tout x telle que fx(x) > 0. O

Remarque 2.9.1
Dans le cas ot1 X et Y sont indépendantes, on a f;=*(y) = fy(y).

Exemple 2.9.2
Soit X et Y de densité conjointe

207, si 0<x<y<+o0

fX,Y(x/ }/) = {0’

sinon.
I(A) désignant ici la fonction indicatrice de I'événement A, on a
fx(x) = 2e7FI(x > 0), fr(y) =271 —e Iy > 0).

La densité conditionnelle de Y sachant X = x est

o 270 <x <)
X=x _
KW= G2 0)

=V < x < ).

La densité conditionnelle de X sachant Y = y est

27V[(0<x<y) e~

Y= f—
I Uy R bl
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2.9.3 Espérance conditionnelle

Cas discret :
Pour tout y telle que P(Y = y) > 0, on définit I'espérance conditionnelle de X sachant Y = y

par
EX|Y = y) = Z XPYV(X = x) = Z xP(X = x[Y = y) (2.6)
Exemple 2.9.3

X et Y sont indépendantes de méme loi binomiale de parametres n et p, B(n, p). On cherche
I'espérance conditionnelle de X sachant X + Y = m.

On détermine d’abord la loi conditionnelle. Posons g = 1 — p. Puisque X et Y sont indépen-
dantes, on sait que X + Y ~» B(2n,p) et que P(X = x,Y = y) = P(X = x)P(Y = y) (ce qui est
faux en général). D'out

) _ PX=kP(Y=m—k  CiprgrrCrprkgrmk

Apres simplification, on obtient

Ckcm—k
PX=KX+Y=m)=—1_
o

Il en résulte que la loi de X sachant X + Y = m est la loi hypergéométrique H (N, n, M) avec
N = 2n,n = m et M = n dont 'espérance mathématique est n.3; = m5. = 7. On en déduit

que EXIX+Y =m) = %
cas continu :

Lorsque les v.a. X et Y sont continues, on définit I’espérance conditionnelle de X sachant
Y = y pour tout y telle que fy(y) > 0 par

E(X|]Y =) = f}R xfy Y (x)dx. (2.7)

Exemple 2.9.4
Soit X et Y de densité conjointe

eve /Y

fxy(x,y) = I(x >0,y > 0).

On a d’abord, en se rappelant que lanp = 413,

fory)  fovny)
K@) 7 forlx, yydx
“leYex/y .
+Ooy el Ix>0,y>0) le_?l(y > 0).
[ ylevevl(x > 0,y > 0)ydx Y

) =

Donc pour tout y > 0, la loi conditionnelle de X sachant Y = y est la loi exponentielle de
parametre i et cette loi a pour espérance y. Ce qui veut dire que

EX|Y =y) = f xy tele ™ Vdx = y.
0
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Notons que E(X]Y) est une variable aléatoire o(Y)-mesurable, d’ott d’apres la proposition
2.1.1
E(XY) = foY = f(¥)

avec f fonction réelle mesurable. Cette fonction f est définie par x — f(y) = E(X]Y = y). On
a

Théoréeme 2.9.1
E(EX]Y) = E(X) (2.8)
Si Y est discrete, ce théoreme dit que
E(X) = BE(XIY) = ) BX]Y = y)P(Y = y) (2.9)
y
et dans le cas cas continu, il dit que
E(X) = E(E(X]Y) = fRE(le =) fr(y)dy. (2.10)

Preuve du Théoréme dans le cas X et Y discretes :
D’apres (2.9), il vient

Y EXIY = y)P(Y = y)
y

Y Y APX =Y = yP(Y =)
5

ZZxP(X:x,Y: y) = ZxP(X:x) = E(X).
5 -

Exercices 2.9.1
Ex 1: Soient X et Y deux v.a.r. continues. Trouver la loi de X + Y et étudier le cas X et Y
indépendantes.

Solution :
On a

PX+Y <z

f P(X+Y <zlY = ) A (y)dy

[o¢]

j: PX <z-ylY =y)fr(y)dy

[o¢]

- f Fyv(z - Yl fr(n)dy

[o¢]

ou Fx/y(x|y) désigne la f.r. de la loi conditionnelle de X sachant Y = y.

Dans le cas d’indépendance, on a Fx;y(x|y) = Fx(x), d’ou

+00

Fan(z = vl fr(dy = f Fu(z — 1) fr )y

et par le théoreme de dérivation sous le signe intégral, on obtient la densité fx.y(z) de
lava. X+Y:

PX+Y<z) = f

[o0]

frr(@ = f AWz - iy = fx * ()

ou f x g est la convolution de f par g.
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Ex2:

Ex3:

Ex 4 :

On note par N(t) le nombre de personnes arrivées dans une gare a I'heure t > 0 et par
Y I'heure d’arrivée du train. On admet que N(f) suit la loi de Poisson de parametre At
notée P(At) et que Y est indépendante de N(t), Yt > 0. Calculer E(N(Y)).

Solution :
¥Vt > 0, on a par indépendance et le fait que N(t) ~» P(At),

EN@®)Y =t) = E(N(t)) = At.
D’ou
E(N(Y)) = E(E(N(Y)IY)) = E(AY) = AE(Y).
Soit E(N(Y))) = /\% si Y suit la loi uniforme sur [0, T] notée U[O0, T].
Soient Xj, X, - -+ , X, des v.a.r. indépendantes et de méme loi. Soit Nune v.a. a valeurs
entiéres indépendante des X;. On pose Y = i X;. Déterminer E(Y).

i=1
Solution :

En tenant compte de l'indépendance des (X;) et de N, puis du fait que les X; sont iid,
ona

E(Y) = E(E(Y|N)) = i E(Y|N = n)P(N = n) = i E [Z Xi] P(N = n)

=0 n=0 i=1
= i Z E(X)P(N =n) = i nkE(X1)P(N = n)
n=0 i=1 n=0

[Z nP(N = n)] E(X;) = E(N)E(X)).

n=0

Une urne contient b boules blanches et n boules noires. On tire les boules une a une jus-
qu’al’apparition de la premiere boule blanche. Nombre moyen de boules noires tirées ?

Solution :
Soit X la v.a. égale au nombre de boules noires tirées, et soit M, = E(X). Soit Y la v.a.
définie par
Y- 1, sila lere boule tirée est blache
~ 10, sinon
Ona
My, = E(X) = E(E(X]Y =1)P(Y = 1) + E(EX]Y = 0)P(Y = 0).
OrE(EXY=1)=0, E(EX]Y=0)=1+M,,-1 et P(Y =0) = 2, donc

b+n’

n
M, = E(X) = m(l + Mpn-1)

On trouve facilement

1 1
- -0 __
Ma, b+1( + Myo) b+1
2 2
= ——(1+ = —.
Ms, b+2( My,) b+1
et par récurrence sur 7,
n
=EX) = )
Mb,ﬂ ( ) b + 1
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Chapitre 3

LOI1S DE PROBABILITE USUELLES.

Dans ce qui suit, le lecteur peut bien vérifier s’il le désire, que la loi indiquée est bien une
loi de probabilité. Les valeurs numériques fournies pourraient aussi étre vérifiées a titre
d’exercice.

3.1 Lois discrétes courantes

3.1.1 Loi de Bernoulli de parameétre p : B(1,p)

On dit qu'une v.a.r. X suit une loi de Bernoulli de parametre p , 0 < p < 1 et on note
X~ B(,p)siZ =X(Q)={0,1}etonaP[X=1]=petP[X=0]=g=1-p.OnaEX)=p
et Var(X) = p(1 —p) = pq.

Exemple 3.1.1

Soit & une e.a. et A un événement attaché a & de probabilité p = P(A),0 <p < let Xlava.
égale a 1 si A est réalisé et 0 sinon. Alors P[X = 1] = P(A) = pet P[X = 0] = P(A) = q et
X~ B(1,p).

3.1.2 Loi binomiale de parameétres 1 et p : B(n, p)

Une v.a.r. X suit une loi binomiale de parametresnetp, 0 < p <1 et on note X ~ B(n,p) si
Z =X(Q)={0,1,--- ,n}etVk=0,1,--- ,n,

P[X =k] = Cip"(1—p)"™*.
On a E(X) =np et Var(X) = np(1 - p) = npq.
Par exemple si on répete n fois de suite I’'expérience & précédente dans les mémes conditions
et de fagon indépendante, et si X est la v.a. égale au nombre de fois que I'événement A

est réalisé au cours des n épreuves, on a X(Q2) = {0,1,--- ,n} et Vk € X(QQ) , P[X = k] =
Chpf(1 = p)"* et X ~ B(n, p).

On remarque que X = ) X; avec X; = 14 ~ B(1,p) et Xj,---, X, indépendantes. La loi
i=1
B(n, p) est donc la loi de la somme de n v.a. indépendantes et de méme loi B(1, p).

3.1.3 Loi multinomiale de parametres n,p,--- ,p,: 4 (n,p1, - ,pr)

Unev.a. X suituneloi multinomiale de parametresn,py,--- ,p,,pi 2 0,i=1,--- ,ret Y pi=1
etonnote X ~ 4 (n,p1, - ,p,), siVk=(ky, -+ k) e N, Y.\, ki=n,

n!

kl r
P[X =k] = AT b
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Par exemple, dans une population il y a des individus de types 1,2, --- ,r, chaque individu
étant de type i avec probabilité p; telles que p; + --- + p, = 1. On tire au hasard n individus.
Soit X;=nombre d’'individus de type i tirés. Alors X = (Xy,--- ,X,) et X ~> A (n,p1, -+ ,pr).
Ona

E(X;) =np; et Cou(X;X;)=-npq; avec q;=1-p;, 1<i,j<r

3.1.4 Loide Poisson de parametre A : Z(7)

Une v.a. X suit une loi de Poisson de parametre A > 0 et on note X ~ Z?(A) si X(Q2) = IN et
Vk € IN,
A2

k!

P[X =k] =
On a E(X) = A et Var(X) = A.

La loi de Poisson est en faite une sorte de loi binomiale pour laquelle 7 est assez grand et p
petite voisine de 0. Par exemple si p est la probabilité de rencontrer un étudiant le jour du
marché Assi-yéyé d’Agoe, la loi du nombre d’étudiants présents au marché ce jour est une
loi de Poisson de parametre np si n est le nombre total de gens présents au marché ce jour.

3.1.5 Loi de Pascal ou loi géométrique de parametre p : ¥(p)

Une v.a. X suit une loi de Pascal de parameétre p, 0 < p < 1 et on note X ~» ¥(p) si X(QQ) = IN*
et Yk € IN*,
PIX =k =p(1-p)~" =pg".

Par exemple en revenant a 'expérience aléatoire & du premier paragraphe, la v.a. égale au
nombre d’essais nécessaires pour obtenir pour la premiére fois 1'événement A, suit la loi
de Pascal de parametre p = P(A). On a E(X) = % et Var(X) = }%. Remarquons que la loi
géométrique peut étre définie sur IN. Dans ce cas la v.a. X est le nombre d’échecs nécessaires
pour obtenir pour la premiere fois un succés.

3.1.6 Loi binomiale négative de parameétres netp: 8.4 (n,p)

Une v.a. X suit une loi binomiale négative de parametres n et p, 0 < p < 1, si X(QQ) =
nn+1,---tetVk >n,

PIX =k] = Ci{p"(1 = p) " = Cli " (1 = p)/ Lisoy.

Par exemple la v.a. égale au nombre d’essais nécessaires pour obtenir n réalisations de
I'événement A suit une loi B.A"(n, p).

3.1.7 Loi Hypergéométrique de parametres N, M, n : 5 (N, M, n)

Une v.a. X suit une loi hypergéométrique de parametres N,M et n si X(Q) = {0,1,--- ,n},

n < N et Vk € X(Q),
k (—n—k

G;,C
P(X =k] = %
N
Par exemple N=taille de la population estudiantine de 'UL, M le nombre d’étudiants étran-
gers. On interroge n étudiants choisis au hasard sur le campus de I'UL. La loi de la v.a. X
égale au nombre d’étudiants étrangers présents parmi les n étudiants interrogés est une loi
hypergéométrique de parametres N, M, n.
Notons que parfois les parametres sont N, 1, p ot p est la proportion des M étudiants étrangers

au sein du campus. On a E(X) = np et Var(X) = z_ lenpq, avecqg=1-p.
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3.2 Lois continues courantes

3.2.1 Loi uniforme sur [a,b] : Ua, b]

On peut supposer a = 0, et b = 1. On dit qu'une v.a. X suit une loi uniforme sur [0, 1] ou
simplement une loi uniforme, si X est continue et a pour densité

1, si 0<x<1
0, sinon

fx(x) = Lo 1(x) = {

1 1
On a E(X) = 5 et Var(X) = —

12°
Plus généralement, X suit une loi uniforme sur l'intervalle [a, b], a < b et on note X ~> U|a, b]
silava.U = }lf—_; suit la loi U[0, 1]. On en déduit que
1 _a+b _(b—a)y
fx(x) = m]l[u,b](x)/ E(X) = - et wvar(X) = T

3.2.2 Loi gamma de parameétres p et O : y(p, 0)

X suit une loi de gamma de parametres p > 0, 0 > 0 et on note X ~ y(p, 0), si X est continue
et a pour densité

oul(s) = fom x*“te*dx, ¥s > 0.On a

I'(p+k)
OT(p)

E(X) = g, Var(X) = % et Vke N, EX)=

Cas particulier : Pour p = 1, la loi y(1, 0) est appelée loi exponentielle de parametre 6 > 0
notée &(0). X ~ &(0O) si X est continue et a pour densité

fx(x) = O™ g+ (%).

3.2.3 Loi beta de parametres p et g : b(p, q)

X~ b(p,q),p>0,q9>0si X est continue et a pour densité

P11 - x)1!

fx(x) = ) Lio,13(x)
ou f(p,q) = fol 211 -x)7'dx.Ona
__r _ pq
B =y V= o gy

3.2.4 Loi normale de moyenne m et d’écart-type o : .4 (m,0)
X~ AN (m,0),m e Reto >0, siX est continue et admet pour densité

1

o V21

_ 1 ()2
e 22 gy e R,

fx(x) =
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La courbe représentative de fx(x) est symétrique par rapport a la droite d’équation x = m.

Dans le cas particulier m = 0 et 0 = 1, la loi .#7(0, 1) est appelée loi normale centrée réduite
ou loi de Laplace-Gauss. Sa densité est

1
fx(x) = N

27

2
ez, ¥xelR.

Elle a une représentation graphique de la forme

_u/[

Soit ®(x) la fonction de répartition de la loi .47(0,1). ®(x) = f_ xoo fx(t) dt. On la la propriété
suivante résultant de la symétrie de O(x) : P(—u) = 1 — O(u).
Donc si u, € R vérifie ®(u,) = a € [0, 1], on a en valeur absolue u, = u;_,.

: : X—-m : :
Notons que X ~» A" (m, o) sietssi, U = — ~> A4(0,1) ouencoresietssi X = oU +m avec

U~ A(0,1). D'ott E(X) = m et 0%, = Var(X) = 0.

3.2.5 Loide Cauchy de parametres a,b: Cauchy (a,b)
X ~» Cauchy (a,b) si X est continue et a pour densité

b
(b2 + (x — a)?)

fx(x) =

Les casa = 0 et b = 1 sont les plus courants. Comme on le voit bien, la loi de Cauchy n’a
aucun moment.

Le tableau suivant fournit un résumé utile de certaines valeurs caractéristiques courantes
que le lecteur peut retenir, sinon retrouver par calcul :

. I N - A 0 0 O S
G T TR R S SRR W N W
Gx(s) | (q+ps) | (q+ps)" | ) | £ | () x | x| x »
Px(t) | q+pe’ | (q+pe’) e lﬁqu;“ (1ﬁe;;t) e”i?l A/—‘it (/\iit) e:

Par exemple,




1) X ~ Ula,b] = X = (b—a)U +a avec U ~ U[0,1]. Donc Ox(t) = e““CDU((b - a)t), soit
pith _ pita
(b—a)it’
2) X ~» ,/V(nzi,G) & X = oU +m avec U ~ 4#(0,1). Donc @x(t) = e™py(ot), soit
Dy (t) = eitme=

Dx(t) =

3) Si X ~ Cauchy (0,1), on a en utilisant le théoréme des résidus @x(t) = e

3.3 Vecteurs Gaussiens

Définiton 3.3.1
Soit X un v.a. dans R". On dit que X est normal ou gaussien s'il existe m € R" et I € M,(IR)
symétrique et positive telle que

q)x(t) — ei<t,m>e—%<l"t,t>, Vit e ]Rn

n
oit<t,m>= ) timjet <Tt,t >=t'Tt= 3, ytit;, y;jétant les éléments de la matrice . On note

i=1 1<i,j<n

X~ N (i, T).

Théoréme 3.3.1
Unva X =(Xy, -, X,) dans R" est gaussien si et seulement si, toute combinaison linéaire des X;
(en incluant les constantes) suit une loi normale sur IR.

Preuve :

Supposons X gaussien et soit ¢1, ¢z, -+, ¢y € R, ¢ = (c1,-++, ¢u). Posons ¥ = ¥, Xy =< ¢, X >.
k=1
it 3 X _
VieR, Oy(t) = E(e o k) = ]E(€1<tC’X>)
= (Dx(tC)

— ei<m,tc>e— % <I'(tc),tc> it<m,c>€— % 2<Tc,c>

=e
avec < m,c >= ), ¢jm;. Dy(t) est donc la f.c. d'une loi normale sur R de moyenne < m,c > et
i=1
de variance 0®> =<Tc,c >= ) viicicj, Vij, 1 <1, ] < n étant les éléments de la matrice I'.
ij=1
Eneffet,sici=1etc; =0 Vj#1i, Y =X;~ A (m,y;) avec m; = B(X;) et y;; = Var(X;).
sic; = Cj = letc, =0 Vk # i,j, Y = XZ'+X]' etY ~ J/(mi+mj,aij) avecmz-+mj = E(XZ)-FE(X])
et 0ij = VIZV(XZ' + X]) = V[ZT'(XZ') + Var(X]) + ZCO’(J(XZ', X]) =Y+ Vii + 2')/1/ Il en résulte que

[Vif ]Ki, <n I

Réciproquement soit X un v.a. de R", X = (Xj,---, X,,) telle que toute combinaison linéaire
des X; soit gaussienne sur IR.

Posons m; = E(X;), yij = Coo(X;, X;), m = (m;)1=1,.. netT' = [yij]l .Soitt = (ty,--- ,t,) € R™.

<i,j<n
n n n

Parhypothese < t, X >= }_ t;X;est gaussienne sur Rde moyenne } | t;,E(X;) = ). tim; =< m,t >
i=1 i=1 i=1

et de variance

n n n
GZ = Z COU(tZ‘Xi, t]X]) = Z tit]'COU(Xi, X]) = Z )/z]tzt] =<Ttt>.

i,j=1 i,j=1 i,j=1
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De plus < Tt,t >= 0% > 0. D’'ou I est du type positif. I est aussi symétrique et on a

E(e<"*>) = O x- (1) = P<mt>e=3<Ttt> 1t e R". X est donc gaussien avec X ~» A (1, T). O
Corollaire 3.3.1

SiX = (Xy, -+, Xy) o N i, T) alors 1t = (E(X))rcien et T = [Cov(X;, Xp)] .

Théoréme 3.3.2

Soit X un vecteur gaussien de R" : X ~»> A (,T) et soit ¢ : R" — R? une fonction affine :
g(x) = p(x) + b avec ¢ € L(R") et b € RP. Alors g(X) est gaussien de loi AN (g(m), T tgo).

Preuve :

Vs € RP, cDg(X)(S) — E(ei<g(X),s>) — E(ei<g0(X)+b,s>) — ei<b,s>E(ei<<p(X),s>)
— ei<b,s>E(ei<X, t(ps>> = ei<b=> Dy ( s >)
— pi<e(m)+bs> e—%<({) [lpss> — pi<g(m)s> e—%<(p T'lpss>
= @y(gm), ¢ T 1) (5)-
D’ou ¢(X) ~ A (g(m), ¢ T '¢) d’apres le théoreme d'unicité. O

3.3.1 Représentation de lois normales sur R”

Soit m € R", T une matrice carrée d’ordre n et X ~» A4(1,T). Si T est du type positif de rang
p < n, I est semblable a une matrice Eiiagonale c’est-a -dire, il existe une base orthonormée de
R" dans laquelle I' est semblable a I' = diag(Ay,---,A,,0,---,0) avec A; >0, Vi=1,2,---,p.
Soit P la matrice de passage. P est orthogonale c’est-a -dire P! = ‘Petonal = PT ‘P.
Posons Y = 'P(X — m). Y est gaussienne comme fonction linéaire d’un vecteur gaussien. On
aE(Y)=0et
14
q)y(t) — e—%< 'PIPt, t > _ e—%<l~"t St e‘%gﬂt? — ﬁe—%)\itf
i=1
= Dy (t1) X Doy (t2) X == Do, (Ep) X Doy (Epr1) X -+ - X D (£)
= Dy (0,0)84 (018N (0,)800-a5 () , VEER".

Donc Y = (Yy,-+-,Y,,0,---,0) avec Yy,Y5,---,Y, indépendantes telles que pour tout i =
1,2,---,p, Yi~ A0, of), ou 01.2 = A; est une valeur propre de la matrice carrée symétrique
I'Onadonc X =PY +m.

En conclusion, si X est un v.a. gaussien dans R” c-a-d. X ~» 4/ (11, Tx), i € R" et ['x € M,(R)
symétrique positive et de rang p, il existe une suite de p v.a.r. Y3,Y, -, Y, indépendantes,
deloi .#(0,A;),i1=1,2,---,p respectivement ot1 les A; sont les valeurs propres non nulles de
I'x et une matrice orthogonale P telles que Y = (Yy,---,Y,,0,---,0) et X = PY + m. Récipro-
quement, on a

Théoréme 3.3.3
Vi € R" et V T € M, (R) symétrique positive, il existe un v.a. X dans R" telle que X ~> A (1, T).

3.3.2 Singularité et absolue continuité des lois gaussiennes

Rappelons qu'une mesure v est dite étrangere a une mesure y (on dit aussi v est u-singuliere)
s’il existe N tel que pu(N) = 0 et v(N) = 1. En général toute mesure discréte sur (R", Br-) est
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étrangere a la mesure de Lebesgue sur R" , n > 1. D’autre part on dit que v est absolument

. o : . dv
continue par rapport a i s’il existe une fonction mesurable positive f telle que — = f (Théo-

du
réme de Radon-Nikodym) et f est appelée densité de v par rapport a p.

Théoréme 3.3.4
Soit X un vecteur gaussien dans R" de moyenne 1i et de variance T'x.

1) Sirg(I'x) < n, alors X reste presque silrement dans un sous-espace affine de R" de dimension
rg(I'x) et Px est étrangere a la mesure de Lebesgue sur R".

2) Sirg(I'x) = n alors X admet une densité fx par rapport a la mesure de Lebesgue sur IR" donnée
par

_ 1<r;{1(x -m),(x — m)>}, Vx e R".

1
faln) = (2m)2 vdetTx exp{ 2

Preuve :

1) Soitp = rg(I'x) <netY = (Yy,---,Y,,0,---,0) € E, = R X {0}"7 telle que X = PY +m
comme dans la représentation précédente. Alors X reste presque stirement dans Vx = PE,+m
qui est une variété de dimension p. La loi de X est donc portée par Vx et donc A(Vx) = 0 ot
A est la mesure de Lebesgue sur R”. Par suite Py est étrangere a A.

2)Sip=nonaY = (Yy,---,Y,) avecY; € A(0,07), 07 = A, i=1,-- ,met(Yy,--,Y,)
indépendante. Donc Y admet pour densité

fily) = (5T wy)) Yy =y e R

1
ex
(2m)7 vdetTx P
Mais X =PY+m=0()) = Y =0"'(X) = ‘P(X-m)etT'x = PTx'P.
Comme P est orthogonale donc detP = 1, P est un isomorphisme. D’aprés la formule de
changement de variable, Vx € IR"

fx(x) = fY(®_1(x))U®1(x)|=(2n)ﬂ;d\/et—re)<p{_% (I P —m), tP(x—m)>}
: X

= ; _1 -1t _ B

) <2n>%me’q°{ 5 (P IS PG = m), (x = )]

= ; _1 1 _ B

= (mwmexp{ 2<rx (x —m), (x m)>}

O
Remarque 3.3.1

Pour n = 1, X gaussienne sur R de moyenne m € R et de variance I' = 0? si et seulement,

Dy (t) = eme217 Yt e Ret fx(x) = e yy e R

210

Pour o = 0, Dx(t) = € = @y, (t) et X ~> O, 0l O, est la mesure de Dirac en m, par conséquent
X =mp.s. On dit que X ou la loi de X est dégénérée.

Exercice 3.3.1
Soit X un vecteur gaussien dans R", X = (Xy,---,X,,) et soit I et | deux parties disjointes
de {1,2,--- ,n}. Montrer que si Vi € [ et Yj € ], Cou(X;, X;) = 0 alors (X;)ies et (X;);e; sont
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indépendantes.
indication

Posons Y = (X, Xp, -+, Xp, Xpi1,- -+, X)) = (U, V)avecl = (Xq, Xy, - -+, Xp) etV = (Xpi1, -+, Xp).

AlorsTy = [FO” FOV] etVte R", t = (u,0), u € R?, v € R", Oy(t) = Dy(u,v) = Dy(u).Py(v).
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Chapitre 4

CONVERGENCE EN LOI — THEOREME CENTRAL
LIMITE

4.1 Convergence des mesures positives bornée

Soient E un espace métrique (e.g. E = R"), et soient Cx(E), Co(E), Cy(E) respectivement 1'es-
pace des fonctions sur E continues a support compact, tendant vers 0 a l'infini, bornées. On
note par % la tribu borélienne de E et par .# (E) 'ensemble des mesures positives et bornées
sur (E, ). On a

Définiton 4.1.1
Soit (1) une suite d'éléments de .# (E) et u € .#(E). On dit que

(i) u, tend vers u vaguement si ¥V f € Cy(E), ff du, — ff du.
(ii) u, tend vers p faiblement si vV f € Co(E), ff du, — ff du.
(iii) u, tend vers u étroitement si ¥ f € Cy(E), ff du, — ff du.

On remarque que (iii) = (ii) = (i), mais, il n'y a pas réciprocité en général (par exemple 1o,
tend vers 0 vaguement mais non faiblement, et 6, tend vers 0 faiblement mais non étroite-
ment).

Dans toute la suite, on notera par [|f|| = sup,, | f (x)| et éventuellement par pu(f) = f fdu.
On rappelle qu'un espace vectoriel J# est total si l’ensemble des combinaisons linéaires des
éléments de # forme un sous-espace vectoriel dense.

Propriété 4.1.1
Soient 7 un sous-ensemble total de Cy(E), (1) une suite de #(E) et u € #(E). SiVf € I, i)

sup y(1) < oo et ii) f fdu, — f f du, alors u, converge vers u faiblement.

Preuve
Soit V le s.e.v. engendré par 7. Alors pour tout f € Cy(E) et tout g € V

deyn—ffdu < ffdun—fgdun fgdun—fgdul
+ fgdu—ffd#‘
+11f = &ll(ua(1) — u(1))

< ffd#n—fgdun
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On peut choisir g assez voisin de f pour que le second terme a droite de la derniere inégalité
soit petit puis, pour g fixé, choisir n assez grand pour que le premier terme soit petit.

Propriété 4.1.2
Si p, — p vaguement et si u,(1) — p(1) alors, u, — u étroitement.

Preuve
Soit f € Cy(E). Alors pour ¢ € Ci(E) telleque 0 < p < 1,

'ffdﬂn—ffd‘u‘ < |ffdyn ffgpdyn
‘fVWW—ffW'

| f fo du - f f du| < f A1 = @) du < IfI(() - ()

et d’apres les hypothéses,

jfmwnfmw\

Mais

[ [ o= [ du] <TI0 - ) = 171(u) - o).

Etant donné ¢ > 0, on peut choisir ¢ € Ci(E) telle que 0 < @ < 1 et u(1) — u(p) < =— 3||f|| (ce qui

est toujours possible car si ¢ € Cx(RY) 1, f(l — @) du — 0). Alors ‘ ff(p du — ff dy| <3
etsin > m, < E. Il suffit maintenant de choisir n > n, pour avoir

J fo dpn = [ f dpa| < 3
’ff(p du, — ff dy' < % car fo € Ci(E). D’'ou pour n > max(ny, ny), pdu— ff d‘u‘ <e.

Corollaire 4.1.1

Si u, — p vaguement et si sup u,(1) < +oo, alors u, — u faiblement.

NoTE

Appelons par .#Z“(E) '’ensemble des mesures positives sur E de masse < a. Alors on peut
montrer que .Z"(E) muni de la topologie de la convergence étroite est métrisabble et si E
est compacte, .Z“(E) muni de cette topologie est compact. Aussi, a-t-on le critere de faible
compacité suivant :

Corollaire 4.1.2
Si u, est une suite de mesures bornées sur RP telle que sup p,(1) < A < +oo alors il existe une

n
sous-suite (u,,) et une mesure bornée u telle que u,, — u faiblement.

Preuve
Voir dans Dacunha-Castelle T1 page 82.

Rappelons les résultats suivants concernant chaque élément de .#(E) avant d’établir des
criteres de convergence étroite.
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Théoreme 4.1.1
Toute mesure finie u sur (E, %) est réguliere c’-a-d. VA € PBg et Ve > 0, il existe un fermé F et un
ouvert G de E tellesque F CA C Get u(G—-F) < e.

Preuve
Plus tard.

Ce théoreme implique alors que la mesure u est déterminée par les valeurs u(F), F fermé
parcourant E.

Théoréme 4.1.2
Pour tout fermé F de E et tout ¢ > 0, il existe une fonction f € C,(E) telle que f(x) = 1six € F,
f(x) =0sid(x,F) > eet0< f(x) <1Vx € E (f peut étre prise uniformément continue).

Preuve

Soit la fonction ¢ de R dans lui-méme définie par
1s1t<0

(1) e(t)=<1-tsi 0<t<1
0sit>1

Alors la fonction f définie par f(x) = qo(%d(x, F)) répond a la question.

Graphede fsiF =[a,b]:

08 e

Dans ce qui suit dA désigne le bord de A et une partie A de E telle que (dA) = 0 est appelée
p-ensemble de continuité. On notera que JdA est un fermé de E.

Le théoreme suivant donne les conditions de convergence étroite.

Théoreme 4.1.3 (Portmanteau)
Soit (i) une suite d'éléments de .# (E), 1 € .# (E). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) w, — u étroitement.

(ii) lim f fdu, = f f du, pour toute fonction réelle f uniformément continue et bornée sur E.
(iii) VF fermé de E, u(F) > lim u,,(F).
(iv) YG ouvert de E, u(G) < lim y,,(G).

(v) lim u,(A) = u(A) pour tout p-ensemble de continuité A C E.

Preuve
On va démontrer le théoreme en établissant les implications (i) = (ii) = (iii)) = (i),
(i11) & (iv) et (iii) = (v).

41



(1) = (ii) est évident.

(1) = (iii) : Soient F un fermé et 6 > 0. Pour tout ¢ arbitrairement petit, comme les ouverts
G = {x | d(x,F) < ¢} décroissent vers F quand ¢ \, 0, on a u(G) < u(F) + 6 d’apres le
Théoreme 4.1.1. D’autre part, si f est comme dans la démonstration du Théoreme 4.1.2, alors
f est uniformément continue sur E, f(x) = 1six € F, f(x) =0six € G°et 0 < f(x) <1, Vx.

D’otu
ff dpy < ffd‘unet (4.1)
F

fG fdu < p(G) < u(F) + 6. (4.2)

=
=
—~~
=
N—
I

%
—
u
=
Il

L’hypothese (ii) ensemble avec (4.1) et (4.2) entrainent

lim 1, (F) < lim ffdyn = ff du < p(F) +6
et comme 6 est arbitraire, on a bien (iii).

(iif) = (i) : Soit f € Cy(E). On va montrer d’abord que

lim f fdun < f fdu. (4.3)

Par une transformation linéaire de f (avec un ccefficient de linéarité strictement positif, on

peut se ramener au cas o1 0 < f < 1 (e.g. on fait f « A;—Mf, avec M telle que ||f]| < M). Pour

un entier positif k fixé, posons

L= {x/ L < f(x)} i=0,1, k (4.4)
F; est fermé pour tout i et comme 0 < f < 1, on a pour toute mesure u
ko . .
i—1 i—1 i
)y Sl s <) < [ s @5)
S0 i1 i
< Z %p{x/ — <fw< %}. (4.6)

i=1
La somme a droite de la derniere inégalité est égale a

ol 1 1y
D (E) = p(E)) =+ D ulE) 4.7)
i=1

1=

et une transformation similaire de la somme a gauche de (4.5) entraine

ko k
13w <o F L

Si donc (iif) est vérifiée alors lim un(Fi) < u(F;) pour tout i, d’ott en appliquant l'inégalité a
droite de (4.8) a u, et celle de gauche a i, on a



En faisant tendre k vers +oo, on établit bien (4.3). Enfin, on applique (4.3) a —f et obtient

li_mffdyn > ffdy. (4.9)
(4.3) et (4.9) établissent bien le (7).
(iif) © (iv) résulte facilement du passage au complémentaire.
(iii) = (v) : Soit A € %r. Comme A C AC A, ona

1 (A) > lim 1, (A) > Tim ,(A) > lim 1, (A) > lim 1, (&) > p(A).

Si u(dA) = 0 alors y(A) = uA) = y(Z) En conclusion u,(A) — uA).

(v) = (iif) : Comme J {x/d(x, F) < 0} C {x/d(x,F) = 0}, les d {x/d(x, F) < 6} sont distincts pour
des 6 distincts. IIs sont donc de mesures nulles sauf pour un ensemble dénombrable d’entre
eux. Soit alors une suite positive O, tendant vers 0 telle que la suite Fy = {x/d(x, F) < 6;} sont
de bords de mesures nulles. Alors lim sup p,,(F) < lim u,(Fx) = u(Fx) pour chaque k. Si F est
fermé alors Fi N\, F d’ou (iii). Ce qui acheve la démonstration du Théoreme 4.1.3.

Contre exemple de (i) & (v)
Soit 1, = 61 et u = 6p. On a , —> umais si A =]0,1[, u,(A) =1 -» u(A) = 0.

Dans le cas E = R? on a les résultats suivants :

Théoréme 4.1.4 (Un critére de convergence étroite)
Pour que 1, —> u étroitement, il faut et il suffit que pour tout t € R?, @, (t) tende vers ¢,(t) oi
@, (t) désigne la transformée de Fourrier de v au point t.

Pour tout o > 0, posons

gs(u) = (27102)_% exp( - uT), Vu e RY. (4.10)

2 .
On vérifie immédiatement (voir aussi dans Chapitre 2) que, e = et o (u)du d’ony,
p q IRd 8

IIx

2 ) . )
e r i f g1 (W)~ dy = o f 1(ou)e~"¥V">duy. (4.11)
R4 R4

Alors la démonstration du Théoréme 4.1.4 est basée sur les lemmes suivants.

Lemme 4.1.1
Soit y une mesure bornée sur RY, alors

fgg(x — ) du(x) = 2m)2 f@y(u)gl(ou)e‘K”'Pdu.
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Preuve

. o2 . . . P
Puisque |g1(ou)e™<"¥*| < ce~ 1 et que cette derniére expression est du(x).du-intégrable, on
a par le Théoréme de Fubini,

()2 f du(x) f g1(ou)e @y (4.12)
R4 R4
Qn)"* fR ( jﬂ; d e dp(x))g1(ou)e™ " du (4.13)

f 9o(x = PAu()
]Rd

ot le signe prime désigne la transposée d'un vecteur.

Lemme 4.1.2
L'espace vectoriel engendré par les applications x v—> g,(x — y) lorsque o parcourt RY et y € R? est

dense dans Co(IR%).

Preuve
En effet on vérifie aisément que cet espace est une sous-algebre de Co(IRY) qui sépare les points
(y compris le point a I'infini). On conclut en appliquant le Théoreme de Stone-Weierstrass.

Preuve du Théoréeme 4.1.4
La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement on observe d’abord que u,(1) =
Pu,(0) — @,(0) = p(1). Puis d’apres le Lemme 4.1.1,

fgd(x - y)d[»ln(X) = (27’()_% f(Pyn(u)-g1(6u)€_i<”’y>du

et d’apres le théoreme de Lebesgue, cette derniere intégrale tend vers

(271)‘% f(py(u).gl(au)e«”'wdu:fgg(x—y) du(x).

On a donc ffdyn — ffdy pour tout f(x) = ¢,(x — y), 0 > 0 et y € R?. Or I'espace vectoriel
engendré par ces fonctions est dense dans Co(IR?) (Lemme 4.1.2). On en conclut, utilisant le
fait que u,(1) — u(1) et donc que sup u,(l) < +oo et que ffdyn — ffdy pour tout

f € Co(RY), d’apres la Proposition 4.1.1 et enfin que p, tend vers u étroitement d’apres la
Proposition 4.1.2.

Théoréme 4.1.5 (Paul Lévy)
Soit (u,) une suite de mesures positives finies sur (R?, Bga). Alors

1) Si p, — u étroitement alors ¢, — @, simplement.

2) Si @, — @ simplement et si ¢ est continue en 0 alors il existe i € 4 (R?) tel que y, — u
étroitement et on a ¢ = @,.

En particulier p, — u étroitement si et seulement si ¢, = Py
Preuve

Plus tard.
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Définiton 4.1.2 P
Soit X,, une suite de v.a. On dit que que X,, converge en loi vers une v.a. X et on note X, —— X, si

n—+oo

la loi de probabilités u, de X,, converge étroitement vers la loi de probabilité u de X. Donc

X, == X = Vf € G(E), Bf(X,)) — E(f(X).

n—+oo

Note : C’est par abus de langage qu’on dit "X, tend en loi vers X". Ce n’est pas la suite de v.a.
X, qui converge mais c’est plutdt la suite de leurs lois. La v.a. X n’est pas définie de fagon
unique mais seulement sa loi.

4.2 Le Théoréme Centrale Limite

Théoreme 4.2.1 (TCL)
Soit X1, X5, -+ , X, une suite de v.a. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) a valeurs dans

RY telle que E||X;|[* < +o0. Alors en posant m = E(X;), D = Var(X) (vecteur espérance et matrice

n — nm

de dispersion) et S, = X1+ Xo + -+ X,,, la loi de converge étroitement vers la loi 430, D).

n
En particulier si d = 1, en posant 0> = Var(X;) = E(X; —m)? on a

S, —nm

1 b
Pla < <b —>—fe‘7dx.
{ o\n }ﬂ—>+°° V2 Ja

Preuve
Soit @(u) la fonction caractéristique (f.c.) de X; — m. D’apres la Proposition 5.1.2 ¢ est de
0, *p
1 2 3. = ":1/”'/ [— /'/.:1/"';]:_D-D,\ ! éslaf 1
classe C* et i 0)=0,i d et Fem 0),1,] d ou d’apres la formule
de Taylor-Young,

pu)=1- %M’Du + |lulle(u) avec Hli”mOs(u) = 0.
S, —nm
\Vn

lim @,(u) = lim [1 - %[u'Du + 2||u||28(%)]]n = exp( — %u'Du)

n—+o0 n—+oo

Orlaf.c. ¢,(u) de est ((p(%))n On a donc (en passant par log),

d’ot1 le résultat puisque exp ( - %u’Du) est la f.c. de la loi .4;3(0, D).

Remarque 4.2.1
L’hypothese E||X;]| < oo est essentielle. Sans elle il peut y avoir convergence vers d’autres
lois que la loi normale.

Exemple d’application

X ~> B(n, p) et on se propose d’évaluer PH% —p| > a]. Comme X peuts’écrire X = X;+---+X,
X —

avec Xy, -+, X, 1i.d. B(1,p), E(X;) = pet Var(X;) = p(1-p). onad’apresle TCL i ~>

Vnp(1—p)

A(0,1) pour n assez grand. D’ot1

|X — np| .« \Vn ]
Vynp(L—=p)  /p(L—p)
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avn

Vpr(1=p)

Une table de laloi .4 (0, 1) montre que

avec a, = (ceci, en utilisant la symétrie par rapport a 0 de la loi .#7(0, 1)).

1 e
[ e 7 dt % 0.025 siu = 1,96. D'ott pour 1 = 400
Tt

etp =1, P|| % - 1| > 005 = 0.05.

Lorsque les v.a. X, ont des densités réguliéres, on peut renforcer le Théoréme 4.2.1.

Théoréme 4.2.2 (Théoréme de la limite locale)
Soit Xq,---, X, une suite de v.a. i.i.d. a valeurs dans R de fc. @x, telles que E||Xq|*> < +oo

Sn—

. . m ) . "
et px, € LY. Alors D est inversible, les v.a. ont des densités continues et ces densités

n
convergent uniformément sur R vers la densité de la loi .4;3(0, D).

La démonstration du Théoréeme 4.2.2 est basée sur les lemmes suivants :

Lemme 4.2.1
Soit X un v.a. a valeurs dans RY tel que E||X|[?> < co et ¢ = px € L% Alors X a une densité continue,
D(X) est inversible et

(i) Il existe p > 0, a > 0 tel que |(p(t)| < e pour |t| < p,
(ii) Pour tout p > 0, sup |g0(t)| <L

[t=p

Preuve

X a une densité continue d’apres le Théoreme d’inversion. Si D = D(X) n’était pas inversible,
il existerait t # 0 tel que #Dt = 0, d’ou E(*'X)? = 0 i.e. #*X = 0 p.s. et X ne peut avoir de
densité. Remarquons que ceci entraine I’existence de k > 0 et K > 0 tels que

k|[t||* < ¢’ Dt < K||t||* pour tout ¢ (e.g. k = inf 5,(D) et K = p(D)). (4.14)

(i) Posons y(t) = e o(t) ot a sera présicé ultérieurement. Un calcul facile montre que

i 0 . it Vo
P(0) =1, 8_ti(o) =0, [8tic9tj 0), 1, ]] = al — D et de (4.14) on en déduit l'existence de a > 0,

m > 0et M > 0 telles que

m||t||* < t'(al — D)t < M|t|]? pour tout f € R%. (4.15)

1
Alors (t) =1 — Et’(al — D)t + ||H|*PA(t) avec |A(t)] — Osi [|t]| = 0 et pour M]|t||* < 1,

1, m
9O < [t = 5#@l = D)t + [HPA®] < 1= 1P(5 - A®)
et donc [((#)| < 1 pour [|t]| < p.

(ii) Remarquons d’abord que pourt # 0, |p(t)| < 1; sinon il existerait s € R tel que E(e!"'X) = ¢
donc E(¢l**~*) — 1) = 0 et en prenant la partie réelle, E cos((' X —s)) = 1i.e. cos(t' X —s) = 1p.s.,
soit X € {x/ t'x = s + 2knt}. Mais cet ensemble est de mesure nulle, ce qui contredit le fait que
X ait une densité. On a donc pour tout R > 0, p > 0, sup {lp(#)l, p < [|t]l < R} < 1. On conclut
grace au lemme suivant.

Lemme 4.2.2
lp(t)] — 0 quand t — +oo0.
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Preuve

Il s’agit de montrer que ¢(t) = feit"‘f(x) dx — 0si ||t|| = +oo pour f € L.

Si f € Cx N C!, C’est un calcul facile. Ensuite, on observe que |f(t) — §(t)| < ||f — gll (ot f est
la transformée de Fourrier de f : f (t) = f e’ f(x)dx) et Cx N C' est dense dans L.

Preuve du Théoréeme 4.2.2
1- Ceci étant, soit @(t) la f.c. de X; — E(X;). Comme ¢(t) = ey, (t) € L', on déduit du
Lemme 4.2.1 que X; — E(X;) a une densité continue f(x), donc S, — nm a pour densité

1 . . . :
fxfx--xfetdonc —(Sn - nm) a une densité continue et que D est inversible.

Vn

2- Montrons d’abord que la f.c. de

S, —nm

, & savoir Y, (t) = ((p(%))n tend vers exp( - %t’Dt)

dans L!. Pour cela on écrit

#}ﬂ(t) = #}n(t) ]l{ + I,Dn(t) ]1{

lItli<p \/ﬁ} llEll>p \/17}

le p étant fourni par le Lemme 4.2.1 (i). Alors en chaque ¢,

1
—— exp| —=t'Dt) (d’apresle T.C.L.) et
||t||<px/ﬁ} n—eo p( 2 ) (d'ap )

¢n(t) 1{

n

t
'(P(W)
Donc ¢,,(t) ]1{||t||<P \/z} —2 exp( — %t’Dt) dans L.
D’autre part, si c = sup {lp(®)|; |l > p} <1 (Lemme 4.2.1 (ii)), on a

" n—1
j{‘nt”gfx/ﬁ} [ dt <c j]l;d [

donc ¢,(f) 1 —— 0 dans L' et on a le résultat cherché.
{I|t||>f\/ﬁ} n—00

]l{||t||<£’\/ﬁ} S {exP( - a”%HZ)}n = exp(—allt||*) € L' (Lemme 4.2.1)

n d
dt = " 'n2

() () lp®ldt 0

1
—(S,, — nm) et par ¢(x) celle de .#;(0,D), on a
\/E< ) et par g(x) #(0,D)

3- Mais alors en notant par f,(x) la densité de

grace au Théoreme d’inversion

fu2) = g(0) = (2m) f e u(t) - exp (- %t’Dt)]dt

Yn(t) - exp( — %t’Dt)|dt — 0.

n—00

If = glleo < (2m0)™ f

(Voir dans Rényi page 421 pour un énoncé simplifié dans le cas d = 1).
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Chapitre 5

CONVERGENCES PRESQUE SURE DES SUITES ET
SERIES DE V.A., LOI DES GRANDS NOMBRES

Soient Xj, X,, -+, X,.. une suite de v.a. a valeurs dans R? définies sur un méme espace pro-
babilisé (Q,d, P). On notera par |x| la norme sur R?.

5.1 Les quatre types de convergences

Définiton 5.1.1 b
1- On dit que (X,) tend vers X en probabilité et on note X,, — X siVe >0,

n—oo
lim P[|X, — X| > €] =0.

2- (X,,) tend vers X presque siirement et on note X, P2y X s'i Lexiste Qp Cc Q, P(Qy) =0 tel que
Yo ¢ Qp, X, (w) — X(w).
En d’autres termes, si Ve > 0 P[ lim sup X, — X| > ¢] = 0.
n—+o0o

3- (X,) tend vers X en moyenne d’ordre r et on note X, L, Xsi X, X e L(Q,a,P)et
n—oo
()X, - XI') — 0.

n—oo

4- (X, tend vers X en loi et on note X, 2, Xsi Vx/ P[X=x]=0,
lim P[X,, < x] = P[X < x].
Nn—00

Théorélgle 5.1.1 ,
Si X, P25 X alors X, — X.

n—00 n—00

Preuve

Par hypothese, il existe Oy € Q , P(() = 0 tel que Vw ¢ Qy, VY > 0, dn € IN
tel que Yk > n, |Xi(w) — X(w)| < 1 ou encore, ¥V > 0, Yw ¢ Qp, In € N tel que
w € A = {a) | Vk 2 n | X (w) — X(w)| < 1]}. Mais on peut écrire A) = ﬂk%{ Xk — X| < 1]}.
Donc 1 > 0 étant donné, Q5 ;2 A} done (72, A} = ﬂ,‘f’:l{Uk% [IXk - X| > 17]} c Qq
d’ou1 0 < P( Mo ANC ) < P(Q) = 0. La suite d’ensemble A] “, décroissante est donc d’in-
tersection de probabilité nulle. D’ou lim P[AZC] = 0. Or [an - X| > 17] c A!‘. Donc

n—00

¥n >0, 0< lim P[an - X| > 17] < lim P[AZ ‘ ] = 0 et (X,,) tend vers X en probabilité.
n—oo n—oo
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Théoré%ne 5.1.2 ;
Si X,, — X alors il existe une sous-suite (X,,) extraite de la suite (X,,) telle que X,, kp—> X.

n—-oo

Preuve
Soit €, > 0 tel que }_ ¢, < co. Par hypothese, il existe un entier 1, tel que Vn > n;, P[|X,, — X| >
€1] < € et par récurrence, Yk > 2 il existe ny > n,_; tel que P[|X,, — X| > ] < &. Alors pour
toutk > 1, P[|X,., — Xl > &l < PlIX,,,, — XI > Lei] + P[IX,, — X| > 1e] <
Posons Ay = [ |Xy,,, — Xu,| = €k ]. Alors ), P[Ax] < ). & < o0.

k>0 k>0
D’apres le lemme de Borel-Cantelli, P[A, i.0.] = 0 ou encore P[A, i.0.]° = 1.
Soit ¢ > 0 et w € [A, 1.0.]°. Alors il existe un entier k tel que pour tout
k> ko, | X (@) = Xy, (@)| < . Soitky > k tel que ), & < e.

k>ky

N1

Mey1

Alors pour toutp > g >kjona:

p—l p—l (o) 5.
X, () = Xy (@) < X X, (@) = X, (@) < X & < Zk &m < € ce qui prouve que X, kp—s> X.
m=q m=q m=ky -

Théoréllpe 5.1.3
Si X, — X alors Z(X,) — Z(X).
Nn—o00 Nn—o00

Preuve
I1s’agit de montrer que pour toute fonction continue ¢ tendant vers 0 al'infini, lim f @(x) Px,(dx) =
n

[ () Px(dx).
Soient ¢ satisfaisant aux hypotheses ci-dessus. Alors ¢ est bornée et nécessairement unifor-
mément continue sur RY. Soit 6 > 0 arbitraire. Alors

Lﬂwm—w&»w|<ﬁ “wm—meW+ dp

ﬂwm—wm>

X=X, |55 {|x-xn|<5

dpP .

<2wmmm—xa>ﬂ+4kn@ﬂmm—¢aa

ot ||pl| = sup, g« l@(x)]. Soit € > 0. @ étant uniformément continue, on peut choisir 6 > 0 tel
que

Vi, X =Xl < 6 = p(X) — p(X,)| < 5.

La convergence en probabilité entraine pour le 6 choisi, ’existence de N tel que

Vi N, P[IX - X,| > 6] < ——.
4lell

En définitive, Ve > 0, N tel que Vn > N,

[ (900 - (X)) dP| < e.

Donc X, Z, X.

1n—>00

Théoré{pe 5.1.4 ,
Si X,, — Xalors X, — X.

n—-oo n—oo

Preuve
Par hypothese lim [1X, = XI" dP = 0. Soit alors 6 > 0. On a
[1X, - X['dP > f{|x—xn|>6} X, — X dP + f{|x—xn|<6} 1X,, — X|" dP
> 6'P[IX — X, = 6] + f{lx_xnké} X, — X|" dP
> 8'P[IX — X,| > 0]

1
d'ou lim P[|IX - X,| > 6] < lim — [|X, - X" dP = 0 et X, — X.
n—+oo n—+oo O

n—-oo

AR\
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Définiton 5.1.2
On dit que la suite (X,,) est équi-intégrable (ou uniformément intégrable)

siVe>0, IM > OtelqueVn e N, [ IX;/dP<e
ou encore si lim sup lel |X,| dP = 0.

a—+oo

Remarque 5.1.1
SiY est une v.a. intégrable alors pour tout € > 0, il existe toujours M > 0 tel que fIYI oy 1 Y1dP <
€.

Eneffetsi Y € L', Y est fini p.p. et pour presque tout w € Q, il existe n € IN* tel que nn > |Y(w)|
d’ou P[ N,LY] > n]] = 0. Les {|Y| > n} formant une suite décroissante d’ensembles dont la

probabilité tend vers 0, on a bien
lim f{lm} Y| dP = lim [ 1ypmlY1dP = 0 d’ot1 Ve > 0, 3n tel que f“m} Y| dP < ¢

Lemme 5.1.1

Soient v et P deux mesures positives et bornées telle v soit absolument continue par rapport a P. Alors
Ve >0, dn>O0telque P(F)<n=v(F)<e (1)

Preuve

Remarquons d’abord que si les hypothéses du Lemme sont vérifiées alors VF € 4 , P(F) =
0= WIF)=0 (2

ol |v| est la variation totale de v. (Rappelons que 'onav =v* —v et |[v| =v" + v~ ouv* et v
sont les variations positives et négatives de v). En effet, soit QO 1’ensemble portant v* et (O~
I’ensemble portant v~. Pour tout F tel que P(F) =0,ona P(FNQ*) =0et P(FN Q™) = 0. D'ou
WI(F) =v(FN Q) +v(FN Q") =0.

Montrons alors que (2) = (1). Si (1) était faux, (2) le serait. En effet supposons qu’il existe

1
€ > 0 tel que pour tout n, il existe F,, €  tel que P(F,) < 5- et [V|(F,) > €. On aurait ainsi
P( lim sup Fn) = P( lim[Up% Fp]) = hm P[ Upsn F ] hm Z P[F,] < hm

Ivl( lim sup Fn) = lim Ivl( Up>n Fp) > e.
Il existerait doncun F € & (e.g. F = limsup F,) tel que P(F) =0 et |[V|(F) > ¢
et (2) serait faux.

Théoréipe 5.1.5
Si X, —2 X alors (X,) est équi-intégrable.

1
= = 0 alors que

Preuve
Soit (X,,) tel que X, N X et soit My > 0 arbitraire. Alors

n—oo

(3) f{|Xn|>Mo} Xl AP > f{|xn|>Mo} X — X| dP + f{|xn|>Mo} IX]ap

d’oﬂMOP[anl > Mo] < f“WMO} XuldP < [ |X,—X|dP+ fHX”PMU} IX|dP. Or lim [1X,—X|dP =0
et X € L'. Donc le dernier terme de la suite des inégalités ci-dessus est borné par un nombre
K < oo et alors P[IXnI > MO] < %.

Soit maintenant ¢ > 0. Si on applique le Lemme 5.1.1 a la mesure de densité |X| par rapport a
P, on peut trouver M, tel que P[Ian > Mo] < Z\% < 1 et par suite f{IXnI>Mo} |X| dP < e. D’apres

la convergence dans L', Ye > 0, il existe n, tel que Vn > n,.,
len — X| dP < €. Alors de (3) il vient : Ve >0, VYn > n,, J{‘lx M) |X,| dP < 2¢. Or d’apres
la remarque précédente pour k < n, il existe My tel que f{lel>Mk} |Xk| dP < 2¢. Si on pose

M = max(My, M, --- ,M,,),onaura Ve >0, IM > 0 tel que Vn f |X,| dP < 2e. Cqfd.

{IXul>M)}
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Théoré%ne 5.1.6 o
Si X, — Xet (X,,) est équi-intégrable alors X,, — X.

n—-oo n—oo

Preuve
Soit (X,) équi-intégrable et convergente en probabilité vers X. Alors f |X|dP < liminf f | X,|dP <

sup f |X,| dP < oo d’apres le lemme de Fatou.

n
Soit 6 > 0 arbitraire. [|X = X;|dP= [ JAX=X,|dP+ [ IX~X,|dP.
OF [y s ey X = Xul 4P < SP[IX = X,,| < 6] < S et

oo X = Xl dP < fooy o IXTAP + [ 1Kol dP.
Alors soit M > 0. On a
JIX =Xl dP <8+ fi g XIAP+ [ s g Xl dP+ i o ey Xl AP o

le—andP< 6+f 1X| dP+f Xl dP + MP[|IX — X,| = 6].  (5.1)
{IX=X,|>0} {IXul>M}

Soit ¢ > 0. Comme (X,,) est équi-intégrable, il existe M > 0 tel que Vn , fux M) | X, | dP < Z
Choisissons alors 6 < i On sait qu'il existe 1 tel que

€
PIX =Xl > 6] < == [y y 5 IXIdP < 7 (Lemme5.1.0).
La convergence en probabilité entraine I'existence d'un n, tel que sin > n,,
alors P[|X — X,| > 6] < net P[|IX - X,| > 5] > ﬁ
Alors de (5.1)il vient Ve > 0, dn, tel que Vn > n,, f |X — X,|dP < ¢ etla suite (X,,) converge

vers X dans L.

Le lecteur intéressé pourrait démontrer en exercice les autres implications dans le schéma a
connaitre ci-dessous :

Un des résultats utile en probabilité et statistique est celui qui dit, dans un cas particulier,

que si (X,) et (Y,,) sont deux suites de v.a. telles que X, L, Xet Y, 5 Yetsi f est une
n—-o00 n—-00

fonction continue sur 2"+ 2" alors f(X,, Y,) L, f(X,Y). Pour établir ce résultat on a :
n—00
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Théoréme 5.1.7 ,
Une condition nécessaire et suffisante pour que X,, —— X est que toute sous-suite de (X,,) contienne
n—oo

une sous-suite qui converge presque stirement vers X.

Preuve
: P N s A i
Si X, — X alors d’aprés la définition méme de la convergence en probabilité, toute sous-

n—00

suite (X, ) de (X,) converge en probabilité vers X. La condition devient alors nécessaire
d’apres le Théoreme 5.1.2.

Pour montrer qu’elle est suffisante, supposons que (X,,) ne tende pas vers X en probabilité.
Alors il existe ¢y > 0 et 8 > 0 tel que limsup P[|X,, — X| > &9] = 69 > 0 et aussi il existe une

sous-suite (X, ) de (X,,) tel que P(|Xnk - X| > 80) k—> 0o > 0.

Par conséquent, ni (X,,,) ni aucune de ses sous-suites ne converge en probabilité vers X. Donc
aucune sous-suite de (X, ) ne peut converger p.s. vers X.

Théoréme 5.1.8 ,
Soit f : R*> — R7 une fonction continue sur un borélien Bde R* tel que P[X € B] = 1. 5i X, — X

alors £(X,) % F(X).

Preuve
Soit ( f (Xn],)) une sous-suite de la suite ( f (Xn)). D’apres le Théoreme 5.1.7, on a seulement

besoin de montrer qu’il existe une sous-suite ( f (Xk].)) de la sous-suite ( f (Xn].)) qui converge

p.s.

Comme X, r, X, il existe une sous-suite (ij) de la sous-suite (Xn].) tel que Xk, kpi> X. Soit
n—-oo —00

alors A = {Xj, -2 X} N{X € B}. ll est clair que P(A) = 1letw € A = X, (w) — X(w) € B.

f étant continue sur B, pour tout w € A, f(Xy,(w)) — f(X(w)). En d’autres termes

f(Xi) T £(X) done f(X,) —— f(X).

Corollaire 5.1.1 , .
Soit (X,) et (Y,) deux suites de v.a. telles que X, — XetY, — Y.

n—oo n—-oo

Si f est une fonction mesurable sur R? tel que (X,Y) appartienne p.s. i I'ensemble de continuité de f
alors f(X,, Yn) L, f(XY).

La démonstration du corollaire est basée sur le Lemme suivant :

Lemme 5.1.2
Soit X et Y deux v.a. a valeurs dans RP. Alors Ve > 0,

PlIX+Y|>e|<P[IXI>5]|+P[IYI>%]

Preuve

Vérifions d’abord que{|X+YI > s} - {|X| > %e} U {IXI > %e} Si|X(w)+Y(w)| > € alors d’apres

I'inégalité triangulaire |X(w)| + |Y(w)| > €. Or si la somme de deux nombes est supérieure ou

égale a ¢ alors I'un au moins des deux nombres est supérieur ou égale a % Donc |X(w)| > ¢
1

ou |Y(w)| > ¢ d’ot1 le résultat. Le lemme en résulte en prenant les probabilités dans chaque

membre de l'inclusion.
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Preuve du Corollaire 5.1.1 , . )
Montrons d’abord que si X, — X, Y, — Y alors (X,, Y,,) — (X, Y). Notons par 0 la
n—o0 n—o0 1n—00

v.a. égale p.s. 2 0. On a alors |(X,,, Y,,) — (X, V)| < (X, 0) = (X,0)] + (0, Y;,) = (0, Y)|. Comme
(X, 0) = (X,0)] = 1X, — X[ et](0,Y,,) = (O, V)| =Y, = Y],

alors (X,,, Y) LN (X,Y)d’aprés le Lemme 5.1.2, et le Corollaire 5.1.1 résulte immédiatement
du Théoreme 5.1.8.

Corollalijre 5.1.2 ,
SiX,— X, Y, —— Yalors

n—00 1n—00

i) aX, +bY, —— aX +bY Ya,beR

n—00
1

p 1
IZ)X—nmiﬂp[x #0]=P[X#0]=1

iii) X, Y, BLENS'6'

5.2 Convergence p.s. de séries de v.a. indépendantes —
Théoremes limites forts

Soit (X,,) est une suite de v.a. et S, = X; + Xo + -+ + X,,. On dira que la série }’ X, converge
p.s. si la suite des sommes partielles (S,) converge p.s..

On dira que la série }_ X, converge en loi s’il existe une distribution de probabilité F tel que

De méme )}, X, converge en probabilité ou en moyenne d’ordre r s'il existe une v.a. X tel que

S, —— X ou S, —— X. L'outil fondamental pour les théorémes limites forts est

n—+oo n—+oo

Théoréme 5.2.1 (Inégalité de Kolmogorov)
Soit Xy, -+ X,, des v.a. indépendantes de second moment fini. Alors

1<k<n

P max|s; - E(Sy)| > £ é Z Var(X;)
j=

Preuve
Sans perte de généralité, on peut supposer [E(Xy) = 0 pour tout k. Posons Ay = QetVk > 1,

k
A = (max|s| <e) = Q{|sj|<e} (5.2)
Be = Awaf A7 =([ JISi]<el)nlisd > e). (5.3)
j=1

By est I’évenement "S; est la 17¢ somme partielle dont la valeur absolue est supérieure ou
égale a ¢" et il est facile de vérifier que

A; = {max|S;| > UBk

1<j<n
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En outre By, By, - -+ , B, sont des évenements disjoints et pour tout 1 <k <n,ona

) 2 2
Jy, S2dP =E(S, 1) = ]E(ESH — SOy, + Sels,) -
= E((Sn - Sk)]lBk) + 2E<(Sn - Sk)Sk]lBk) + E(Sk]lBk) -
Comme les v.a. S, — S et Silp, sont indépendantes et I5(X;) = O pour 1 < j < n, on a

E((Sn = SK)SiLp,) = B(Sy — Si)E(SiLp,) = 0 d’ota Jy, S2dP > ]E(Sk]lgk)z > ¢2P(By). 1l en résulte
que

Y. Var(X) = Var(S,) > [, 2 dP = ¥, [, $2dP = e2P(Uiy By) cqfd.
k=1 n k=1

Théoreme 5.2.2 -
Soit (X,,) une suite de v.a. indépendantes telle que E(X,%) < oo pour tout k. Si ), Var(Xy) < oo alors
k=1

i (Xn - E(Xn)) converge p.s.

n=1

Preuve "
Posons S, = Y, E(Xj - ]E(Xj)). Alors lim S, et lim S, sont finies p.s. En effet, pour tout
=1

m>1, im |S,| < lim [S, = Syl + S| < sup |S, — Syl +1Sm| et d’apres I'inégalité de Kolmogorov
Nn—00 n—oo n>m

(Théoreme 5.2.1) on a

N
—,
C_®

w»

=

!

wn

2

v

ot
=

P|sup|S, - Sul > ]

nzm

= lim P[LMJ {ISn — Syl = 8}] = lim P| max |S,—S,| > e]

M—+00 m<n<M

1 [se]
< P Z Var(X,) < co  d’apres 'hypothese.

n=m

Donc en faisant tendre ¢ vers +oo, la 1¢° probabilité tend vers 0 et on a montré que lim S, et
de méme lim S, sont finies p.s.

Pour montrer que S, converge p.s. nous avons seulement besoin de montrer que Ve >
0, P[limsup S, —liminfS§, > ¢] = 0.

Pour le faire, observons d’abord que si (a,) est une suite de nombres réels alors
sup |a,| = max{|supay,l, |infa,|} et [supa,| > € ou |infa,| > ¢ entraine supla,| > ¢. Donc
VYmeIN*, Ve >0,

{limsup S, —liminf§, > 2¢} C {sup,.,, Sn — inf,>,, S, > 2¢}
C{Isup,s,, Sn = Sul = €} U{|S;, —inf,2p Sl 2> €} .
C {sup,.,, 1Sn — Sul > €} .
Alors d’apres 'inégalité de Kolmogorov
Pllimsup S, — liminf S5, > 2¢] < 2 Var(X;) —— 0

. m—+oco
J=m

d’ot1 le résultat.
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Corollaire 5.2.1
Si (X,,) est une suite de v.a. indépendantes telles que ), Var(X,) < oo et ) E(X,) < oo alors ) X,

converge p.s.

Preuve
C’est une conséquence immédiate du Théoreme 5.2.2 et du fait que la somme de deux séries
convergentes es convergente.

5.3 Loi forte des grands nombres

La loi forte des grands nombres est le nom donné a une classe de théorémes traitant de la
convergence presque slire d'une suite de moyennes arlthmethues de v.a. Avant d’énoncer
le théoreme le plus important, commengons par la série de lemmes suivants.

Lemme 5.3.1

Si (a,) est une suite de nombres réels tendant vers a quand n — +oo,

a+a, +---+a,
alors a.
n n—+oo

Preuve
C’est d’apres un simple exercice d’analyse de DEUG connu sous le nom de convergence au
sens de Césaro. Le lecteur peut donc s’y référer.

Lemme 5.3.2 (Kronecker) 1 o
Si ). by est une série convergente de nombres réels alors — ), kby —— 0.

n=1 n =1 n—+0o

Preuve o
Pososn b = ), by. D’apres le Lemme 5.3.1
k=1

b1+ b1 +b)+---+ b +by+---+by,)

b.
n n—+o0o
Or
by +(m—1)by+---+by, +1 v 1v
nby + (1 = Dbz .. bi— =Y kby —— b
n n n n—+o0o
k=1 k=1
d’ot le résultat.
Lemme 5.3.3 1
Si (X,,) est une suite de v.a. indépendantes telle que - Z X ——— X alors X est une constante p.s.
k 1 n—+o0o
Preuve X
Pour chaque k fixé 7" 0. Donc I’ hypothése implique
n—+oo
Xp+ Xpp1+--+ X, ps
n n—+00

et donc X est mesurable par rapport a la tribu asymptotique ., engendrée par les X,
Aoo = (g 0(Xy, Xyys1, - - ) d’ot1 le résultat.
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Lemme 5.3.4

Si X est une v.a. alors E(X) existe si, et seulement si ), P[|X| > n] < oo.
n>0

Preuve
La conclusion du lemme découle des deux inégalités suivantes :

o0

Jixidp = [ % XL -1<x101 ) AP < Y, nPln—1< X <nl = ¥ PIIX| > n]

n=0

et [IX|dP > ¥, nP[|X| >n] - 1.
n=0

Théoréme 5.3.1 (Kolmogorov) © Var(Xy)

Si (X,,) est une suite de v.a. indépendantes tel que F(X2) < oo pour tout net Y, 2 Yo« 00, alors
k=1

12 Xe—EX s,

1y (X - BEXd) _ps o

N j=1 k n—=+e0

Preuve Var(Xy)

Comme ¥ & (X — E(Xk)

< oo alors d’apres le Théoreme 5.2.2 ),

converge p.s. et

= K B k
d’apres le Lemme 5.3.2 de Kronecker, on peut conclure que - Y. (Xk — E(Xk)) tend vers 0 p.s.
k=1

Théoréme 5.3.2 (Loi forte des grands nombres de Kolmogorov)

Soit (X,,) une suite de v.a. i.i.d. Alors - Y., X converge p.s. si, et seulement si IE(X;) < oo et dans ce
k=1

cas lim 1 Y. X = E(Xy) ps.

n—oo 1 k=1
Preuve
12 n X, S, S,.4n—-1 ps
Supposons que — Y, X; converge p.s. Posons S, = ¥ X;. Alors =2 = 2% _ 21 50,
M k=1 k=1 n n n n n—+oo

X s
soit =% > 1 0. Donc P[
n n—o+oo

1Xul

=21 i.o.] = 0 ou encore P[anI >n i.o.] = (. Alors d’apres le lemme

de Borel-Cantelli, comme les évenements {|X,| > n} sont indépendants, ), P[Ian > n] < 0.
n=1
Mais P[Ian > n] = P[|X1I > n].Donc Y P[IXll > n] < oo et [E(X;) existe d’aprésle Lemme 5.3 .4.
n=1

Réciproquement supposons que [E(X;) existe. Alors si on note Y, = X, 1x,<nj, ona: P[ Y, #
X, 1=P[|X,| 2n]=P[|Xq] > n]doudapres le Lemme 5.34, i P[Y, # X, ] < cocequi
implique P[ Y,, # X,, i.o] = 0 d’apres le lemme de Borel—Cantelli.ni1 suffira donc de montrer
que %1_1)?0 % kZZ:l X =E(Xi) ps.

Comme E(Y,) = E[X,,1x,j<n] . E(X;) (convergence dominée)

alors E(Y1) + E(Yy) + -+ E(Y,)

[E(X;) d’apres le Lemme 5.3.1.

n n—+oo

1z 5.
Il suffit alors de montrer que - Y (Y — E(Yy) 0. D’apres le Théoreme 5.3.1, il suffirait
k:1 n—+oo

© Var(Y,
de montrer que k§1 m];(z 2

Comme Var(Yy) = E(Yi) — (E(Yy)? < E(Y,f), il suffirait de montrer tout simplement que

o E(Y?) , , o E(Xf]lnxlkk}) L
k;l o < OrE(Y;) = E(Xlll{|x1|<k})donc on vamontrer que 1;1 — @ < co. D’apres
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o X2

le théoréme de Beppo-Levi on pourra montrer seulement que f ( h k—21]1{|X1|<k}) dP < co. Mais
k=1
alorspourm=1,2,--- ona

0 XZ s X2
f(z k—zlll{|x1|<k})]1{m—1<|X1|<m}dP = f(z k_zl)]l{m‘K'X1|<m}dP
k=1

k=m
< fmz(z k‘z)ll{m—1<|xll<m}dp
k=m
1
< mZ—P[m -1 <|Xq| <m]
m—1

< 2mP[m -1 < |Xy| < m].

00 2 &
Donc f( )} %]}'{|X]|<k})dp <2 Y mPlm—1<1Xy| <m] < 2<E|X1| * 1) < 0. Ce qui acheve la
k=1 m=1

démonstration.
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Chapitre 6

introduction aux processus aléatoires

Dans cette partie du cours, nous nous intéressons a des phénomenes dont les observations
dépendent du temps. En effet, le temps joue une part essentielle dans la vie au cours de
laquelle beaucoup de quantités se développent de facon aléatoire lorsque le temps passe,
entrainant des modeles de calculs de probabilités qui peuvent vite se compliquer. De telles
quantités aléatoires dépendant du temps sont appelées processus aléatoires ou stochastiques
qui sont de types différents.

De facon formelle, on appelle processus aléatoire une famille de v.a. X = {X(¢t) : t € T} a
valeurs dans un espace 2 ou T est un ensemble quelconque. Lorsque T C IN on dit que
le processus X est a temps discret et lorsque T est un intervalle de R* on dit que X est un
processus a temps continu. Lorsque 2" = R, X est dit processus réel. L'application T — 2,
t = X(t) est appelée trajectoire du processus et pour tout t € T, w — X(t, w) est appelé état du
processus au temps t. Nous étudierons ici quatre exemples de processus aléatoires courant :
le processus de Poisson, la marche aléatoire, le processus de vie et de mort et les chaines de
Markov classiques.

6.1 Processus aléatoires courants

6.1.1 Processus de branchement

Le processus de branchement est un processus qui modélise la croissance d'une population
qui s’auto-reproduit. Dans ce qui suit, le terme nomade désignera 'objet capable de se repro-
duire selon les regles suivantes :

- Ala date n = 0, il n’existe qu'un nomade. Celui-ci vit durant une unité de temps et meurt
au temps n = 1 en laissant une famille de descendants eux aussi nomades, ayant chacun la
méme propriété (lere generation). Chacun des nomades de la 1ere génération vit durant une
unité de temps et meurt au temps n = 2 en laissant des descendants de la 2eme génération
de nomades.

- Ce processus de vie et de mort continue aux temps ultérieurs n = 3,4, ....
Si pour tout n > 1, on connait le nombre Z, de nomades a la néme génération, alors on sait
quoi dire au sujet du développement de la population des nomades considérés (e.g., etude

de la croissance d"une colonie de bactéries en biologie, étude de la probabilité d’extinction
d’un nom de famille, etc.)
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6.1.2 Processus de Poisson

Supposons qu’a partir de l'instant t = 0, on observe un phénomene aléatoire tels qu'un appel
téléphonique au standard d"un hotel ou I’arrivé d’un client dans un magasin.

Soit N; le nombre de phénomenes observés dant l'intervalle de temps 0, {[ avec Ny = 0.
(Np)so est a valeurs dans IN vérifiant les hypotheses suivantes :

1- VO<s<t, Ny <N; (t — N; est croissante ).

2- V¥ 0 < s,le nombre de phénomenes N; — N, observés dans l'intervalle ]s, t] est indépendant
du nombre de phénomenes N; observés dans l'intervalle ]0, s] (on dit que le processus
(Np)e=0 est a accroissements indépendants).

3- V0 <s,laloi de N; — Ns ne dépend que de la longueur de I'intervalle Js, ] : Z(N; — N;) =
Z(N;-;) (on dit que le processus (N;)i»o est a accroissements stationnaires).

4- On ne peut observer deux phénomeénes ou plus simultanément :
P[Npi—N; > 1] = o(h) quand h — 0 (on dit que le processus (N;):s0 est localemant continu).

Théoréme 6.1.1
1l existe un réel A > 0 appelé taux d’arrivé ou intensité du processus telle que
Vt>0, Ny~ P(At) (loi de Poisson de parameétre At).

Définiton 6.1.1
Le processus (Ny)so satisfaisant les hypothéses 1 a 4 est appelé processus de Poisson d’intensité A.

Preuve
La démonstration du Théoréme 3.3.1 est basé sur le lemme suivant :

Lemme 6.1.1
(i) Yh 20, P[N, = 1] = Ah + o(h).

(i) Vi >0, P[N, = 0] = 1 — Al + o(h).

Preuve
Posons Pi(t) = P[N; = k], k> 0.
- Calculons Py(t) :ona Vt,h >0,
Po(t + h) = P[Nyy, = 0] = P[N; = 0, Nty — Ny = 0] = P[N; = 0] = P[N;, = 0]
= Po(t)Po(h)
D’autre part Py(t) est une fonction décroissante : si0 <s <t, N; < N; et
N;=0= N; = 0d’ou P[N; = 0] < P[N; = 0].
Py(t) vérifie donc
a) 0 < Py(t) <1, b) Po(t+h) = Py(t) Po(h) Vt,h >0, c) Py(t) décroissante.

Montrons qu’alors ¥t > 0, Py(t) = (Po(1))".
- site N, Py(t) = Po(1+1+---+1) = (Pp(1))' d'apres b)
~—— ———

n fois
- siteQ+,t:Z,p,qu*.
Dot gt =p = Po(t+t+---+1)=Po(p) = (Po(1))" = (Po(t))".
q fois

D'oit Po(t) = (Po(1))7 = (Po(1))".
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- sit € R*\Q",ilexiste (s,) et (t,) dans Q" tels que s, " sett, \, t,d’ ot Py(t,) < Po(t) < Po(sy)
d’apres c); soit (Py(1))™ < (Po(1))" < (Po(1))*.
En passant a la limite quand # tend vers +oo, on obtient Py(t) = (Po(1))’

- si Py(1) était nulle, on aurait Py(f) = 0 Vt > 0, donc aussi Py(0) = 0 ¢’est-a -dire P[Ny = 0] =0
ce qui est contraire a I'hypothese N = 0.

- si Py(1) = 1, on aurait Py(t) = 1 V¢t > 0, donc aussi P[N = 0] = 1 et N, = 0 p.s. Ce qui est
impossible car contraire a I’hypothese N; > 0.
On a donc 0 < Py(t) < 1. Donc il existe A € RY telle que Py(t) = e Vt > 0. Donc
Vh > 0, P[N, = 0] + P[N, = 1] + P[N, > 1] = 1. On a d’apres I'hypothese 4) et (ii),
P[N, = 1] = 1 = P[N,, = 0] = P[N}, > 1] = Ak + o(h), d’ott le (i).

Preuve du Théoreme 3k.3.1. .
Vk>1, P[Nyy =k] = Z%)P[Nt:j/Nt+h_Nt:k_j]: Z‘E)P[Nt:]']P[Nh:k—]']
j= j=
En commencant la sommation par j =k,
k-2
P[Niin = k] = Pr(t)Po(h) + Pi—1(t) PIN;, = 1]+ }. P[N; = j] P[N), = k — j]. Soit, en tenant compte
j=0
de I'hypothese 4) :
Pi(t + h) = Pr(£)(1 — Al + o(h)) + Px_1(t)(Ah + o(h)) + o(h) ou encore
%[Pk(t +h) — Pk(t)] = APx_1(t) — APx(t) + o(1). En faisant tendre h vers 0, on obtient, Py(t) est
dérivable a droite et P, = APy — APy
Or Pi(0) = Py(k) = 0 Vk > 1 et Py(t) = e*. On a donc
P, = APy — APy
(1) Py(0) =0 , Vk>1
Po(t) = e‘M
Posons Pi(t) = gx(t)e™ on a Pi(t) = q;(t)e" — APx(t). Or P, = Agi_1e™" — AP;. Donc gq;(t) =
Agk-1(t). En résumé (1) équivaut a
Pi(t) = gi(t)e™
7,(t) = Aga(t)
qx(0) = Pr(0) = 0
qo(t) =1
Le systéeme (2) donne gq(t) = A = q1(t) = At

(2) L Vk=1

At)?
75(t) = At = ga(t) = ( 2)
Ab)*
et par récurrence : Vk > 1, qi(t) = %
1 — — At _ _ (At)k —At
Soit P[N; = 0] = e " et P[N; = k] = Te L Vk>=1

Extension (2"¢¢ définition du Processus de Poisson)

Soit T; I'instant d’arrivée du i phénomeme :

T;=inf{t> 0| N, =i (1)

Alors0 =Ty < T < <T, <~ etNy =i te[T;, Tl )

(T)n=0 est une suite de v.a. dont les valeurs déterminent complétement le processus N. En
effet, si on connait les T; alors N; est défini par (2) et (2) peut se résumer a N; = max {n >0 |

T, < t} ouencore N; = ), i<y et {T <t} = {N; > n} 4)
k=0

Lesva. X;=T;-T;-1,1=1,2,---, sont appelées durées inter-arrivées du processus.
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Théoreme 6.1.2
Les durées inter-arrivées d un Processus de Poisson d'intensité A >0, X;,X5,++- , X, -+, sont des
v.a. indépendantes et de méme loi exponentielle de parametre A , &(A).

Propriéte d’abscence de mémoire
Une v.a. positive X est dite avoir la propriété d’abscence de mémoire si et seulement si,
Yu,v>0, PIX>u+v|X>u]=P[X>0].

Exercice 6.1.1

Soit X une v.a.r. positive. Montrer que X a la propriété d’abscence de mémoire si et seulement
si X est distribuéée exponentiellement.

indication :

Pour la condition suffisante, poser G(u) = P[X > u]. Alors de (5), on a:

G(u +v) = G(u) G(v) Yu,v > 0. En remarquant que G(u) est une fonction décroissante, en
dédiure que G(u) est de la forme G(u) = e™™, A € R%.

Preuve du Théoréme 3.3.2. — indication
Commencer par étudier laloi de X; : ona P[X; > u] = P[N, =0] = e, Yu > 0.
Traiter ensuite X, puis X3 etc.

6.1.3 Marche aléatoire sur Z

Une particule se trouve a I'instant ¢ = 0 a 1’origine 0 d’un axe gradué 0, +1, +2, - - -
A chaque instant t € {1,2,3,---} elle avance d"un cran a droite avec probabilité p, 0 <p <1
ou recule vers la gauche avec probabilité g =1 —p. Soit Sy =0et Vn > 1, S, la position de la
particule a la date n. On a
g = S, + 1 avec probabilité p

TS, — 1 avec probabilité g
On suppose que les déplacements d'une position a I’autre sont indépendants. On peut donc
écrire S, = So+ X1 +---+X,, n=0,1,2,--- ou 5 est la position initiale de la particule sur
l'axeet Xj, X;, - -+ , sont des v.a. indépendantes prenant chacune la valeur +1 avec probabilité
p et la vleur —1 avec probabilité g.
Le processus (S,,)q>0 est appelé marche aléatoire simple. Elle est dite symétrique sip = g = %
et antisymétrique sinon.
Cet exemple est un modeéle de la marche aléatoire parmi tant d’autres tels un jeu dans un
casino ou Sy représente la fortune initiale du joueur et S, sa fortune a I'issu du n°™ jeu, le
développement d'une épidémie (marche aléatoire sur Z") ou l'indice de prix dans un marché
financier.

Exercice 1
Soit (S,)n=0 la marche aléatoire sur Z précédente.

1) Soit U, = P[S,, = So] (probabilité que la particule revienne a sa position initiale a la date
n). Montrer que U, = 0 si n impair et U, = CJ| p"q" sin = 2m est pair.

2) Montrer que Yk >0, P[S, =k | Sy =0] = C,%(Mk)p%(”k)q%(”‘k)
1
indication : remarquer que Vi > 1, EXM ~ B(1,p).
3) Soit Ty = {n > 0] S, = 0} (Ty est la premiere fois que la particule revient a sa position

initiale apres la date 0).
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Montrer que P[Ty < 40 | Sy =0]=1—|p —qgl.
indication : {Ty < +oo} = J,51 {S, = 0}.

Soit B, = {To =n} = {S1#0,--,S,.1 # 0,5, = 0}.
Alors A, =1{S, =0} = U, A, N By

Montrer que P[A, N Bx] = P(Bx) P(A,—) , Y1 <k<n

En déduire, en posant f, = P(B,) et U, = P(A,) , que U, = Y. fill .
k=1
4) Calculer P[Sy,4,1 =159 =0].

5) Montrer que Z U, converge sip # g et diverge sip = q.

En déduire qu une M.A.S. (marche aléatoire simple) antisymétrique revisite presque sii-
rement une infinité de fois sa position initiale. On pourra se souvenir de la formule de

Stirling : n! ~ n"*3¢™ V21 pour tout 1 assez grand.

Exercice 2 (MLA. sur Z?)

Soit une M. A. en dimension 2 ou la particule se déplace sur les points
{G,j),i,j=0,%1,2,--| duplan.
Soitp,q,r,stelsque 0 <p,q,1,s <letp+g+r+s=1 Onsuppose que sila particule est a la
position (i, j) a la date n, sa position a la date n+ 1 est (i + 1, j) avec probabilité p, (i, j + 1) avec
probabilité g, (i — 1, j) avec probabilité r et (i, j — 1) avec probabilité s et que les déplacements
successifs entre les points sont indépendants.
Soit Sy = (0,0) et S,, 1a position de la particule a la date n. Ona Vn > 0
S, +(1,0) avec proba. p
o = S, +(0,1) avec proba. g

e S, —(1,0) avec proba. r

S, —(0,1) avec proba. s
Soit U,, = P[S, = S¢]. Montrer que

0 si n impair
=y (2n)! - : .
Uy =47y S(pr)(gs)"™  si n =2m estpair

=0 (k1)2 ((n - K)!)

6.2 Chaines de Markov

Soit X = (X,)u=0 un processus aléatoire a valeurs dans un espace fini ou dénombrable E
servant a modéliser 1’état d"un systéme au cours du temps, X, de51gnant cet état au temps 7.
Dans ce cadre, nous dirons que le systeme se trouve dans I'état i € E au temps n si X, = i.
On dira que le processus X = (X,,),»0 est une chaine de Markov homogene a espace d’états
E, si, partant de tout état i de E, la probabilité que la chaine passe immédiatement a 1'état j
de E est constante au cours du temps. Plus formellement :

Définiton 6.2.1 (Chaines de Markov homogeéne)
Soit X = (Xy,)n=0 un processus aléatoire a valeurs dans un espace fini ou dénombrable E. On dira que
X est une chaine de Markov homogene (CMH) si, pour tous états i, j, iy, i1, - - ,i,-1 € E et pour tout
n € N*,

P[X,41 = f|Xn =1, Xp1 = lp1, 0, Xo = ip] = P[Xps1 = j|Xn =1i]. (6.1)
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Les probabilités P(i, j) = P[X,1 = jIX, = i] = P[X; = jIXo = il, (i,j) € E? sont appelées
probabilités de transition de la CMH.
Les probabilités de transitions P;; = P(i, j) vérifient

Pij>0 et VieE, Y Py=1 6.2)

jEE

Lorsque E est fini, avec Card(E) = M, il est commode de disposer de la matrice de transition
IP=1[P;;],1<1i,j<MdelaCMH X. La connaissance de transitions I’ d"'une CMH (X,,).en et
de la loi initiale de X, détermine la loi de toute la chaine.

Exemple 6.2.1

On admet que le fait qu’il ait plu ou non un jour donné est la seule considération a prendre en compte
pour prévoir s'il pleuvra le lendemain. Plus précisément s’il ne pleut pas aujourd’hui, il pleuvra
demain avec probabilité a et s'il ne pleut pas aujourd’hui, il ne pleuvra pas demain avec probabilité
B, 0 < a,B < 1. En convenant de dire que le systéme est dans I'état 1 s’il ne pleut pas et dans
'état 2 s'il pleut, la situation peut étre représenter par une CMH a deux états E = {1,2} et les
probabilités de transitions Py = P[X,;1 = 11X, = 1] =1-a, Py, = P[X,41 = 2|X, = 1] = q,
Py = P[Xy11 = 1|1X, = 2] = B, Py = P[Xyu1 = 2|1X,, = 2] = 1 — . La matrice de transitions est

donc
1-—
IP:| 5 1%]

Soit (X,)nen une CMH. La probabilité de passer d’un état i a un état j en une transition est
P;; = P[X,+1 = jIX,, = i]. Mais la probabilité que la chaine passe de i a j en m transitions s’écrit

P = P, j) = P[Xyum = jIXu = i] (6.3)
e.g.

P = PO, j) = PXyo = jIX, = i = P[X = jIXo = ]
Y PIX, = jiXq = KIP[X; = KXo = i]

keE
= ) Pk PG, R = ) PPy
keE keE

Donc Pl(,]?) est I’élément de la ligne i et de la colonne j de la matrice IP?. Plus généralement

PO = PO, ) = P[Xyo = X0 = 1] = P[X,, = jiXo = 1
Y Pk pPUIG Ry = Y Py VP

keE keE

l’élément de la ligne i et de la colonne j de la matrice P" = P"~'IP = PPP"".

Théoréme 6.2.1 (Chapmann-Kolmogorov)
La matrice de transition en n étapes est égale a la puissance n-ieme de la matrice de transition en une
étape.

63



Remarque 6.2.1
Avec l'intérét des puissances m-iéme de la matrice de transition via le Théoreme de Chapmann-
Kolmogorov 6.2.1, on a, pour tout n € N,

PIX, = jl = ) PIX, = j|IXo = ilP[Xo = i] (6.4)
i€E
Donc en notant par u la loi de X, (loi initiale de la chaine), I'équation précédente s’écrit
. o DF .
PIX, = jl= ) P = pP(j), Vn 21 (6.5)
ieE

ot u; = u(i) = P[Xo = i], Vi € E. En d’autres termes £ (X,,) = ulP".

6.2.1 Ergodicité

Pour une chaine de Markov homogene, il est intéressant de savoir dans quelle mesure le
passé influe sur le futur. Cela revient a s ?intéresser au comportement limite des Pl(;l) lorsque

n — +oo. Il apparait que pour un grand nombre de CMH, la suite PE}” converge vers une
limite 71; ne dépendant que de I'état j. En d’autres termes, la probabilité de se trouver a l’état j
apres n transitions pour 7 assez grand est approximativement 77, indépendamment de I'état
i de départ. On peut montrer qu'une condition suffisante pour qu'une CMH possede cette
propriété est qu'il existe un entier n > 0 telles que

ﬂ?>a V(i, j) € E? (6.6)

Les chalne de Markov qui vérifient la condition (6.6) sont dites ergodiques. Or d’apres le
Théoreme de Chapmann-Kolmogorv 6.2.1

(n+1) _
Py = Z PiPyj,
keE

Donc lorsque n — +09, les chaines de Markov ergodiques vérifient 7i; = Z Py, Yj € E,

. keE
c’est-a-dire
nlP =7 (6.7)
Comme Z P?j =1, on aussi Z nj=1.
jEE jeE
Les résultats précédent sont rassemblés dans le théoreme suivant

Théoreme 6.2.2 (Ergodique)

Pour toute chaine de Markov ergodique 1; = lim P} existe et les 1 sont les seules solutions non
n—+oo

négatives du systeme d’équation

= 7ilP
{ZjeE =1 (6.8)

7t est dite loi stationnaire de la chaine de Markov.

Remarque 6.2.2

L’étude de la convergence des P% ou d’une maniére équivalente, de la matrice IP" revient a étudier
le comportement des valeurs propres de IP. En effet IP est semblable a une matrice diagonale ou
triangulaire. Donc si IP a une valeur propre A avec |A| > 1, la matrice IP" ne converge pas. On notera
que 1 est valeur propre (vp) triviale de IP. La chaine est donc ergodique si et ssi toutes les valeurs
propres de IP sont a l'intérieur du cercle unité.
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Exemple 1

Soit la chaine dont la matrice de transition est IP = ( (1) (1) )

1 0
0 -1
1. IP" ne peut donc converger et la chalne n’est pas ergodique. On a d’ailleurs P>" = [ et
]PZn+1 =P.

La matrice semblable a IP est P’ = ( ) Donc les valeurs propres sont toutes de module

1 000
1 1
2) Soit une chaine a 4 états 1, 2, 3, et 4, dont la matrice de transition est IP = (2) (1_) (2) 8
2 2
0 001
100 O 1 00 O
010 O 2 111
— 7)1 [ — 3
Alors P = QP’Q ' avec IP’ = 001 0 etQ = i % 1 1
000 -3 010 0
1 0 0 O
1
avec Q7' = _01 (1_) (1) 1
2 2 2 2
11 _1 1
6 2 2 6
On a donc
1 000 0O 00 O O 0 0 O
200 1% -1 11 -1 |l -2 01 -1 4
n _ my-1 — 1 =1 3 3
P —Q]P Q - % 00 % +2n+l -1 1 1 -1 +2n+1 % -1 1 _%
0 001 0O 00 O O 0 0 O
Par conséquent
1 000
2 9o !
— 1 n_| 3
= Jim P* = 1 oo %
0 001

Interprétation :

Sila chaine se trouve initialement a 1'une des extrémités du segment [1, 4], elle y reste presque
stirement. Si elle se trouve a 1’état 2, elle a deux chance sur trois d’aboutir tot ou tard a 1’état
1, et une chance sur trois d’aboutir a I’état extrémité 4. Par contre, elle n’a aucune chance de
se stabiliser en un état intermédiaire. On a un résultat analogue si le point de départ est 1’état
3.

On peut aussi dire que la chaine est attirée par les extrémités absorbantes 1 et 4, qu’elle finit
toujours par rejoindre. Elle a naturellement plus de chance d’aboutir a I'extrémité la plus
proche de sa position initiale.

Exemple 2

Soit une chaine de Markov a trois états 1, 2 et 3, dont la matrice de transitions est

].

M
I

QW =N [—=
Sl i—
5|ch|>—w>|a
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La dlagonahsatmn de IP donne comme valeurs propres A; = 1, A_1 et A3 = 1. La matrice de
passage Q et son inverse sont données par :

1 1 -5 2 3 2
- P
Q:[l : 5] ) le[l_% 5T
1 -2 1 % % %
On a donc
4 3 5
lim P" = lim QP"Q' =| £ 3 2
n—>+0o0 n—+00 22 k)
2 12 12
Interprétation

La chaine en question comporte trois éventualités. Notons les E;, E, et Es.

Lorsque la chaine est en E; elle a les probabilités %, % et % de rester en E; ou d’aller a E; ou a
E; respectivement, etc.

Lorsque la chaine fait un grand nombre 1 de transitions a partir d"un instant k, les probabilités
que la chame soit en E;, E, et E; respectivement a l'instant n + k, sont lorsque n — +oo,
=, =, = respectivement. Ces probabilités sont bien indépendantes des états de départ a

I'instant k con51dere

6.2.2 Chaine de Markov continues

On dit que X = (X,)nen est une chaine de Markov homogene continue si en plus d’avoir
les propriétés de Markov homogeéne précédentes, les X,, sont des variables aléatoires réelles
continues et de méme loi admettant une densité de probabilité notée f(x). Laloi de probabilité
conditionnelle de X,,;« sachant X,, = x admet donc une densité f (k)(ylx) indépendante de n.
Enfin la loi conditionnelle de X« (k > 1) sachant les valeurs prise par les X;, i < n dépend
uniquement de la valeur récente prise par X,,. La loi du couple (X, X,.+«) est alors définie par
sa densité

FOylx) £ (). (6.9)

De méme par la regle de la multiplication, celle du triplet (X, X,+x, Xy+k+m) est définie par la

densité
FOly) fO ) f (). (6.10)
Il en résulte que la loi conditionnelle de X, ¢+, sachant X,, = x est donnée par

FEM (z]x) = I FMly) FO(ylx)dy. (6.11)

En particulier f(y|x) = f(ylx) est la densité (ou noyau) de transition de x a y en une étape
et plus généralement

Fr(zlx) = [ Fylx) f(zly)dy. (6.12)

o0

Exemple

Supposons que le passage de X, a X1 suive une loi normale et que chacun des X, obéisse
a une loi normale réduite.

Posons
1 (-2

1
(ylx) = ———=¢"2 172,
fy V21t V1 — 72
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Cherchons f®(z]x). On a d’abord

T ey

f(Z)(Z|X) = I f(zly)f(ylx)dy = m[ 6_%Tdy.

(ee]

On obtient avec les résultats sur 1'intégrale de Gauss

1 (Z—rzx)2
2 142

1
2) - -
FOeh) = =

On établit enfin par récurrence sur n que f™(z|x) s’obtient en remplagant r par 7" dans
I'expression de f(z|x), r étant le coefficient de corrélation entre X, et X,,.1.Si|r| <1, 7" — 0
quand n — +oo et donc

1 :

fOGR) > f@) = —=e"%.
V2n

On retrouve la propriété ergodique étudiée dans le cas discret, mais cette propriété ergodique
n’est pas assurée si 7 = +1.

[N]

Sir = 1 par exemple, f(”)(zlx) ne dépend plus de n. Dans ce cas, on X, = X, presque
stirement. X; est aléatoire mais son choix étant fait, les X,, successifs sont bien déterminés.
Demémesir=-1,ona X, = -X;, X3 =X, X4 =-Xj, etc.

Notons que l'espace d’états E d"une chaine de Markov au lieu d’étre discret, peut dépendre
d’un temps continu t. Au lieu donc de X,,, on écrit X; ou X(t) et X(t) est une fonction aléatoire
de t. X(t)ter est un processus de Markov si la loi de X(t + h) sachant X(s), s <t est identique
a laloi de X(t + h) sachant X(t), Vh > 0. Les relations de Chapman-Kolmogorov

1n+m — 1n pm
Py = ) PiP,
keE

F*P(z|x) f: FoGly) P (ylx)dy (6.13)

restent valables, mais ici a et f sont des variables non négatives continues qui peuvent étre
aussi dérivables. Moyennant quelques hypotheses de régularité, la relation fonctionnelle
intégrale ci-dessus peut alors étre remplacer par une équation aux dérivées partielles de
Kolmogorov. Ce qui est du niveau Master 2.

67



Chapitre 7

Exercices d’application

7.0.1 Exercices du chapitre 1

Exercice 1
On considere deux événements A et B liés a une méme expérience aléatoire.

3 1 7 =
1) On donne : P(A) = 3 P(ANB) = 7 P(AUB) = 3 Calculer P(B) et P(A N B).

1 — — -
2)Ondonne: P(A) = 5 P(AUB) = Z P(B) = g.Calculer P(ANB), P(ANB), P(AUB) et P(A\B).
Exercice 2

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Montrer que :
1)V (A,B,C) € A, BNCCA = P(A) < P(B) + P(C);
2) V¥ (A, B) € A?> P(AAB) = P(A) + P(B) — 2P(A N B);
3)V (A, Ay, -+ ,Ay) € A" P((Ai) = P(A)) - Y P(A)) pourtoutj=1,2,---,n.
i=1 i#]
Exercice 3
Soient Ay, Ay, - -+ , A, une suite d’évenements liés a une méme expérience aléatoire. Démon-
trer la formule de Poincaré :

p(L:le» = ;P(Ai) ~Y PainA)+ Y PANANA) +-+ (FI T PAN N A,

i<j i<j<k
Applications :

1) n couples "légitimes" participent a une soirée. Ils se séparent puis se reforment par couples
au hasard.

Quelle est la probabilité qu’au moins un couple "légitime" se retrouve?

Limite de cette probabilité quand n — +00?

2) Soient n et p, (p > n) deux entiers strictement positifs. On lance au hasard p boules numé-
rotées de 1 a p sur un plan constitué de n cases numérotées de 1 a n. Chaque boule tombe
dans une case et chaque case peut en recevoir plusieurs.
a) Calculer la probabilité qu’au moins une case soit vide.
b) En déduire que le nombre N, , de surjections d’un ensemble a p éléments sur un ensemble

a n éléments est donné par : N,,,, = Y (—1)*Ck(n — k).
k=0
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Exercice 4

On suppose que les numéros de téléphone a 8 chiffres peuvent comporter a chaque position
n‘importe quel chiffre de 0 a 9 et que tous les numéros sont équiprobables.

Calculer la probabilité qu'un numéro a 8 chiffres soit tel que :

1. Le numéro est formé avec deux chiffres distincts et deux seulement.
Le numéro est formé de deux 0, deux 4 et quatre 6.

Le numéro comporte deux 5 et deux seulement.

La somme des chiffres du numéro est égal a 12.

Les chiffres du numéro forme une suite strictement croissante.

SANRAN o

Les chiffres du numéro forme une suite croissante au sens large.

Exercice 5
On suppose que l'année compte n jours. Quelle est la probabilité pour que dans une as-
semblée de k personnes (k < 1) au moins deux personnes aient leurs jours d’aniversaire en
commun?

k
Evaluer cette probabilité lorsque 7 et k tendent vers +oco tel que oo AN. n=365 k=19.

Exercice 6

Un distributeur de prospectus (tous identiques) fait son travail de fagon distraite et a distri-
bué au hasard n prospectus dans les p boites a lettres d"un immeuble supposées numérotées
delap.

a) Quelle est la probabilité q; pour que dans les boites il y ait respectivement ry,75,--- ,7,
prospectusry +r,+ -+ 1, =n?
b) Quelle est la probabilité g, pour qu’aucune boite ne soit vide?

Exercice 7
Avec les données suivantes, dans quels cas les évenements A et B sont-ils indépendants ?

P(A) | P(B) | P(A U B)
cas1l| 0,1 0,9 0,91
cas2 | 04 | 06 0,76
cas3 | 05 | 03 0,73

Exercice 8

Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé et (A, B, C) € A° tels que P(A) > 0, P(B) > 0et P(C) > 0.On
suppose que A et BUC sont indépendants, A et BNC sont indépendants, B et CN A sont indé-
pendants, C et ANB sont indépendants. Montrer que les trois évenements sont indépendants.

Exercice 9

Soient A et B deux événements liés a une méme expérience aléatoire.

1) On suppose que A et B sont incompatibles et de probabilités non nulles. A et B peuvent-ils
étre indépendants?

2) On suppose que A et B vérifient P(B/A) = P(B /A). Montrer qu’ils sont indépendants.

3) On suppose que A et B sont incompatibles et de probabilités non nulles, et que C est un

autre évenement telles que P(C/A) = P(C/B). Montrer que P(C/A) = P(C/B) = P(C/A U B).
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Exercice 10

On lance trois fois de suite une piece de monaie parfaite. Soient les événemetns suivants :
A =" pile apparait au 1* lancer ";

B =" Au moins deux piles apparaissent sur les trois lancers " et

C =" On obtient le méme résultat sur les trois lancers " .

Les trois évenements A, B, C sont-ils deux a deux indépendants?

Exercice 11

Dans une association, trois bénévoles A, B, C collent des timbres sur des enveloppes. Le
travail est effectué avec diligence, A traitant 50% de I'ensemble, B traitant 30% et C traitant
20% . Il est également effectué dans l’allégresse mais aussi dans 1’étourderie puisque A omet
de mettre un timbre dans 3% des cas, B dans 2% et C dans 1% . Un adhérent se plaint que la
lettre qu’il vient de recevoir ne comporte pas de timbre.

Quelle est la probabilité que I'enveloppe de cette lettre ait été traitée par A? par B? par C?

Exercice 12
Soient Ay, Ay, - -+ , A, une suite d’évenements liés a une méme expérience aléatoire. Démon-

trer que
P(Ay.A;...A,) = P(A1).P(A2/A4).P(A3/A1Ay) - - - P(A,/A1.Ay. . Ayq).

Applications : Une urne contient a boules blanches et b boules rouges. On en extrait succes-
sivement et avec remise 1 boules de 'urne.

a) Probabilité que les k premieres boules extraites soient blanches et les n—k dernieres rouges ?
b) Probabilité d’obtenir k boules blanches au cours des n tirages?

c) On décide maintenant qu'avant de procéder au tirage suivant on rajoute dans l'urne, c
nouvelles boules de méme couleur que celle qui a été précédemment tirée et remise dans
I'urne.

Quelle est la probabilité d’obtenir k boules blanches au cours des n tirages?

7.0.2 Exercices du chapitre 2

Exercice 1 o
Pour tout s € IR?,, on pose I'(s) = fo x~le ¥ dx.

1) a) Montrer que I'(s) est bien définie, b) Calculer F(%), c) Montrer que Vs > 1, I(s) =
(s—=1)I'(s — 1), d) Donner I'expression de I’ (ZI‘T“) pour tout k € IN* en fonction de I' (%)

2) Soit X une variable aléatoire réelle positive telle que P[X < x] =1 - exp(—%xz). Calculer
E(X) et Var(X).

4x
3)Soit f:R—> R, x—
)Soit f (=
a) Montrer que f est une densité de probabilité sur IR,.
b) Soit X la variable aléatoire dont la loi a pour densité f. Calculer E(X) et Var(X).
c) Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi de densité f. On pose
X
Z=—.
Y

Calculer P [z < Z < z + dz] et en déduire la densité de Z.

2 2
exp(—?) avec a € R}.

Exercice 2
Soit X une v.a.r. positive absolument continue telle que E(X) existe.
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a) Montrer que E(X) = f0+oo P[X > x].
b) Montrer que si X est a valeurs dans N alors E(X) = }, P[X > n].

n=0

Exercice 3
Soit X une v.a.r. absolument continue dont la densité f est une fonction continue sur R et

telle que [ ¥*f(x)dx < +co.
a) Montrer que lim x*P[|X| > x] = 0.
x—+00

b) Montrer que f;w tP[|X] > t]dt converge et que f;w tP[|X]| > t]dt = %]E(Xz).

Exercice 4
Soit la fonction de R dans lui-méme
0 si x<0
F(x)={ sinx si 0<x<7
1 si x>z

2
a) Montrer que F est une fonction de répartition. Déterminer si elle existe, la densité de sa
loi.
b) En appliquant I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev, montrer que pour touta, 0 <a < 1,
n —_—

az

cos(l—a)>1-

Exercice 5

Soit A un point du plan et A une droite ne passant pas par A et située a une distance a de A.
On trace au hasard une droite D passant par A. Soit X la position du point d’intersection de
D et A.

Loi de probabilité de la v.a. X et son espérance mathématique E(X)?

Exercice 6

Soit un plan horizontal ou sont tracées des droites paralleles équidistantes a la droite
constante d. On jette au hasard sur le plan une aiguille de longueur | < d (aiguille de
Buffon). Quelle est la probabilité que cette aiguille rencontre une des droites paralléles?

Exercice 7
On prend au hasard deux nombres réels a et b, -k < a < +k, —s < b < +s. Quelle est la
probabilité pour que I’équation du second degré x* + 2ax + b = 0 ait deux racines réelles.

Exercice 8

Une personne vous a donné un rendez-vous entre Oh et 1h. Elle viendra peut-étre vous voir
dans cette période avec une probabilité p 0 < p < 1. Cela fait t minutes que vous l'attendez
et elle n’est pas encore arrivée. Quelle est la probabilité p; qu’elle vienne ?

Exercice 9 Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles continues dont la loi conjointe
admet pour densité

3

_33/ si x+y<a y—-x<aety>0
fy) =1 "°

0 sinon

oua € R;. Calculer cov(X, Y). Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 10

Détermine k telle que f(x, y) = k1 { soit une densité de probabilité.

X+ 12 < 1}
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Densités marginales du couple (X, Y) dont la loi a pour densité f ? Cov(X,Y)? X et Y sont-elles
indépendantes?

Exercice 11

La fonction de IR?> dans R définie par f(x, y) = e /1l 0<x est - elle une densité de

< Y < 400}
probabilité ? Si oui, déterminer la et les lois marginales du couple (X, Y) dont la densité est
f. X et Y sont-elles indépendantes ?

. . S . o
Exercice 12 Soient U = ST et V = — ou S et T sont deux variables aléatoires indépendantes

et de méme loi uniforme sur [0, 1]. Déterminer la loi de probabilité de (U], V) et les lois mar-
ginales de U et de V.

Exercice 13
Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes suivant les lois &(1/2) et U[0, 2] respectivement.

On pose U = VXcosYetV = VXsinY.
Loi de (U, V)? Lois marginales de U et de V' ? U et V sont-elles indépendantes?

Exercice 14
Soit X ~» B(n,p) . Sachantque X =k, Y~ Bn—-k,r), 0<p<1l, 0<r<1.
Quelle est la loi de probabilité delav.a. S =X +Y?

Exercice 15

Le nombre X de pannes d"une machine suit une loi de Poisson dont on ne connait pas exac-
tement le parametre A. On sait tout de méme que A peut prendre seulement les valeurs 1, 3
et 4 avec des probabilités respectives 0,6; 0,3 et 0,1.

a) Calculer E(X) et Var(X).

b) On effectue un essai de la machine et on constate 3 pannes. Comment cela modifie-t-il les
probabilités que A vaille 1, 3 ou 4?

c) Compte tenue de ces modifications, calculer E(X) et Var(X).

Exercice 16

Le nombre N d’oeufs pondus par un insecte suit une loi de Poisson de parametre A > 0. Les
oeufs se développent de fagon indépendante et chacun d’eux donne naissance a un nouvel
insecte avec probabilité 2,0 <a < 1.

1) Loi du nombre X d’insectes a la premiere génération?

2) On observe k insectes a la premiere génération. Quelle est la probabilité qu’il y ait eu n
oeufs pondus?

7.0.3 Exercices des chapitres 2, 3

Exercice 1

Soient X;, X, deux v.a.r. indépendantes. On suppose que X; et X, suivent les lois B(n, p) et
B(m, p) respectivement, 0 < p < 1.

1) Trouver la fonction génératrice Gs(s) de la v.a. S = X; + X;. En déduire la loi de la variable
S.

2) Méme questions si X; v P(A) et X; w» P(u).

3) Soit X,, »» B(n, p). Trouver nl_i)rg() Gx,(s) lorsque p — 0 et np — A. Qu’a-t-on prouvé?

Exercice 2
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Dans un jeu de pile ou face, la probabilité d’obtenir pile est p, 0 < p < 1 et celle de face est
g =1-p. Soit S, le nombre de jets nécessaires pour obtenir  fois pile.

1) Déterminer la fonction génératrice de la v.a. S,,? (on pourra considérer d’abord le cas n =
1).

2) En déduire la loi de S,,.

Exercice 3
Soit (X,,).en+ une suite de v.a.r. indépendantes, de méme loi, de fonction caractéristique @.
Soit Y une v.a. a valeurs dans IN, indépendante de la suite (X,) et de fonction génératrice V.

Y
On définit Z = ) X;.

k=1
a) Déterminer la fonction caractéristique @ de Z.

b)Si Y ~» P(A), déterminer ®. (On dit que Z suit une loi de poisson composée).

Exercice 4

1) Soit U et V deux v.a.r. indépendantes et de méme loi N(0, 1). Déterminer la fonction ca-
ractéristique (f.c.) Dyy(t) de UV.

2) Soient Xj, X,, X3, X4 des v.a.r. indépendantes et de méme loi N (0, 1). Trouver la f.c. @r(t)
de T = X;X; — X3X4. Montrer que T a une densité et la calculer. Calculer IE(T") , n € IN".

X-Y X+Y
3) Soient X et Y deux v.a. indépendantes et de méme loi N(0, 1). Montrer que et al
2 _y2 2 \/Ez V2
X-Y X+Y
sont indépendantes et de méme loi. Quelle est la loi de et celle de 1,

4) Soient X, X5, X3 des v.a.indépendantes et de méme loi N (0, 1). Trouverla f.c. ®x, x, x, x5)(S, £).
Montrer que cov (X; X, X1 X3) = 0 mais que X; X5 et X; X3 ne sont pas indépendantes.

Exercice 5
Soit X;, X, deux v.a.r. indépendantes et identiquement distribuées, de méme fonction carac-
téristique @(t). On suppose que X; a une densité f(x). En exprimant ®x,_x, et fx,_x,, montrer

que si ® € L*(R) alors
+00 5 1 +00 2d
[ puae= o [ o

(Théoreme de Plancherel).

Exercice 6

1—it

it O(t) = )
Soit O(t) T3P
cisera. Loi de X?

Montrer que @ est une fonction caractéristique d'une v.a. X que l'on pré-

Exercice 7
Onrappelle la formule suivante dite formule d’inversion. Si ¢(t) est la fonction caractéristique
d’une distribution F(x) continue aux points a et b, a < b alors

pita _ ith
2it

+00 —ita _ —ith
F&) - F@) = 5 f [cp(t)% ~ p(-1) dt. (7.1)

a) Trouver F quand ¢(t) = ¢ ",

b) Déduire de (7.1) que si F(x) est absolument continue avec pour densité f(x) = F'(x) et si
f_z:o |(p(t)| dt < 400, alors

flx) = % I p(te ™ dt. (7.2)
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On pourra étudier la parité de la fonction t — ¢(t)e™* et remarquer que
F(x + h) — F(x — h)
2h

£(x) = limy,g .
Exercice 8

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi U[0, 1] .
Loi de S = X + Y? Méme question si X ~» U[-1,1] ( résultat : loi triangulaire)

Exercice 9
Soient Xj, Xy, -+, X, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi. Calculer 1'espé-
rance mathématique de T, dans chacun des cas suivants :

n

1. Laloi commune est la loi exponentielle &(A) et T,, =

X;

n
=1

-

2. la loi commune est la loi de Pareto de densité :
f@ =@, a>1 et T,=14—"—
* Y. LogX;
i=1

Exercice 10
Soient Xj, X5, -+, X, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On note F(x) et
f(x), leur fonction de répartition et densité de probabilité communes.

1) Loi de X(,) = max(Xy, Xy, - -+, X,,) et de X1y = min(Xy, Xp, - -+, X).

2) On note Xy, X, -+, X le réarragement par ordre croissant des variables aléatoires
Xy, Xo, 0+, Xyt Xy € X2y < -+ < Xy- On voudrait chercher la loi de X, k > 1. Soit la v.a.
N(x) définie par N(x) = card{i, i=1,2,...,n/X; < x}.

a) Loi de N(x)?
b) Exprimer 1’événement {X() < x} en fonction de N(x). En déduire P[Xy < x].
c) Démontrer que Vk, 1 <k<n,etVp, 0<p<1,ona

1 g - n— - i n—j
m[g -y tdy = ) Clpl(-py

=k

ou
(o .. T(r@
e R

d) En déduire la densité f(x) delav.a. X(. Quelle estlaloi de X dansle cas ot1 X ~» U[0,1]?

7.0.4 Exercices des chapitres 4, 5, 6

Exercice 1

Etudier la convergence vague de la suite de mesures :
a) du,(x) = sinnxdx,

b) du,(x) = sin® nxdx,

C) Un = O,, Ol (a,) est une suite dans R.

Exercice 2
Soit (X,,)zenw une suite de v.a.r. telle que X, LR X.
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1) X, est absolument continue avec pour densité f,(x). La loi limite de X, est-elle absolument
continue et possede-t-elle une densité?

2) Aucune des X, n’est absolument continue et X, 4 X. La loi limite peut-elle étre absolu-
ment continue?

Exercice 3
Soit (X,,) une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi
1
P[X,=1] = P[X,=-1] = 5 Etudier la convergence en loi de la suite (Y,) définie par
n X
Y, =Y ==
k=1 2
Exercice 4

(nt)*
T fG).

Soit t € R et f € Cp(R). Etudier la limite lorsque n — +oo de la suite Y,, = e™™
keN

Exercice 5 1
Soit X ~» y(n, A). Loi limite de la suite Y,, = TX — \n?
n

Exercice 6
npk
En utilisant le Théoréme centrale limite, calculer lim e~ Z k_
n—+oo
Exercice 7 )
. " n
Soit (X,) une suite de v.a.r. absolument continues ayant pour densité f,(x) = Pk

x € R. Montrer que (X,) converge en probabilité. Est-elle convergente en moyenne d’ordre
r=1?

Exercice 8
Soit (X,,) une suite de v.a.r. Montrer que :

1) Si (X,,) est uniformement bornée alors X, 50 E|X,| — 0.

2) Si f € Cp(R) et continue en x; € R alors X, 2 xo = E(f(Xy) = f(x0).
3) Soit (X,,) une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi U[0, 1] et soient f, g € C([0, 1], R)
avec f > 0 et g > 0. Montrer que

PO WP ICORSRS (O PN WL

lim w = )

n—+eo o 0 g(xl) +---+ g(xn) j(;l g(x)dx
Exercice 9
En utilisant la loi des grands nombres, calcule 111}1 I, ou

1 1
I = f f f(u)dxl...dxn
0 0 n

et f € C([0,1], R).

Exercice 10
Soit Xj, Xy, -+, X, n variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi
EA), A>0.0npose Sy =X; +--+Xi, So=0.

1- Loi du vecteur aléatoire (S1,5,,---,S,)? En déduire la loi de la v.a. S,,.
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2- Pour toutt € R, , on pose N; = } U5, <y - Loi de N;?
n=1

Exercice 11

Soit X la durée de vie aléatoire d'un appareil électronique, continue, de f.r. F et de densité f.
On suppose qu’apres une panne, I’appareil est réparé et la durée de vie apres réparation a
méme loi que X. Soit X3, - -+, X, les durées de vie jusqu’a la n®™ panne, indépendantes. On
définit S, = X3 + --- + X,, le moment de la n'"* panne; N; le nombre de pannes observées
dans l'intervalle [0,¢] , N(0) =0 ; F, et f, lafr. etladensité de S, .

Montrer que :

a) P[N; = n] = Fy(t) = Fua(t) ¥Yn=0,12,-
b) H(t) = EN(H) = Y. F\(6)
n=1

c) Soit W; = Sy+1 — t le temps écoulé entre le moment ¢ et la premiere panne apres ¢ .
Montrer que si f, et ) f, sont continues sur R, alors

Fw,(s) = P[W, <sl = F(t+5)— [ (1= F(t+s-x)h(x)dx ;s >0 ouh(x) = H'(x).
d) Loisde N(t) etde W; siles X; sontdeloi &A), A >0 7?

7.0.5 Exercices, problemes, devoirs et examens divers

Probleme 1
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles dont la loi conjointe a pour densité

e, si 0<x<+400, 0 <y<+oo

feoy) = { 0, sinon

a) Les v.a. X et Y sont-elles indépendantes ?

X
Onpose Z = Y Calculer P[Z < z] pour tout z > 0. En déduire que la v.a. Z admet une densité
de probabilité qu’on calculera.

Probléme 2
Soit (), A, P) un espace probabilisé et soit A, B, C € A et (A,),>1 une suite dans A.

1) Montrer que :
a)BNC c A = P(A) < P(B) + P(C);
b) P(AAB) = P(A) + P(B) — 2P(A N B);
c) P(NAj) = P(Aj) — X P(A;) pourtoutj=1,2,---,n.
i=1 i#]
2) On désigne par A 1'évenement "une infinité des A, se réalisent".
a) Exprimer A en fonction des A,,.
b) Montrer que Y5 P(A,) < +o0 = P(A) = 0.
c) Montrer que P(A) =1 & P(( s, Ax) = 0.
d) Montrer que si les A, sont indépendants alors ), P(A,) = +00 = P(A) = 1.
e) Que peut-on dire finalement de P(A) lorsque les A, forment une suite d’événements ?

Probléeme 3
1) Soit U une v.a. de loi uniforme sur [—%, +§] Loidelava. X =tanU?
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2) Soit X une v.a. continue admettant pour densité de probabilité

fx) = , VrxeR.

eX + e
Trouver la constante K.

3) Soient X et Y deux v.a. indépendantes suivant la loi de Poisson de parameétres a et 8
respectivement. Trouver la loi conditionnelle de X sachant X + Y =n,n € IN".

4) Soient X et Y deux v.a. dont la loi conjointe a pour densité

2e7%7Y si 0<x<y<+o0

flx,y) =

0 sinon

Trouver la densité conditionnelle de la loi de X sachant Y = y et calculer E[X]Y = y].
5) Soit X une v.a. suivant la loi binomiale de parameétre n et p. Calculer E(g(X)) avec

1
g(x) = o1 On donnera le résultat sous forme simplifiée.

Examen S6 UL 2011
N.B. : Le candidat traitera obligatoirement 3 exercices au choix parmi les quatre proposés.

Exercice 1

1) Le délégué d'une classe téléphone a ses n camarades pour les prévenir du report d'un DS.
Chacun d’eux a la probabilité p € [0,1] d’étre au bout du fil. N’ayant pas pu joindre tout le
monde, il rappelle quelques minutes plus tard. Chacun des camarades qu’il n’avait pas pu
joindre a la probabilité r € [0, 1] d’étre au bout du fil. Soit X la v.a. égale au nombre de ceux
qu’il a pu joindre au premier tour d’appel et Y la v.a. égale au nombre de camarades joints
au second tour d’appel.

a) Loi de X? Loi de Ysachant X =k? Loide S = X+ Y?

b) AN. n=35p=0.029,r=0.09. E(S) et Var(5)?

1
2) Soit X une v.a.r. En utilisant le Théoréeme de Fubini, calculer (m) dans chacun des

cas suivant : a) X ~ P(A), A > 0; b) X ~ B(n,p); ¢) Calculer dans le cas b) la limite
de cette expression quand n — 400, p — 0 et np — A. Commenter ce résultat.

Exercice 2

Soit Xj,---, X, n v.aa.r indépendantes et de méme loi E(A), A > 0. On pose Sy = 0 et pour tout
k>05 =X+ + X,

1) Loide (S1,---,S,)? Endéduire laloide S, pour tout n € IN".

+00

2) Pour tout t € R’,, on pose N(t) = Z I(S, < t) o1 I(A) désigne 'indicatrice d"un événement
i=1

A. Loidelav.a. N(t)?

On pourra remarquer que pour tout k € IN*, {N(t) =k} = {S, <t < S,41}.

Exercice 3
1) Soit F : R — R définie par :

0 six <0,
F(x) =4sinx si0<x<?Z
1 six> 7

a) Montrer que x — F(x) est une fonction de répartition et déterminer si elle existe, la densité
de probabilité de sa loi.
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b) Soit X la variable aléatoire associée a la f.r. F. En appliquant 1'inégalité de Bienamey-
Tchebycheff a la v.a. X démontrer que

m—23

Vxe[0,1], cos(1—x)>1-— =2

2) On suppose dans cette question que F est donnée par

1 * 2
F(x) = —f e 2dt.
VZT[ —00

a) Sans aucun calcul, dire ce que vaut F(0.5).
b) Montrer que
* 1 1 _ﬁ \/_ 1 _x_2
VxeR, (C-z)r < V2rn(l-F@) < ee.

On pourra comparer les dérivées des fonctions a gauche et a droite de ces inégalités.

Exercice 4
1) Soit X une v.a. de loi N(y, 1). Montrer que la fonction génératrice de moments (f.g.m.) de

X2 : Mya(s) = E(eX’) est donnée par

25

1
exp(
Vi-2s Pi-2s

2) Soit Xy, -+, X, n var indépendantes telles que pour touti =1,--- ,n, X; ~ N(u; 1). On

My (s) = ).

pose Y = Z X?. Montrer que la fonction caractéristique @y(t) de Y est donnée par
i=1
O%it
1-2it

DOy (t) = exp( )

(1 -2it)2
ot 6% = pi + -+ + pi. On pourra calculer d’abord la f.g.m. de Y. La loi de Y est dite loi de
Chi-carré décentrée a n d.d.l. de parametre de décentralisation 60 notée xX*(n; 0).

Controle de Probabilités S6 UL - mai 2011. Durée 1H

Exercice 1

On jette 3 dés homogenes. Calculer les probabilités, des événements suivants :

1) Les trois dés montrent la face 6.

2) Au moins un dé montre la face 6.

3) Aucun dé ne montre les faces 5 ou 6.

4) La somme des trois dés est inférieure ou égale a 6.

5) On obtient que des 5 ou des 6 sachant que la somme est supérieure ou égale a 7.

Exercice 2

Un quart d’une population a été vacciné contre une certaine épidémie. On a trouvé qu’'un
malade sur cing avait été vacciné et que parmi les personnes vaccinées, un sur douze a
contracté la maladie. On choisit au hasard une personne dans cette population. Quelle est la
probabilité

1) qu’elle soit malade?

2) Qu’elle soit malade sachant qu’elle n’a pas été vaccinée?
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Exercice 3

Soit M ={1,2,--- ,n} et soit {i1,ip,--- , ik} un k-uple d’éléments de M. Pour k = 0,1,2,--- ,n,
donner le cardinal de chacun des sous ensembles d’éléments de M suivants :

Ax I'ensemble des k-uples d’éléments de M sans répétition,

By I'ensemble des k-uples d’éléments de M avec répétition,

Ci ’ensemble des k-uples d’éléments ordonnés de M sans répétition,

Dy I'ensemble des k-uples d’éléments ordonnés de M.

Exercice 4
(_1)n+1

Soit Q) = R et les événements A,, = [O, 1+ ,n=1,2---

Décrire les événements A* = limsup A, et A, =liminfA,.
La suite (A,) est-elle convergente ?

Exercice 5
Soit X une variable aléatoire réelle.
1) On suppose que X suit une loi binomiale B(n,p), 0 < p < 1 définie par
Vk=0,1,---,n, P[X=k]= C’flpk(l - p)”'k. Calculer E(g(X)) pour
‘ 1
a) g(x) =e™, teR; b) g(x) = e On simplifiera le résultat obtenu.
2) On suppose que la loi de X admet une densité donnée par
C
flx) = = Vx e R.
Déterminer la constante C.

Examen et devoirs S6 UK 2013

Exercice 1
Soient Ay, Ay, - -+ , A, une suite d’évenements liés a une méme expérience aléatoire.
1) Démontrer que

P(A1.As...A,) = P(A1).P(As/A)).P(A3 /AL As) - - P(An/AL A Ap ).

ou AB signifie A N B.

2) Une urne contient a boules blanches et b boules rouges. On en extrait successivement et
avec remise 1 boules de 'urne.

a) Soit X la v.a. égale au nombre de boules blanches obtenues au cours de ces n tirages.
Calculer la probabilité que X = k, pour tout k € {0,1,--- , n}.

b) On décide maintenant qu’avant de procéder au tirage suivant on rajoute dans l'urne, ¢
nouvelles boules de méme couleur que celle qui a été précédemment tirée et remise dans
l'urne. Calculer encore la probabilité que X =k, pour tout k € {0,1,--- ,n}.

¢) Dans le cas a) calculer E(X) et Var(X). On pourra poser p = aaﬁ'

Exercice 2
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles dont la loi conjointe a pour fonction de répartition

[ 1-eF—eVt+e ™, si x>0, y>0
Fx,y) = { 0, sinon

a) Calculer cov(X, Y). Les v.a. X et Y sont-elles indépendantes ?
b) Calculer P[X <1,Y > 1].
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Exercice 3
Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes et de méme loi de densité

]. 1.2
flx) = e ", ¥Yxe R
V21

X
On pose Z = e Trouver la densité de la v.a. Z et la loi suivie par Z?

Exercice 4
Soit X un vecteur gaussien de R? de loi N (1, T). On suppose que i = 0 et
3 -10
-1 3 0|
0 0 2
a) Trouver un opérateur linéaire f de R® dans lui-méme telle que Y = f(X) soit un vecteur
aléatoire dont les composantes sont indépendantes.

b) La loi de X est-elle absolument continue ? Si oui, donner la densité fx(x) pour tout x € R>.
Sinon expliquer pourquoi.

I =

Exercices 5

On dispose de trois urnes U;, Uy, U; contenant chacune des boules blanches (B), noires (N)
et rouges (R) avec les compositions :

U;:1B,2N,3R; U,:2B,1N,1R; Us;:4B,5N,3R.

On prend une urne au hasard, on tire 2 boules de cette urne sans remise et on constate que
I"'une est blanche et 1’autre est rouge. Quelles sont les probabilités g, g, et g3 que I'urne tirée
ait été U,, U,, Us respectivement?

Exercices 6
Soit X une v.a.r. absolument continue dont la loi de probabilité est donnée par la densité

fx)=2Ae™, AeR;.

a) Déterminer A et la fonction de répartition F de la v.a. X.
b) Déterminer la fonction de répartition et la densité de la v.a. Y = X2.

UNIVERSITE DE LOME ANNEE UNIVERSITAIRE
FACULTE DES SCIENCES 2008/2009

Licence de Mathématiques (SMIII)- DSn°3
Epreuve de Probabilités 1. Durée : 2H

N.B. : Le candidat traite obligatoirement le probleme 1 et au choix un des problemes 2 et 3.

Probléme 1
Soit X et Y deux v.a.r de loi conjointe continue de densité

fl, ) =~ expl-g——
& 2m4/1 = p? P 2(1-p?)

ou p est le cefficient de corrélation de X et Y.

1) Onpose U =X+Y,V = X-Y. Montrer que U et V sont indépendantes et trouver leurs

lois marginales.

Y - pX
2) On pose Z =

(¥ = 2pxy + )}
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a) Montrer que X et Z sont indépendantes, chacune de loi normale centrée réduite.

b) Montrer que P[X > 0,Y > 0] = ; + 5- arctan 1p -
-p

Probleme 2

Soit X une v.a.r dont la loi a pour fonction caractéristique (f.c.)
Ox(H) = (1 +t)e™, teR.

1) Discuter I’existence des moments d’ordre k € IN* de la v.a. X.

1 v , .
2)OnposeY, = - E X;ou Xj, ..., X, sont n va.r indépendantes, chacune de méme loi que
n
i=1

X.

a) Déterminer la f.c. de ), et étudier sa limite éventuelle lorsque 1 tend vers +oco0. Que peut-on
en conclure?

b) Le résultat obtenu dans la question 2a) était-il prévisible? si oui expliquer pourquoi.

1 n
3)On pose Z, = — E Xi
Vi 45

a) Déterminer la f.c. de Z, et étudier sa limite éventuelle lorsque 7 tend vers +c0. Que peut-on
en conclure?

b) Le résultat obtenu dans la question 3a) était-il prévisible ? si oui expliquer pourquoi.

4) Montrer que X est une v.a. absolument continue et détermine sa densité de probabilité.
5) On pose enfin Y = arctan X. Loi de la v.a. Y et existence de moments d’ordre k € N* de Y?

Probléeme 3
Soit (a,b) € R* X R et la loi de probabilité sur R notée L(a,b) définie par sa fonction de

répartition :
1
F(x) =12
() {1 i

1) Montrer que F(x) est la fonction de répartition d"une loi absolument continue et déterminer
la densité de probabilité correspondante.

2) Soit X une variable aléatoire réelle de loi L(a, b). Calculer E(X) et Var(X). Soit Y la variable
aléatoire centrée réduite associée a X.

3) Déterminer la densité de Y et sa fonction caractéristique. En déduire, pour tout k € IN*, le
moment d’ordre k de Y : m; = E(Y%).

4) Déterminer la fonction caractéristique de X.

5) Soient X; et X, deux variables aléatoires réelles indépendantes chacune, de loi L(1, 0).
On pose S = X; + X,. Déterminer la densité de probabilité de S ainsi que IE(S), Var(S) et la
fonction caractéristique de S.

6) On pose Z = partie entiére de |X;|. Déterminer la loi de probabilité de Z puis sa fonction gé-

nératrice et en déduire, pour tout k € IN*, le moment factoriel d’ordre k : myy = E(Hi:ol (Z—1)).

Université de Kara
FaST - Semestre VI Année 2011-2012

Probabilités III - DS. Durée 2h

Exercice 1

Soit X une v.a.r. intégrable et soit f une fonction de R dans IR. On pose p = E(X).

1) On suppose que f est convexe et deux fois dérivable. En utilisant le développement de
Taylor, montrer que

fX) = f(p) + f()(X — ).
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En déduire que si les v.a. X et f(X) ont chacune une espérance finie alors on a
E(f(X)) 2 f(E(X)).

2) On suppose dans cette question que f est paire, positive et croissante.

a) Montrer que pour toute constante positive c,

E(f(X))
P[IX]|>c] < W

b) En déduire que pour tout p > 0

EIX - EX)]
P[|X— E(X)| > C] < T
Exercice 2

1) Soit X une v.a. suivant la loi normale centrée réduite. Montrer que pour tout x > 0,
1 1 1

(; — F)exp(—ixz) < V2mP[X > x] < %exp(—%xz).

2) Soit (X,,)x>0 une suite de v.a.r. absolument continues ayant pour densité f, pour tout n et
soit X une v.a.r. absolument continue de densité f.

a) Montrer que si f, — f p.p. alors (X,,) tend vers X en loi. (Pour cela on pourra montrer
que Yx € R, P[X,, < x] — P[X < x]).

b) Etudier la réciproque en considérant la suite f,(x) = (1 + sin 2n7x) g 17(x).

Exercice 3

Soit X,, une suite de v.a.r.
a) On suppose que la v.a. X, prend ses valeurs dans 1’ensemble {O, %, e, %, . 1} avec
=1

Yk, P[X, = 5] = Etudier la convergence en loi de la suite (X,).

b) On suppose que X, suit la loi y(n, A). On pose Y, = %Xn — /. Etudier la convergence
n

en loi de la suite (Y},).

X2 +---X2
¢) On suppose que les X,, sont indépendantes et de méme loi U[1,2]. Calculer E (Xl—i——X)
L+ X,
UNIVERSITE DE LOME ANNEE UNIVERSITAIRE
FACULTE DES SCIENCES 2007/2008

Session de juillet 2008 - Examen : Licence de Mathématiques (SMIII)
Epreuve de Probabilités 1. Durée : 2H

Exercice : 8 pts

Soient X et Y deux v.a.r discretes vérifiant les conditions suivantes :

-laloi de Y est la loi binomiale de parametre n et p, n € N* et p €]0, 1[.

- X ne peut prendre que les valeurs O et L et Vk € {0,1,...,n}: P[X =1|Y =k] = £,

a) Loide X? b) Calculer E(XY) c¢)LoideY —1sachant’événement {X =1}?

Probléme : 12pts

Soit X une v.a.r dont la loi a pour fonction caractéristique (f.c.)
Dx() =1 +|t)e™, teR.

1) Discute I'existence des moments d’ordre k € IN* de la v.a. X.

1 n
2)OnposeY, = - Z X;ou Xj, ..., X, sont n va.r indépendantes, chacune de méme loi que
i=1
X

a) Détermine la f.c. de Y, et étudie sa limite éventuelle lorsque n tend vers +oc0. Que peut-on
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en conclure?
b) Le résultat obtenu dans la question 2a) était-il prévisible ? si oui expliquer pourquoi.

1 n
3)Onpose Z, = — ) X;

a) Détermine la f.c. de Z, et étudie sa limite éventuelle lorsque n tend vers +c0. Que peut-on
en conclure?

b) Le résultat obtenu dans la question 3a) était-il prévisible ? si oui expliquer pourquoi.

4) Montre que X est une v.a. absolument continue et détermine sa densité de probabilité.

5) On pose enfin Y = arctan X. Loi de la v.a. Y et existence de moments d’ordre k € IN* de Y?

UNIVERSITE DE LOME ANNEE UNIVERSITAIRE
FACULTE DES SCIENCES 2007/2008

Licence de Mathématiques (SMIII)- Examen : Session de rattrapage
Epreuve de Probabilités 1. Durée : 3H

N.B. : Le candidat traitera deux exercices au choix parmi les exercices 1, 2, 3 et obligatoirement
Iexercice n° 4.

Exercice 1: 8 pts

Soient Xj, ..., X, une suite de v.a. a valeurs dans IN*, indépendantes et de méme loi de fonc-
tion génératrice (f.g.) G(s) et soit N une v.a. a valeurs dans IN*, indépendante de la suite (X,,)
etde f.g. H(s).

1) On pose Z = YN, X;. Trouve en fonction de G et H la f.g. dela va. Z et en déduit E(Z) et
Var(Z).

2) ANN.:Le nombre d’accidents de la route enregistrés par an au Togo est une v.a. de moyenne
u et de variance 0. Le nombre de sinistres lors de chaque accident est une v.a. de moyenne v
et de variance ¢?. On suppose que les v.a. nombres de sinistres lors de divers accidents sont
indépendantes du nombre d’accidents. Calculer la moyenne et I'écart-type du nombre de
sinistres enregistrés par an au Togo.

Exercice 2 : 8 pts
Soit X et Y deux v.a.r de loi conjointe continue de densité
1 1 2 2

X, Y) = ————exp{—g——: (" — 2pxy +
fxy) ZHMe ol 2(1_{32)( pxy +yo))
1)Onpose U =X+Y,V =X -Y.Montrer que U et V sont indépendantes et trouver leurs
lois marginales.
Y - pX
2) On pose Z = ——

a) Montrer que X et Z sont indépendantes, chacune de loi normale centrée réduite.
b) En déduire que P[X > 0,Y > 0] = 1 + 5 arctan —~

Exercice 3 : 8pts

Soit (X,),>1 une suite de v.a.r définies sur un espace probabilisé (Q, A, P) telle que pour tout
n>1,X, ~» B(n,x) (loi binomiale de parametres n et x €]0,1[ ) .

1) Montrer que la suite (%)nzl converge en moyenne quadratique vers x lorsque n — +co.
2) Montrer que Vn > 1, Vx €]0,1[ et V6 > 0

CrxF(1 — x)"F <
Z‘ (1) 4nd?

{keN/0<k<n et |£—x|>6)

3) Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0, 1] a valeurs réelles. Pour tout n € IN* et tout
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x €]0, 1[, on pose f,(x) = Zf(%)C’fl x5(1 - x)"*,
k=0

Vérifier que f,(x) est un polyndome (polyndme de Bernstein) et démontrer que

lim,, 400 SUP oy | fu(x) = f(x) |= 0.

En déduire le Théoreme de Stone-Weierstrass : toute fonction continue sur [0, 1] a valeurs
réelles est limite uniforme d’une suite de polyndmes.

Exercice 4 : 4 pts

Soit (X,)n>1 une suite de v.a.r telle que pour tout n > 1, X,, ~» 8(%) (loi exponentielle de
parametre ). On pose Y, = X, — [X,] ou [.] désigne la partie entiere de "." Montrer que la
suite (Y},) converge en loi vers une v.a. absolument continue dont on précisera la loi.

UNIVERSITE DE LOME ANNEE UNIVERSITAIRE
FACULTE DES SCIENCES 2008/2009

Devoir de Probabilités - Licence de Mathématiques (SMIII)
29 janvier 2009 - Durée : 1H

N.B. : Le candidat traitera obligatoirement un exercice au choix parmi les deux exercices proposés.

Exercice 1
Soient (X, Y) un couple de v.a.r discrétes de loi conjointe donnée par

ety six=1,2,--+,0, y=1,2,-++ ,00
PIX=xY =yl :{ 82) sinon !

1) Déterminer la loi marginale de X et celle de Y. Les v.a. X et Y sont-elles indépendantes ?
2) Déterminer la fonction de répartition (f.r.) de X : Fx(x) = P[X < x], x € R.

3) Déterminer P[X >a,Y < b],a,b € R.

4) Déterminer P[min(X,Y) <c],c > 1.

5) Déterminer P[X = Y] et P[Y > X].

Exercice 2
Soit X une v.a.r admettant pour densité de probabilité la fonction f définie sur R par

x+1 silx| <k

f(x):{O silx| >k

1) Déterminer k. et trouver la f.r. de la v.a. X.

2) Calculer E(X?).

3) On pose Y = X2. Trouver la loi de Y. On donnera la f.r. et la densité de cette loi.
4) Calculer E(Y). Que constatez-vous?

UNIVERSITE DE LoOME ANNEE UNIVERSITAIRE
FACULTE DES SCIENCES 2008/2009

Examen du premier semestre - SMIII
Epreuve de Probabilité I - Durée 2H

N.B. : Le candidat traitera obligatoirement les exercices 1 et 2 et deux exercices au choix parmi les
exercices 3,4 et 5.
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Exercice 1

1) Soit X une v.a.r. de loi continue de fonction de répartition F(x) et de densité f(x) = F'(x). Soit
X1, Xy, -+, X, des vaa.rindépendantes et de méme loi que X. On pose U = min(Xy, Xy, -+, X,)
etV = max(Xl,XQ, cee /Xn)

Donner sans détailler les calculs, les fonctions de répartitions respectives des v.a. U et V.

2) Dans l'univers considéré comme une boule de centre O et de rayon R, N astres sont distri-
bués de facon aléatoire et indépendante.

a) Quelle est la probabilité pour que la distance entre le centre de l'univers et l’astre le plus

proche ne soit pas inférieure a un nombrea, 0 <a < R?

N 4nA
b) Quelle est la limite de cette probabilité lorsque R — +oo et B % ol A est une

constante positive ? On rappelle que le volume v(r) d’une boule de centre O et de rayon r est
s 4nd

égale a -

Exercice 2

Le nombre N d’oeufs pondus par un insecte est une v.a. suivant une loi de Poisson de
parametre A > 0. Les oeufs se développent de fagon indépendante et chacun d’eux donne
naissance a un nouvel insecte avec une probabilité p, 0 <p < 1.

1) Loi de probabilité du nombre X d’insectes a la premiere génération ?

2) On observe k insectes a la premiere génération. Quelle est la probabilité qu’il y ait eu n
oeufs pondus?

Exercice 3
Soit (X, Y) un couple de v.a. continues dont la loi conjointe admet pour densité

3y .
_J % sixty<ay-x<aety>0
fexy) _{ 0 sinon

ou a est un réel strictement positif. Calculer cov(X, Y). Les v.a. X et Y sont-elles indépen-
dantes?

Exercice 4
Soient U et V deux v.a. indépendantes de méme loi uniforme sur [0,1]. On pose X =

vV—2logUcos2nV et Y = /-2logUsin2ntV. Montrer que les v.a. X et Y sont indépen-
dantes et trouver leurs lois.

Exercice 5
Soit X une v.a. suivant la loi de densité

al gix>1

foo = { OX_Y sinon

ou «a est un réel strictement supérieur a 1.
Soient X, X1, X5, -+, X,, des v.a.r indépendantes et de méme loi que X. On pose

_n
Yo logX;

Calculer E(Z,) et trouver une v.a. O, satisfaisant E(®,) = a . On pourra poser Y; = log X;.

Z,=1+

UniversiTE DE Kara ANNEE UNIVERSITAIRE
FacurtE DEs SciENCES ET TECHNIQUES 2009/2010
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Licence de Mathématiques (L3) - Probabilités 2
DS - Durée 2h

Exercice 1:

On dispose de 3 urnes U, U,, U3 contenant chacun des boules blanches (B), noires (N) et
rouges (R) avec les compositions suivantes :

U, : 1B, 2N, 3R;

U,: 2B, 1N, 1R;

Us: 4B, 5N, 3R;

On prend une urne au hasard, on tire sans remise 2 boules de cette urne et on constate que
I"une est blanche et I'autre rouge. Quelle est la probabilité p; que 'urne ait été U;, i =1,2,3?

Exercice 2
Soit X une variable aléatoire réelle (v.a.r.) absolument continue dont la loi de probabilité est
définie par la densité
fx)=ke™, keR:,.
1) Déterminer k ainsi que la fonction de répartition (f.r.) F de X.
2) Déterminer successivement la f.r. puis la densité de probabilité de chacune des v.a.r. sui-
vantes : I
Y=eX, Z=X2, T=1%1 et V=[_lédx
Exercice 3
1) Soit (X, Y) un couple de v.a.r. admettant pour densité de probabilité

_2e?
fix,y)=ce 2, ¥x,yeR.

a) Déterminer c.

b) Trouver les lois marginales de X et de Y. Les v.a.r. X et Y sont-elles indépendantes ?

¢) Calculer cov(X, Y).

d) Déterminer les lois des v.a. U =X+ Yet V = X - Y. U et V sont-elles indépendantes ?

2) Soient Xj, X», ..., X, des va.r. indépendantes de méme loi IN(0, 1). Soient ay, 4y, ...,a, et

by, by, ..., b, des réels. Montrer que les v.a. Y = Z a, X etZ = Z biX; sont indépendantes si

i=1 i=1
n

et seulement si Z a;b; = 0.
i=1

NB : On attachera de l'importance a la justification et a la précision des réponses.

UniversiTE DE Kara ANNEE UNIVERSITAIRE
FacuLrrt DEs SciENCES ET TECHNIQUES 2009/2010

Licence de Mathématiques (L3) - Probabilités 2
Examen : Durée 2h

NB : Le candidat traitera obligatoirement les exercices et au choix un des deux problemes proposés.

Exercices
1) Soit U une v.a. de loi uniforme sur [0,1]. Loidelav.a. Y = —% log(1-U),A>07?
2) Soient X et Y deux v.a.r. de loi conjointe définie par la densité

eV, si0<x<y;

floy) = { 0, sinon.
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Calculer cov(X,Y). X et Y sont-elles indépendantes? Calculer le coefficient de corrélation
linéaire p(X, Y) entre X et Y.

Probléeme 1

Soit X et Y deux v.a.r indépendantes et de méme loi N(0,1). On définitla v.a. Z = %

1) a) Loide Z? Z a-telle des moments de tous ordres?

b) Comparer P[Z > 1] et P[N(0,1) > 1]. phi étant la f.r. de la loi N(0, 1), on donne phi(1)
0.8413.

2) Zy,--- ,Z, étant n va.r. indépendantes et de méme loi que Z, quelle est la loi de Z, =

1
- Z Z;? (On donne la fonction caractéristique de Z : phiz(t) = 7).

i=1
3) On pose U = |X].
a) Trouver la loi de la v.a. U. On pourra calculer E(g(U)) pour toute fonction borélienne

positive ou bornée.
b) Calculer E(U).

Probleme 2
Soit X3, X5, ..., X, n va.r. de loi absolument continues.
1) On suppose que ces variables aléatoires sont indépendantes et de méme loi N (0, 1).

1 n

a) Calculer la fonction caractéristique (f.c.) delava. Y, = — Z Xk
(=

En déduire la loi de Y,,.

N
1
b) Soit N une v.a. a valeurs dans IN*, indépendante des variables X;. On pose Y = — Z Xk.

déterminer la f.c. de Y ainsi que sa loi. (On pourra poser e = Y, ., e Mn-y).

2
n
2)On suppose dans cette question que pour tout n > 1, X,, a pour densité f,(x) = EX

Vx € R \
a) Calculer pour tout n € IN*, P[|X,| > n"2].

b) Déterminer P[lim sup{|X,| > n_%}].
(On pourra considérer les événements A, = {a) € Q /X, (w)| > n‘%}).

UNIVERSITE DE LOME ANNEE UNIVERSITAIRE
FACULTE DES SCIENCES 2005/2006

Licence de Mathématiques (SMIII) : session de septembre 2006
Examen : Epreuve de probabilités Durée : 2H, coeff. 2.

N.B. : Le candidat traitera obligatoirement les questions de cours et au choix un des deux problemes
proposés.

Questions de cours

1) Enoncer sans démonstration la loi forte des grands nombres pour une suite de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi.

2) Soient X et Y deux v.a. définies sur un méme espace probabilisé et possédant des variances
finies non nulles.

a) Donner la définition du coefficient de corrélation (X, Y) de (X, Y).

b) Si (X, Y) est de loi normale dans IR?, expliquer pourquoi X et Y sont indépendantes lorsque
(X, Y) = 0. On pourra utiliser le critere de la densité ou celui des fonctions caractéristiques.
3) Soit u et (u,)q>1 des probabilités sur IR. On rappelle qu’on dit que la suite (y,,),>1 converge
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en loi vers u si pour toute fonction continue, bornée, réelle ou complexe sur IR, on a

tim [ fu = [ fou.

Donner sans démonstration, en termes de transformés de Fourier, une CNS (Condition Né-
cessaire et Suffisante) de convergence en loi et rappeler le nom du théoreme ainsi énoncé.
4) Enoncer sans démonstration une CS de convergence d’une suite de v.a.r (X,),>1 vers une
varX:

a) en probabilité;

b) presque stirement.

Probleme 1

Soit (X,,)x>1, une suite de v.a.r indépendantes et de méme loi N (m, g). On pose
p(u) = E[e“®™] et S, =Xy + Xo + ...+ X,

1) Calculer ¢(u). On pourra utiliser la fonction caractéristique de la loi N(m, 0) :

PNy (£) = €727

2) Soita € R. On pose B, = {S, —nm < a} et B} ={S, — nm > aj.
1) En utilisant la monotonie de la fonction exponentielle, montrer que
P[B}] < e ™ (@(u))", Vu € R® pours = +,—.

1tm—§c

2
3) En déduire que Ve > 0, P[I% —m| > €] <2exp (_%)

On pourra écrire 1'événement {|S,, — nm| > ne} comme réunion de B, et de B; avec a conve-
nable.

Logn S,
4) En choisissant € = 0 4/2A 5 ,avec A > 1 et n > 1, montrer que -, converge presque

N Sy Logn
stirement vers m et que |7 -m|=0 | P

Probléeme 2

Soit X 1a durée de vie aléatoire dun appareil électronique, continue de fonction de répartition
F et de densité f. On suppose qu’apres une panne, l'appareil est réparé et la durée de vie
apres réparation a méme loi de probabilité que X.

Soit Xj, X5, ..., X, les durées de vie indépendantes, de 'appareil jusqu’a la n-iéme panne.
On définit S, = X; + X, + ... + X, le moment de la n-ieme panne, N(t) le nombre de pannes
observées dans l'intervalle [0, t], F, et f, la f.r. et la densité de la v.a. S,,.

1) Montrer que

a) PIN(t) =n] =F (t) — Fua(t), Vn> 1.

b) Hi(t) = Mmm—ZFw
2) Soit W(t) = Sy — 1 le temps écoulé entre le moment ¢ et la premiére panne apres t. Montrer

quessi f, et ), f, sont continues sur R*, alors
t

Fup(s) = P[W(t) <s] = F(t +s) — f (1 - F(t +s —x)dH(x), Vs > 0.

0
3) Lois respectives de N(t) et de W(t) siles X; suivent la loi exponentielle de paramétre A > 07?
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Probleme 1 (6pts)

Soitn > 2 et soient Uj, ..., U,, une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi uniforme sur
[0,1]. On pose X = min(Uj, ..., U,) et Y = max(Uy, ..., U,).
Onfixeaetbtelsque0<a<b<1.

1) Dessiner le sous-ensemble du plan E,;, = {(x,y) e R*/0<a<x<y<b<1}.

2) Calculer G(a,b) =P[0<a <X <Y <b<1].

3) Montrer que P[X <a,Y < b] = G(0,b) — G(a, b).

En déduire la densité du couple (X, Y).

4) Soit Z = Y — X. Trouver la densité de la loi du couple (X, Z).

Probleme 2 (6pts)
Soit (X,,) une suite de v.a. indépendantes et de méme loi
P[X,=1]=p et P[X,=-1]=1-p, 0<p<1.
Onpose S, =X +Xp +---+ X,.
1) Calculer P[S,, = 0], E(S,) et Var(S,).
2) Calculer P[limsup,_,, {S, = 0}].

. 1
3) Montrer que pour toute >0, P]] % -p(l-p)>e€]l < et
En déduire que % converge en probabilité vers p(1 — p).

Probleme 3 (6pts)

Le nombre N d’oeufs pondus par un insecte suit la loi de Poisson de parametre A > 0. Les
oeufs se développent de fagon indépendante et chacun d’eux donne naissance a un nouvel
insecte avec probabilité a, 0 <a < 1.

1) Loi du nombre X d’insectes a la premieére génération?

2) On observe k insectes a la premiere génération. Quelle est la probabilité pour qu’il y ait eu
n oeufs pondus?

Probleme 4 (6pts)

1) Soit X une v.a.r de fonction de répartition F continue et strictement croissante.

a) Loi dela v.a. F(X)?

b) Réciproquement soit U une v.a. de loi uniforme sur [0, 1]. Loi de F~'(U)?

2) Soient U et V deux v.a. indépendantes telles que U suit la loi uniforme sur [0, 27] et V suit
la loi exponentielle de parametre 3. On pose

X=VVcosU et Y= VVsinU

Loi de (X, Y), de X et de Y respectivement?

3) Déduire des questions précédentes, comment pourrait-on simuler un échantillon de n
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi N(0,1) lorsqu’on
dispose d'un générateur de "nombres au hasard" dans l'intervalle [0, 1]. Un algorithme et un
programme en Pascal donnent un bonus de 2 points mais ne sont pas exigés du candidat.
On donnera le nom "RANDOM" a la procédure de génération de nombre au hasard.
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