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1 espace probabilisé – événements indépendants. 5
1.1 Vocabulaire de probabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.1 Langage des événements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.1.2 Notion intuitive de probabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.1.3 Probabilité - Espace probabilisé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Probabilité Conditionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2.1 Événements indépendants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.2 Indépendance d’une famille d’événements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2.3 Application : Loi de tout et de rien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 Variables aléatoires – lois de probabilité. 12
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Introduction

Le calcul des probabilités semble avoir son origine dans les jeux de hasard. Il fallait savoir
décider des mises et des gains pour que les jeux soient équitables ou non. Aujourd’hui, il a
investi de très nombreuses activités humaines et son utilisation est nécessaire dans la plupart
des activités industrielles. Il est utile par exemple de savoir si la construction d’un appareil
est raisonnable, si il a une chance de fonctionner ou si l’assemblage d’un très grand nombre
de composants réduira son espérance de vie de manière inacceptable (navette spatiale par
exemple). Le calcul des probabilités et les statistiques sont utilisées pour augmenter, souvent
de manière importante, la qualité des produits manufacturés, les coûts de production s’en
trouvent réduits car le risque de panne est diminué. La transmission de l’information est
devenue extrêmement importante et se développe sans cesse. Pour que cette transmission
soit utile, il est nécessaire qu’elle soit sans erreur, il faut donc détecter et corriger les erreurs
sans en connaître les causes. C’est pourquoi l’information est transmise de manière redon-
dante (bit de parité etc.), ce qui permet d’effectuer les corrections nécessaires. Un exemple
extrême de ces techniques est celui des satellites envoyés à plusieurs milliards de kilomètres
de la terre. La distance très importante affaiblit les signaux envoyés par ces engins qui nous
arrivent extrêmement faibles et fortement bruités. Il est possible, malgré tout, de reconstruire
l’information originale et les images reconstruites sont de bonne qualité. Un autre domaine
du calcul des probabilités et des statistiques est celui de la compression des données. Ici,
il faut utiliser les structures particulières des données à stocker pour en minimiser la taille.
Mais ces structures ne sont pas parfaitement établies, elles varient statistiquement, c’est ce
qui rend difficile le travail de compression. Les travaux de Shannon et de Kolmogorov sur
la théorie de l’information ont ouvert de nouveaux domaines de recherche en probabilité et
statistique.

Ce cours de probabilités s’adresse aux étudiants de Licence de mathématiques 3ème année
ou semestres 5 et 6. Il est issu de ceux que j’ai faits en Maîtrise de Mathématiques de 1994 a
2006 puis en troisième année de Licence depuis 2007 à l’université de Lomé (UL) et depuis
2010 à l’université de Kara (UK). A l’UK, il est présenté en deux cours de 36h chacun, plus
détaillés que celui presenté à l’université de Lomé en 48h.

On suppose de la part des étudiants concernés, une maîtrise des techniques d’analyse ma-
thématiques telle qu’elle est enseignée dans les quatre premiers semestres du système LMD
à l’UL et à l’UK. Il est plus aisé de s’initier à la théorie des probabilités dans le contexte de la
théorie de la mesure. C’est pourquoi ce cours est généralement programmé avant celui de la
théorie de l’intégration.
Le cours comporte 6 chapitres, les 3 premiers constituant le cours de probabilte II et les trois
derniers, ceux constituant l’essentiel du cours de probabilité III à l’UK. Des exercices de TD
ainsi que des devoirs et examens sont aussi présentés à la fin du cours. Les théorèmes, propo-
sitions lemmes et définitions ont une numérotation dépendant du chapitre et du paragraphe
dans lequel ils apparaissent.

Il y a aujourd’hui beaucoup de traités de probabilités en librairies ou téléchargeables sur
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internet au moins en français ou en anglais. Les références utilisées dans ce cours sont les
livres de Métivier, Bouleau, Foata et Fuchs, Cottrelle, Duhamel et Genon-Catalot, Dacunha-
Castelle et Duflo, Neveu, Rényi, Ross, Feller, Grimmett et Stirzaker, Tucker, etc.
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Chapitre 1

espace probabilisé – événements
indépendants.

1.1 Vocabulaire de probabilité

La théorie de la probabilité a un langage qui lui est propre et les notations sont celles de
mesure et intégration dont les connaissances sont indispensables pour suivre avec intérêt les
cours appelés Probabilité 2 et Probabilité 3.

Dans ce qui suit, une expérience aléatoire (e.a.) est une expérience dont les résultats dépendent
du hasard. L’ensemble des résultats possibles d’une e.a. est appelé univers et noté Ω. On
appelle :

- Épreuve, tout essai d’une e.a.

- évènement, toute partie (ou sous-ensemble) A de Ω, c’est-à-dire une collection d’éléments de
Ω dont la réalisation décrit un fait possible de l?expérience aléatoire. Un événement réduit
à un singleton {ω}, ω ∈ Ω, est appelé évènement élémentaire ou éventualité.

La classe de tous les évènements possibles liés à une e.a. est notée a. On impose à a d’être
contenu dans l’ensemble P(Ω) des parties de Ω et d’être une tribu, c-à-d. un ensemble conte-
nant Ω, stable par complémentation et par réunion dénombrable. Le lecteur est renvoyé au
cours de mesure et intégration pour un rappel sur les notions de tribu, tribu engendrée par
une classe de parties, tribu borélienne, etc.

On appelle espace probabilisable, tout couple (Ω,a) lié à une e.a. où Ω est l’ensemble des
résultats possibles et a est une tribu sur Ω dite tribu des événements de l’expérience aléatoire.

1.1.1 Langage des événements

On dit qu’un évènement A lié à une expérience aléatoire E est réalisé si le résultat ω obtenu
est un élément de A. Il vient :

. Ω est l’évènement certain (car il est toujours réalisé au cours d’une e.a.)

. ∅ est l’évènement impossible (car ∅ n’est jamais réalisé).

. À chaque évènement A correspond l’évènement contraire de A noté "non A" ou Ac ou
encore A.
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Soient A et B deux évènements liés à une même e.a. Lorsqu’ils se produisent :

- l’évènement "A implique B" (A⇒ B) est noté A ⊂ B ;
- l’évènement "A et B" se note A ∩ B. Si A ∩ B = ∅, les événements A et B sont dits incompa-
tibles ;
- l’évènement "A ou B" se note A ∪ B ;
- l’évènement "A et non B" se note A \ B ou A ∩ B ;
- l’évènement "l’un des deux A et B" se note A∆B. Rappelons que A∆B = (A \ B) ∪ (B \ A) =
(A ∪ B) \ (A ∩ B).

Si (An) est une suite d’évènements :

- ∪An est l’évènement "l’un au moins des An se produit" ;
- ∩An est l’évènement "tous les An se produisent" ;
- lim sup An ou lim An est l’évènement "une infinité des An se produit" ;
- lim inf An ou lim An est l’évènement "tous les An se produisent sauf peut-être un nombre
fini d’entre eux".

Les évènements lim An et lim An sont définis par :
lim An =

⋂
n>1

⋃
k>n Ak et lim An =

⋃
n>1

⋂
k>n Ak.

On a : lim An ⊂ lim An ; (lim An)c = lim Ac
n et (lim An)c = lim Ac

n.

1.1.2 Notion intuitive de probabilité

Soit E une e.a. Tous les évènements liés à E n’ont pas la même "chance" de se produire. Soit A
un évènement lié à E c-à-d. A ∈ a. Répétons n fois l’expérience E dans les mêmes conditions.
Soit r le nombre de fois que A est réalisé au cours des n répétitions. Alors le nombre f (A) =

r
n

est appelé fréquence d’apparition de A et on a f (A) ∈ [0, 1].

Si B est un autre évènement tels que A et B soient incompatibles et si B s’est produit s fois au
cours des n épreuves, A ∪ B s’est produit r + s fois (puisque A et B ne se produisent jamais
simultanément). On a donc

f (A ∪ B) =
r + s

n
=

r
n

+
s
n

= f (A) + f (B).

L’évènement certain Ω s’est produit n fois (puisqu’il se produit à chaque essai de E). On a
donc f (Ω) =

n
n

= 1. On a également

f
(
A
)

=
n − r

n
= 1 −

r
n

= 1 − f (A)

et f (∅) = 0 = 1 − f (Ω). Intuitivement, lorsque n tend vers +∞, f (A) =
r
n

admet une limite
qui ne dépend pas de l’évènement A. Cette limite est appelée probabilité de l’évènement A
et est notée P(A).

1.1.3 Probabilité - Espace probabilisé

Définiton 1.1.1
Soit (Ω,a) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur (Ω,a), toute application P de a dans
[0, 1] possédant les propriétés suivantes :
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1) P(Ω) = 1
2) ∀A,B ∈ a ,A ∩ B = ∅ , P(A ∪ B) = P(A) + P(B).
3) Si A1,A2, · · · est une suite d’évènements deux à deux incompatibles,

P
(
∪
∞

n=1An

)
=

∞∑
n=1

P(An).

On dit que P est une mesure positive σ-finie, de masse totale 1.

On appelle espace probabilisé, tout triplet (Ω,a,P) où (Ω,a) est un espace probabilisable et P est une
probabilité sur (Ω,a).

Propriété 1.1.1
Soit (Ω,a,P) un espace probabilisé, A et B deux évènements (i.e. A,B ∈ a). On a
1) P(∅) = 0 ; 2) P(A) = 1 − P(A) ; 3) Si A ⊂ B , P(A) 6 P(B) ;
4) P(A∪B) = P(A) + P(B)−P(A∩B) ; 5) Si (An) est une suite dans a , P(

⋃
n>1 An) 6

∑
∞

n=1 P(An).

Preuve :
1) évident. 2) On écrit Ω = A ∪ A donc 1 = P(A) + P(A) (car A ∩ A = ∅).
3) On écrit B = (B \ A) ∪ A d’où P(B) = P(B \ A) + P(A) > P(A).
4) On écrit A = (A \ B) ∪ (A ∩ B) , B = (B \ A) ∪ (A ∩ B) d’où
P(A) + P(B) = P(A \ B) + P(A ∩ B) + P(B \ A) + P(A ∩ B)

= P
(
(A \ B) ∪ (B \ A) ∪ (A ∩ B)

)
+ P(A ∩ B)

= P(A ∪ B) + P(A ∩ B)
.

5) On écrit ∪An = ∪Bn avec B1 = A1 , B2 = A2 \ A1 , · · · ,Bn = An \ (
⋃n−1

k=1 Ak) d’où
P(

⋃
n>1 An) = P(

⋃
n>1 Bn) =

∑
∞

n=1 P(Bn) 6
∑
∞

n=1 P(An). �

Remarques 1.1.1
1) Lorsque Ω est fini, toutes les éventualités ont la même probabilité de se produire. On dit

qu’elles sont équiprobables. Dans ce cas a = P(Ω) et ∀A ∈ P(Ω),

P(A) =
Card A
Card Ω

=
nbre de cas favorables à A

nbre de cas possibles

et on retrouve la formule classique rencontrée au moins en terminale.
2) Si A est une partie propre de Ω c-à-d. A , ∅ , A ⊂ Ω , A , Ω, et si a est la tribu

engendré par A : a = σ({A}) = {∅,A,A,Ω} , alors toute probabilité sur (Ω,a) est de la
forme P(∅) = 0 , P(A) = p , P

(
A
)

= 1 − p et P(Ω) = 1 avec 0 6 p 6 1.

3) Si on a une probabilité sur (Ω,a), on peut aussi définir d’autres probabilités sur (Ω,a)
appellées probabilités conditionnelles.

Exercice 1.1.1
SoitD une classe de Ω.D est dite σ-additive ou est un système de Dynkins si elle satisfait :
1) Ω ∈ D, 2) A et B ∈ D et A ⊂ B, alors B \ A ∈ D, 3) Si (An) est une suite dansD telle que
Ai ∩ A j = ∅ ∀i , j alors ∪An ∈ D.
Une classeM des parties de Ω est dite monotone si pour toute suite monotone (An) dansM,
lim An ∈ M où lim An = ∪An si (An) est croissante et lim An = ∩An si (An) est décroissante.
Si C est une classe de parties de Ω, on note par D(C) (respectivement M(C)) la classe σ-
additive (respectivement monotone) engendrée par C.
Montrer que :
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a) Une tribu est une classe σ-additive.

b) Pour qu’une classe σ-additive soit une tribu, il faut et il suffit qu’elle soit stable par
intersection finie.

c) Si C est une classe de parties de Ω stable par intersection finie, alors
c1) σ(C) ⊂ D(C) ; c2) σ(C) ⊂ M(C).
La propriété c) à démontrer est appelée Théorème de la Classe Monotone (TCM).

1.2 Probabilité Conditionnelle

Définiton 1.2.1
Soit (Ω,a,P) un e.p. , B ∈ a tel que P(B) > 0 i.e. B est un évènement de probabilité non nulle, et
A ∈ a. On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B, la quantité notée P(A | B) donnée par

P(A | B) =
P(A ∩ B)

P(B)
.

Exercice 1.2.1
Montrer que la fonction d’ensemble sur a, A 7−→ P(A | B) est une probabilité.

Remarque 1.2.1
1) Si A ∩ B = ∅ , P(A ∩ B) = 0 ; 2) Si B ⊂ A , P(A|B) = 1.
La probabilité conditionnelle sachant B : PB(.) est donc portée par B.
Les deux propriétés suivantes sont des plus importantes propriétés de la probabilité condi-
tionnelle :

Propriété 1.2.1 (Règle de la multiplication)
Pour tous n évènements A1,A2, · · · ,An telle que P(A1A2 · · ·An) > 0, on a

P(A1A2 · · ·An) = P(A1).P(A2 | A1)P(A3 | A1A2) · · ·P(An | A1.A2 · · ·An−1)

où AB signifie A ∩ B pour des évènements A et B.

Preuve :
Par récurrence immédiate sur n. e.g., pour n = 3, on a si P(A1A2A3) > 0

P(A1A2A3) = P(A3 | A1A2)P(A1A2) = P(A3 | A1A2)P(A2 | A1)P(A1)

puisque P(A1) > P(A1A2) > P(A1A2A3) > 0. �

Propriété 1.2.2 (Théorème de la partition ou règle des probabilités totales)
Soit (Cn)n>1 une partition de Ω ou encore un système complet d’évènements tous de probabilité non
nulle : Ci ∩ C j = ∅, ∀i , j, Ω =

⋃
n>1 Cn et ∀n > 1, P(Cn) > 0. Alors pour tout évènement A ∈ a,

on a
P(A) =

∑
n>1

P(A|Cn)P(Cn).

Si de plus P(A) > 0 alors (règle de Bayes) : ∀k > 1,

P(Ck | A) =
P(A | Ck)P(Ck)∑

n>1 P(A | Cn)P(Cn)
.
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1.2.1 Événements indépendants

Définiton 1.2.2
Soient A et B deux évènements (A,B ∈ a). On dit que A et B sont indépendants et on note A y B si
P(A ∩ B) = P(A) P(B).
On voit immédiatement que si A et B sont indépendants, il en est de même pour A et B, A et B, A et
B.

Remarque 1.2.2
Si A et B sont de probabilités non nulles, A y B si, et seulement, P(A | B) = P(A) et
P(B | A) = P(B).

Définiton 1.2.3
Soit (An) une suite d’évènements. On dit que les Ai sont indépentants (mutuellement) si et ssi pour
toute suite finie Ai1 ,Ai2 , · · · ,Aip d’entre eux, 2 6 p 6 n, on a

P(Ai1Ai2 · · ·Aip) = Π
p
k=1P(Aik) (1.1)

On remarque que dans le cas d’une suite finie de n évènements, il y a C2
n + C3

n + · · ·+ Cn
n = 2n

− n− 1
conditions (1.1) à vérifier.

Lemme 1.2.1 (Borel-Cantelli)
Soit (An)n∈N? une suite d’évènements. Deux cas sont possibles en ce qui concerne l’évènement lim An :

a) Si
∑

n>1 P(An) < +∞ alors P
[
lim An

]
= 0. En d’autres termes, avec probabilité 1, au plus un

nombre fini des An se produisent si la série précédente converge.

b) Si les (An) sont indépendants et si
∑

n>1 P(An) = +∞ alors P
[
lim An

]
= 1. En d’autres termes,

avec probabilité 1, une infinité des An se produisent si
∑

n>1 P(An) = +∞.

Preuve :
1) D’après l’inégalité de Boole,

P
[
lim An

]
= P

[
∩n>1 ∪k>nAk

]
6 P [∪k>nAk] 6

∑
k>n

P(Ak) −−−→
n→∞

0.

2) Comme (∪k>nAk) est décroissante, lim An = limn→∞ ∪k>nAk. Donc

P
[
lim An

]
= P

[
lim
n→∞
∪k>nAk

]
= lim

n→∞
P
[
∪k>n Ak

]
.

Soit

1 − P
[
lim An

]
= lim

n→∞
P
[
∩k>n Ak

]
y ce
= lim

n→∞
lim
m→∞

Πm
k=nP

(
Ak

)
= lim

n→∞
Π∞k=n(1 − P(Ak).

Or ∀k, log(1 − P(Ak) 6 −P(Ak) et
∑

n>1 P(An) = +∞ donc
∑
∞

k=n log(1 − P(Ak) −−−→
n→∞

0, d’où

1 − P
[
lim An

]
= 0. �
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1.2.2 Indépendance d’une famille d’événements

Définiton 1.2.4
Soit (Ω,a) un espace probabilisable et (ai)i∈I une collection de famille d’évènements telles que
∀i ∈ I , ai ∈ a.
On dit que cette collection est indépendante si pour toute partie finie J de I, pour tout A j ∈ a j , j ∈
J : P

[⋂
j∈J A j

]
=

∏
j∈J P(A j).

Lemme 1.2.2
Soit (Ci)i∈I une collection de famille d’évènements indépendantes. Alors les classes σ-additives Di
engendrées par les Ci sont encore indépendantes.

Preuve :
Supposons d’abord I fini, e.g. I = {1, 2, · · · ,n} et C1,C2, · · · ,Cn indépendantes. Posons

H1 =
{
A ∈ a | ∀ Ci ∈ Ci , i , 1 , P

[
A ∩ (∩n

i=2Ci)
]

= P(A)Πn
i=2P(Ci)

}
.

AlorsH1 a les propriétés de classe monotone c’est-à -dire
(i) Ω ∈ H1

(ii) Si A,B ∈ H1 ,A ⊂ B alors B \ A ∈ H1 et
(iii) Si (An) est une suite deH1, croissante alors A = limn→∞An = ∪nAn ∈ H1 (les vérifica-

tions de (i) à (iii) sont faciles).
D’après le théorème de la classe monotone (TCM),H1 contientD1.
Donc A1 ∈ D1 , Ci ∈ Ci , i , 1 et on a

P
[
A1 ∩ (∩n

i=2Ci)
]

= P(A1)Πn
i=2P(Ci). (1.2)

On répète le même argument n − 1 fois encore. Alors D1,D2, · · · ,Dn ont la propriété (1.2).
On raisonne ainsi pour chaque partie J de I qu’on peut ne plus supposer finie. Si J ⊂ I , J
finie,

∀A j ∈ D j , j ∈ J , P
(
∩ j∈JA j

)
= Π j∈JP(A j)

et lesD j sont indépendants.
�

Théorème 1.2.1
Si (Ci)i∈I est une collection de familles indépendantes et si chaque Ci est stable par intersection finie,
alors les tribus engendrées par les Ci sont encore indépendantes.

Preuve :
Les classes σ-additives Di = D(Ci) engendrée par les Ci sont indépendantes d’après le
Lemme 1.2.2 d’où le résultat puisqueDi = ai d’après le TCM. �

Corollaire 1.2.1
Soit (ai)i∈I est une famille de tribus indépendantes. Soit (I j) j∈J une partition de I. Notons aI j =

∨i∈I j ai = σ
(⋃

i∈I j
ai

)
.

Alors les aI j , j ∈ J sont encore indépendantes (principe de regroupement).

Corollaire 1.2.2
Soit (I,6) un ensemble préordonné filtrant à droite : ∀i, j ∈ I , ∃ l ∈ I | i 6 l et j 6 l (e.g. (N,6
) , (R,6) ).
Soit (ai)i∈I une famille croissante de sous-tribus de a : ∀i, j ∈ I , i 6 j ⇒ ai ⊂ a j ⊂ a et soit C une
sous-tribu de a. Si ∀i ∈ I , ai y C alors lim ai = ∨i∈I ai y C.
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1.2.3 Application : Loi de tout et de rien

Soit (Ω,a,P) un e.p. , (an) une suite indépendante de sous-tribus de a. Posons
Fn = ∨k6n ak e.g. si (En) est une suite d’expériences aléatoires indépendantes et an est
la tribu d’évènements relatifs à En alors Fn est la tribu de tous les évènements relatifs aux
n premières expériences) et Gn = ∨k>n ak est la tribu des évènements relatifs à toutes les
expériences aléatoires de rang supérieure ou égale à n.
Alors (Fn) est croissante et (Gn) est décroissante vers ∩nGn. La tribu A = ∩nGn est appe-
lée tribu asymptotique ou tribu de queue. Les évènements de A sont appelés évènements
asymptotiques. Ce sont les évènements qui peuvent s’exprimer par le comportement à l’in-
fini des En. On a

Théorème 1.2.2 (Loi de tout et de rien ou loi 0 , 1 de Kolmogorov)
∀A ∈ A , P(A) = 0 ou 1.

Preuve :
Il suffit de montrer queA y A.
D’après le principe de regroupement (Corollaire 1.2.1),Gn+1 = ∨k>n+1 ak est indépendante de
Fn = ∨k6n ak. DoncA ⊂ Gn+1 =⇒A y Fn c’est-à -direA y ∨k6nak.
Or (Fn) converge vers ∨n Fn = σ(∪nFn) = σ(∪nan) = ∨n an. Donc en passant à la limite,
A y ∨n an = G1. Comme A ⊂ G1 alors A y A. Par suite, ∀A ∈ A , A y A. D’où
P(A ∩ A) =

(
P(A)

)2
= P(A) soit P(A) = 0 ou P(A) = 1. �
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Chapitre 2

Variables aléatoires – lois de
probabilité.

Soit E une exprérience aléatoire et (Ω,a,P) l’espace probabilisé attaché à E. Parfois, pour
pouvoir observer un ω ∈ Ω pris au hasard suivant la mesure de probabilité P, on a besoin
qu’une fonction de ω puisse être observée. Plus précisément, on considère une "quantité" X
pouvant prendre ses valeurs dans un ensemble X de façon aléatoire et lié à E c’est-à -dire,
la valeur prise par X dépend de l’issue de E. Notons EX l’exprérience aléatoire attachée à X,
B la tribu des événements observables par X et (X ,B,PX) l’espace probabilisé associé. Un
événement B lié à EX i.e. B ∈ B sera réalisé si, et seulement si, à la suite de E dont ω apparaît
x = X(ω) ∈ B est observé.
Schématiquement, X est l’application (Ω,a)→ (X ,B) et d’une façon formelle,
"B réalisé" = {X = x , x ∈ B} vu au niveau de EX

= {ω ∈ Ω , X(ω) ∈ B} vu au niveau de E
= X−1(B)

On va imposer que ∀B ∈ B , X−1(B) ∈ a, d’où l’application X : (Ω,a) −→ (X ,B) est une
application mesurable de (Ω,a) dans (X ,B).

2.1 Variable aléatoire - Lois de probabilité

Définiton 2.1.1
On appelle variable aléatoire ( en abrégé v.a.) sur (Ω,a,P), toute application mesurable X de (Ω,a)
dans (X ,B) : ∀B ∈ B , X−1(B) = {ω ∈ Ω | X(ω) ∈ B} = {X ∈ B} ∈ a.
Lorsque :
• X = R , X est dite variable aléatoire réelle (v.a.r.),
• X = Rn , X est un n-uple de v.a.r. dit vecteur aléatoire de Rn,
• X = E espace vectoriel quelconque, X est dite variable aléatoire,
• X = N , Z ou D avec D dénombrable, X est dite variable aléatoire discrète.

Exercice 2.1.1
1) Soit A ∈ a. On définit la fonction indicatrice de A notée 1A par

1A(ω) =

{
1 si ω ∈ A
0 sinon

Montrer que 1A est une v.a.r.
2) Soit X : (Ω,a) −→ (X ,B) une v.a. et f : (X ,B) −→ (Y ,C) une fonction mesurable.

Montrer que Y = f (X) = f ◦ X est une v.a. de (Ω,a) dans (Y ,C).
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Définiton 2.1.2
Soit X : (Ω,a) −→ (X ,B) une v.a. On appelle tribu engendrée par X notée σ(X), la plus petite
tribu sur Ω rendant X mesurable. On a donc σ(X) = σ{X−1(B) , B ∈ B}.

Propriété 2.1.1
Soient X et Y deux v.a.r. sur (Ω,a,P). Alors Y est σ(X)-mesurable ou encore
σ(Y) ⊂ σ(X) si, et seulement si, il existe une fonction Borel-mesurable f sur R telle que Y = f (X).

Preuve :
La condition est suffisante. En effet si Y = f (X) = f ◦X, alors∀A ∈ BR , Y−1(A) = ( f ◦X)−1(A) =
X−1 ( f −1(A)). Vue que f est Borel-mesurable et X est une v.a.r, f −1(A) ∈ BR et X−1 ( f −1(A)) ∈ a.
Pour la condition nécessaire, supposons d’abord que Y = 1A avec A = X−1(C) ,
C ∈ BR. Alors Y = 1X−1(C) = 1C ◦ X = f ◦ X = f (X) avec f = 1C et f est Borel-mesurable. Si Y
est étagée : Y =

∑n
i=1 ai1Ai avec ∀i = 1, 2, · · · ,n , Ai = X−1(Ci) , Ci ∈ BR et on obtient Y = f (X)

avec f =
∑n

i=1 ai1Ci .
Les cas Y positive et Y σ(X)-mesurable quelconque s’en déduisent par passage à la limite
croissante et en écrivant Y = Y+

− Y− avec Y+ et Y− positives. �

Définiton 2.1.3
Soit X : (Ω,a) −→ (X ,B) une v.a. On appelle loi de probabilité de la v.a. X, la probabilité PX image
de P par X définie par

∀B ∈ B , PX(B) = P[X−1(B)] = P[X ∈ B].

La loi de X est dite multivariée si X = Rn , n > 2.

2.2 Moments de variables aléatoires

Définiton 2.2.1
Soit X une v.a.r. sur (Ω,a,P). On appelle espérance mathématique de X lorsqu’elle existe, la quantité
réelle notée E(X) ou X et donnée par

X = E(X) =

∫
Ω

X dP.

Soit k ∈ N∗. On appelle moment d’ordre k de X lorsqu’il existe, la quantité réelle notées E(Xk) ou
mk(X)) et donnée par

mk(X) = E(Xk) =

∫
Ω

Xk dP.

On appelle variance (respectivement moment centré d’ordre k > 1) de X notée Var(X) ou σ2
X (respec-

tivement µk(X)) lorsqu’ils existent, les quantités réels donnés par

σ2
X = Var(X) = E(X − E(X))2 =

∫
Ω

(X − E(X))2 dP,

µk(X) = E(X − E(X))k =

∫
Ω

(X − E(X))k dP.

On appelle écart-type de X, le réel noté σX ∈ R+ donné par σX =
√

Var(X).

On a le résultat suivant pour calculer facilement un moment de la v.a. X ou l’espérance d’une
fonction de X.
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Théorème 2.2.1 (de transfert)
Soit X : (Ω,a,P) −→ (X ,B,PX) une v.a. et g une fonction mesurable de (X ,B) dans (R,BR).
Alors g(X) est P-intégrale si, et seulement si, g est PX-intégrable et on a dans ce cas E(g(X)) =∫

Ω
g(X) dP =

∫
X

g dPX.

Preuve :
Si g = 1B , B ∈ B on a∫

g dPX =
∫
1B dPX = PX(B) = P(X−1(B)) =

∫
1X−1(B) dP =

∫
1B ◦ X dP

=
∫

g(X) dP = E(g(X))
On passe au cas g simple par linéarité de l’intégrale, puis au cas g positive par passage à la
limite croissante et en appliquant le théorème de la convergence monotone (Théorème de
Beppo-Levi) et ensuite, au cas g inégrable en écrivant g = g+

− g− avec g+ et g− mesurables
positives. �

Remarques 2.2.1
1) Si la loi PX de X est absolument continue par rapport à une mesure µ : PX = f .µ avec

f mesurable positive telle que ∀B ∈ B , PX(B) =
∫

B
dPX =

∫
B

f dµ, alors
∫
X

g dPX =∫
X

g(x) f (x) dµ(x).

2) Dans le cas où E(|X|) existe, on dit que X est P-intégrable et on note X ∈ L1(Ω,a,P)
ou simplement X ∈ L1. Plus généralement, si pour p ∈ N?, E(|X|p) < +∞, on note
X ∈ Lp(Ω,a,P) ou X ∈ Lp.

3) L’opérateur E n’est autre chose que l’intégrale de Lebesgue d’une fonction mesurable par
rapport à la mesure P (e.g. E est linéaire croissante).

2.3 Inégalités fondamentales

Théorème 2.3.1 (Inégalité de Markov)
Soit X une v.a.r. telle que |X|r ∈ L1, r > 0. Alors ∀ε > 0 , P[|X| > ε] 6

1
εrE(|X|r).

Preuve :
E(|X|r) =

∫
|X|r dP =

∫
{|X|>ε}

|X|r dP +
∫
{|X|6ε}

|X|r dP
>

∫
{|X|>ε}

|X|r dP > εr
∫
{|X|>ε}

dP = εrP[|X| > ε]. . �

Corollaire 2.3.1 (Inégalité de Bienamey-Tchebyshev)
Si X ∈ L2(Ω,a,P) alors ∀ε > 0, P[|X − E(X)| > ε] 6

var(X)
ε2 .

Preuve :
On applique l’inégalité de Markov à la v.a. Y = X − E(X) avec r = 2. �

Théorème 2.3.2 (Inégalité de Jensen)
Si X ∈ L1(Ω,a,P) et si g : R −→ R est une fonction convexe telle que g(X) ∈ L1 alors
g(E(X)) 6 E(g(X)).

Preuve :
Posons m = E(X). g étant convexe, il existe une droite passant par le point (m, g(m)) et située
sous le graphe de g c’est-à -dire, une fonction affine
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ϕ(x) = a(x − m) + g(m) 6 g(x) ∀x ∈ R. On a donc ϕ(X) = a(X − m) + g(m) 6 g(X), d’où en
prenant l’espérance on obtient g(m) 6 E(g(X)) c’est-à -dire g(E(X)) 6 E(g(X)). �

Exercice 2.3.1
Reprendre la démonstration de l’inégalité de Jensen en supposant que g est convexe et
deux fois dérivable. Indication : écrire la formule de Taylor de g à l’ordre 2 au voisinage de
m = E(X).

2.4 Fonction de répartition - Densité de Probabilité

Définiton 2.4.1
Soit X une v.a.r. sur (Ω,a,P). On appelle fonction de répartition de X, la fonction FX définie sur R
par FX(x) = PX (] −∞, x]) = P (X ∈] −∞, x]) = P[X 6 x].

On vérifie que FX caractérise la loi de la v.a. X et a les propriétés suivantes :

(i) FX est croissante.

(ii) lim
x→+∞

FX(x) = 1 et lim
x→−∞

FX(x) = 0.

(iii) FX est continue à droite : lim
h→0+

FX(x + h) = FX(x) , ∀x ∈ R.

Théorème 2.4.1
Si F est une fonction surR vérifiant les propriétés (i)-(iii) alors il existe un espace probabilisé (Ω,a,P)
et une v.a.r. X sur (Ω,a,P) telle que F soit la fonction de répartition de X.

Preuve :
On pose Ω = R, a = BR la tribu borélienne de R, P la mesure de Lebesgue-Stieltjes détermi-
née par F sur a : P(]a, b]) = F(b)− F(a) et on définit X par X(ω) = ω , ∀ω ∈ Ω. Alors X est une
v.a.r. sur (Ω,a,P) telle que ∀x ∈ R , P[X 6 x] = F(x). �

Autres propriétés de FX :

• Si FX est continue, on dit que la loi de X est continue ou diffuse, ce qui est équivalent à
P[X = x] = 0 , ∀x ∈ R.

• S’il existe une fonction mesurable positive f telle que ∀x ∈ R , FX(x) =
∫ x

−∞
f (t) dt alors on

dit que X ou la loi PX de X est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue
dt surR et f est appelé densité de probabilité de X. La densité de probabilité joue le même
rôle que la probabilité élémentaire Px = P[X = x] dans le cas X discrète, mais f ≮ 1 en
général.

Remarque 2.4.1
Par analogie au Théorème 2.4.1, si g est une fonction mesurable positive ou nulle intégrable
et si

∫ +∞

−∞
g(x) dx = 1 , alors g est une densité de probabilité, celle dont la fonction de ré-

partition absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur R est G définie par
G(x) =

∫ x

−∞
g(t) dt.

Théorème 2.4.2
Si X est une v.a.r. absolument continue, ayant pour densité de probabilité f alors
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i) P[X = x] = 0,∀x ∈ R ;

ii) P[a 6 X 6 b] =
∫ b

a
f (t) dt, ∀a, b ∈ R .

Preuve :
On a ∀x ∈ R, P[X = x] =

∫ x

x
f (t)dt = 0, cela signifie que si a 6 b, P[a 6 X 6 b] = P[a < X 6

b] = FX(b) − FX(a) car {a < X 6 b} = {X 6 b} \ {X 6 a} et donc que FX(b) − FX(a) =
∫ b

a
f (t) dt. �

Remarques 2.4.1
1) D’après le Théorème 2.4.2, si X est une v.a.r. et B est un borélien de R (B ∈ BR), alors
P[X ∈ B] =

∫
B

dFX.
En effet si B est de la forme B =

⋃n
i=1(ai, bi] avec ai, bi ∈ R , ai 6 bi et n ∈N?, alors

P[X ∈ B] = P[X ∈
⋃n

i=1(ai, bi]] =
n∑

i=1
P[ai < X 6 bi]

=
n∑

i=1

∫
(ai,bi]

dFX(x) =
∫⋃n

i=1(ai,bi]
dFX(x)

=
∫

B
dFX(x)

et on conclut grâce au théorème de la classe monotone vu que la classe des parties de R de
la forme

⋃n
i=1(ai, bi] est stable par intersection finie.

2) Si g est une fonction Borel-mesurable surR alors d’après le Théorème 2.2.1, E(g(X)) existe
si et ssi,

∫
R
|g(x)| dFX(x) < +∞ et dans ce cas E(g(X)) =

∫ +∞

−∞
g(x) dFX(x).

3) Si X est absolument continue avec pour densité fX alors E(X) =
∫ +∞

−∞
x fX(x) dx et E(g(X)) =∫ +∞

−∞
g(x) fX(x) dx dès que ces intégrales sont finies.

2.5 Lois multivariées

Les définitions et résultats précédents se généralisent au cas de vecteurs aléatoires dans Rn :

Définiton 2.5.1
Soit X = (X1, · · · ,Xn) un v.a. sur (Ω,a,P) à valeurs dans Rn. On appelle fonction de répartition de
X, la fonction FX sur Rn définie par

FX(x1, · · · , xn) = P[X1 6 x1, · · ·Xn 6 xn], ∀(x1, · · · , xn) ∈ Rn.

FX détermine la loi de probabilité de X dite loi conjointe du n-uple (X1, · · · ,Xn).

On appelle loi marginale de la v.a.r. Xi du n-uple, la loi de fonction de répartition

FXi(x) = lim
x1,··· ,xi−1,xi+1,··· ,xn→+∞

xi→x

FX(x1, · · · , xn).

La loi du n-uple est dite discrète s’il existe une partie dénombrable D de Rn telle que

PX(D) =
∑

(x1,··· ,xn) ∈D

P[X1 = x1, · · ·Xn = xn] = 1.

Elle est dite absolument continue s’il existe une fonction Borel-mesurable et positive f sur Rn telle
que ∀(x1, · · · , xn) ∈ Rn,

FX(x1, · · · , xn) =

∫ x1

−∞

· · ·

∫ xn

−∞

f (t1, · · · , tn)dt1 · · · dtn.
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S’il en est ainsi, on dit que la v.a. X a pour densité

fX(x1, · · · , xn) =
∂nFX(x1, · · · , xn)
∂x1 · · · ∂xn

.

On appelle densité marginale du p-uple (Xi1 , · · · ,Xip) extrait d’un n-uple (X1, · · · ,Xn), 1 6 p 6 n, la
fonction

f(Xi1 ,··· ,Xip )(xi1 , · · · , xip) =

∫
Rn−p

f (xi1 , · · · , xip ,uip+1 , · · · ,uin) duip+1 · · · duin .

Exemples 2.5.1
1) Soit X et Y deux v.a. sur (Ω,a,P) à valeurs dansZ telles que∀(i, j) ∈ Z2, P[X = i,Y = j] = Pi j.
Alors la loi conjointe du couple (X,Y) a pour fonction de répartition

F(X,Y)(x, y) =
∑

i6x, j6y

Pi j , ∀(x, y) ∈ Z2.

2) Soit (X,Y) un couple de v.a.r. de fonction de répartition conjointe

F(X,Y)(x, y) =

{
1 − e−x

− e−y + e−x−y, si (x, y) ∈ R2
+

0, sinon
.

Alors les lois marginales de X et de Y ont pour fonction de répartition FX(x) = (1− e−x)1R+(x)
et FY(y) = (1 − e−y)1R+(y). La densité conjointe est donnée par

f(X,Y)(x, y) =
∂2F(X,Y)

∂x∂y
=

{
e−x−y, si (x, y) ∈ R2

+

0, sinon

et les densités marginales de X et Y sont données par
fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(X,Y)(x, y) dy = e−x1R+(x) = F′X(x) et

fY(y) =
∫ +∞

−∞
f(X,Y)(x, y) dx = e−y1R+(y) = F′Y(y).

Théorème 2.5.1
Si X = (X1, · · · ,Xn) est un v.a. dans Rn admettant pour densité fX et si A est un borélien de
Rn (A ∈ BRn) alors

P[X ∈ A] = P[(X1, · · · ,Xn) ∈ A] =

∫
A

dPX =

∫
{(x1,··· ,xn)∈A}

fX(x1, · · · , xn) dx1 · · · dxn.

Théorème 2.5.2
Si X = (X1, · · · ,Xn) est un v.a. dans Rn et g : Rn

→ R est une fonction Borel-mesurable, alors
E(g(X1, · · · ,Xn)) existe si et ssi

∫
Rn |g(x1, · · · , xn)|dFX(x1, · · · , xn) < +∞ et dans ce cas

E[g(X1, · · · ,Xn)] =

∫
Ω

g(X1, · · · ,Xn) dP =

∫
Rn

g(x1, · · · , xn) dFX(x1, · · · , xn).

Exemples 2.5.2
1) Soit f la fonction sur R2 définie par f (x, y) =

 1
ab
, si 0 < x < a et 0 < y < b

0, sinon
.

f est une densité de probabilité car f > 0 et
∫
Rn f (x, y) dxdy = 1.

Si (X,Y) est le vecteur aléatoire de R2 dont la loi a pour densité f , on a

P[(X,Y) ∈ A] =

∫ ∫
A

f (x, y) dxdy =
1
ab

∫
A∩B

dxdy =

∫
A∩B

dxdy

ab
=

Aire (A)
Aire (B)
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pour tout borélien A, A ⊂ B =]0, a[×]0, b[.

2) Soit X et Y deux v.a.r. d’espérances finies et soit a, b ∈ R. Alors

E(aX + bY) =
∫

Ω
aX + bY dP =

∫ ∫
R2(ax + by) dF(X,Y)(x, y)

=
∫ ∫

R2 ax dF(X,Y)(x, y) +
∫ ∫

R2 by dF(X,Y)(x, y)
= a

∫
R

x dFX(x) + b
∫
R

y dFY(y) = aE(X) + bE(Y).

ce qui signifie que l’opérateur E est linéaire sur l’espace L2(Ω,a,P).

Définiton 2.5.2
Soit X = (X1, · · · ,Xn) un v.a. deRn. Alors l’espérance mathématique de X est le vecteur deRn donné
par

E(X) = (E(X1), · · · ,E(Xn))′

où dorénavant l’opération prime désigne la transposé d’un vecteur ou d’une matrice.
Pour n = 2, on appelle covariance du couple (X,Y) le nombre noté Cov(X,Y) ou σXY donné par

Cov(X,Y) = E [(X − E(X)) (Y − E(Y))] = E(XY) − E(X)E(Y).

On appelle coéfficient de corrélation de X et Y, le nombre noté rXY ou ρXY donné par

rXY =
Cov(X,Y)√

Var(x)
√

Var(Y)
=

Cov(X,Y)
σxσY

.

On appelle variance du v.a. X = (X1, · · · ,Xn) de Rn, la matrice carrée d’ordre n notée ΣX et appelée
matrice var-covar ou matrice de dispersion de X donnée par

ΣX = E [(X − E(X))(X − E(X))′] =
[
Cov(Xi,X j)

]
16i, j6n

.

Remarques 2.5.1
1) En remarquant que (X,Y) 7−→ Cov(X,Y) est une forme bilinéaire symétrique définie posi-
tive sur l’espace préhilbertien L2(Ω,a,P) on a, en appliquant l’inégalité de Schwarz

−1 6 RXY 6 1.

2) On vérifie que ΣX est une matrice symétrique et positive :

∀a ∈ Rn , a′ΣXa > 0

et invariante par translation par un vecteur constant :

∀a ∈ Rn , ΣX+a = ΣX.

2) On vérifie aussi que si M ∈ Mp,n(R) et Y = MX alors

E(Y) = ME(X) et ΣY = MΣXM′
∈ Mp(R).

2.6 Fonctions caractéristiques

En considérant dans le Théorème 2.2.1 de transfert les cas particuliers gt(x) = e<t,x>, gt(x) =

ei<t,x>, où ∀t, x ∈ Rn, n > 1, < t, x >=
n∑

i=1
tixi est le produit scalaire canonique des vecteurs x et

t de Rn et gs(x) = sx, on obtient sous réserve de leurs existences :
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Définiton 2.6.1
Soit µ une mesure bornée sur Rn. On appelle transformée de Fourier de µ la fonction sur Rn,
t 7−→ Φµ(t) donnée par

Φµ(t) =

∫
Rn

ei<t,x>dµ(x).

On appelle transformée de Laplace (respectivement de Fourier) d’un v.a. X de Rn, la fonction sur Rn,
t 7−→MX(t) (resp. t 7−→ ΦX(t)) définie par

MX(t) = E
[
e<t,X>

]
=

∫
Rn

e<t,x>dPX(x) (resp.)

ΦX(t) = E(ei<t,X>) =

∫
Rn

ei<t,x>dPX(x).

Lorsque X est une v.a.r. à valeurs dans N, on définit la fonction génératrice GX de X

GX(s) = E
[
sX

]
=

∞∑
k=0

skP[X = k], ∀s ∈ [−1, 1].

La transformée de Fourier ΦX(t) est donc la transformée de Fourier de la mesure de proba-
bilité PX. Elle aussi appelée fonction caractéristique de X.

Exercice 2.6.1
1) Montrer que ∀k ∈ N, Pk = P[X = k] =

1
k!

G(k)
X (0), en particulier la connaissance de GX

détermine la loi de X.

2) Montrer que ∀k ∈N∗, E(Xk) existe si et ssi, G(k)
X (1) existe et dans ce cas on a

E [X(X − 1) · · · (X − k + 1)] = G(k)
X (1),

en particulier E(X) = G′X(1) et E(X2) = G′′X(1) + G′X(1).

Le nombre ηk = E [X(X − 1) · · · (X − k + 1)] lorsqu’il existe, est appelé moment factoriel d’odre
k de X.

Théorème 2.6.1
On a les propriétés suivantes :
1) La fonction caractéristique ΦX(t) caractérise la loi de la v.a. X :
ΦX(t) = ΦY(t), ∀t ∈ Rn, n > 1, si et ssi, X et Y ont même loi.

2) Si a ∈ R, b ∈ Rn, on a ΦaX+b(t) = ei<t,b>ΦX(at).

3) Si X est une v.a. à valeurs dans Rn, n > 1 et si X a un moment d’odre p : | X |p∈ L1, alors ΦX est
de classe Cp et pour k = (k1, · · · , kn) tel que | k |1= α 6 p on a

∂k1

∂tk1
1

· · ·
∂kn

∂tkn
n

ΦX(0) =
∂αΦX

∂tk1
1 ∂tk2

2 · · · ∂tkn
n

(0) = iαE
[
Xk1

1 Xk2
2 · · ·X

kn
n

]
où | k |= k1 + · · · + kn et 0 = (0, · · · , 0) est le vecteur nul de Rn.

La démonstration du 1) du théorème 2.6.1 est basée sur le lemme et le théorème suivants.
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Lemme 2.6.1
L’ensemble E des fonctions x 7→ ei<t,x>, t ∈ Rp deRp dansC est total dans L1

C
(µ), c-à-dire, l’adhérence

de l’espace vectoriel engendré par ces fonctions est égale à L1
C

(µ).

Preuve :
Il suffit de démontrer que pour tout Y ∈ L1

C
(µ), Y ⊥ {x 7→ ei<t,x>

} c’est-à-dire
∫

Y(x)eit′xdµ(x) =

0, ∀t ∈ Rp implique Y = 0 µ − pp. Ce qui revient à montrer que
∫

Y(x) cos(t′x)dµ(x) = 0,∀t ∈
Rp,⇒ Y = 0 µ − pp.

Soit A l’algèbre engendrée par les fonctions x 7→ cos(t′x), t ∈ Rp]. Il s’agit de montrer que
∀Y ∈ L1

C
(µ), Y ⊥ A⇒ Y = 0 µ − pp. CommeA est un ensemble de fonctions bornées stables

par multiplication, soit Bn = [−n,n]p, n ∈N∗. Alors la tribu engendrée par la restriction deA
à Bn est la tribu borélienne sur Bn d’après le théorème de Stone-Weirstrass. D’où σ(A) = BRp .

Soit Y ∈ A et soit H = {Z ∈ L∞
C

(µ)|
∫

YZdµ = 0}. H est un espace vectoriel contenant A,
stable par limite croissante et par limite uniforme.H contient donc toutes les fonctions σ(A)-
mesurables bornées, donc aussi toutes les fonctions mesurables bornées, d’apres le théorème
de la classe monotone. Par conséquent ∀B ∈ BRp , 1IB ⊥ Y i.e.

∫
B

Ydµ = 0, ce qui implique
Y = 0 µ − p.p. �

Théorème 2.6.2 (d’unicité)
Soit µ et ν deux mesures bornées sur Rp. Si Φµ = Φν alors µ = ν.

Preuve :
1) Supposons Φµ = Φν et posons m =

1
2

(µ + ν). Alors Φµ = Φν = Φm. Or m(B) = 0 ⇒
µ(B) = 0. Donc µ� m. D’après le théorème de Radon-Nikodym, il existe Z ≥ 0 m-intégrable
telle que µ = Z.m, d’où Φµ = Φν ⇔

∫
eit′xZ(x)dm(x) =

∫
eit′xdm(x), ∀t ∈ Rp. Soit encore∫

eit′x(Z(x) − 1)dm(x) = 0, ∀t ∈ Rp. Comme Z − 1 ∈ L1(m), alors Z − 1 = 0 m − pp., i.e.
Z = 1 m − pp. d’après le Lemme 2.6.1 précédent, soit encore µ = m. D’où µ = ν = m. �

Preuve du Théorème 2.6.1 :
1) On applique le Théorème d’unicité aux mesures de probabilité PX et PY sur Rn.

2) ΦaX+b(t) = E
[
ei<t,aX+b>

]
= ei<t,b>E

[
ei<t,aX>] = ei<t,b>ΦX(at).

3) Supposons d’abord p = 1 et n = 1. La fonction t 7−→ eitX(ω) est de classe C1 pour tout ω ∈ Ω,
et on a supt∈R |iX(ω)eitX(ω)

| 6 |X(ω)| avec X ∈ L1 par hypothèse. Le théorème de dérivation
sous le signe intégral montre que Φ

′

X ∈ C1 et que Φ′X(t) = iE(XeitX) soit Φ′X(0) = iE(X). On
termine la preuve par récurrence sur p.

Dans les cas particuliers p = 1, n > 1, le théorème fournitE(X j) = −i
∂ΦX

∂t j
(0, · · · , 0), j = 1, · · · ,n

et pour p = 2 , n > 1 E(XkXl) = −i
∂2ΦX

∂tk∂tl
(0, · · · , 0), k, l = 1, · · · ,n. �

Propriété 2.6.1
La fonction caractéristique ΦX(t) d’un v.a. X de Rn, n > 1 vérifie
(i) ΦX(0) = 1, (ii) |ΦX(t)| 6 1 ∀t ∈ Rn, (iii) ΦX(t) est uniformément continue.

Preuve :
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(i) ΦX(0) =
∫
Rn dPX(x) = PX(Rn) = 1.

(ii) ∀t ∈ R, |ΦX(t)| 6
∫
Rn |ei<t,x>

| dPX(x) =
∫
Rn dPX(x) = 1.

(iii) Par l’inégalité des accroissements finis, on a

sup
|t−s|6η

|ei<t,x>
− ei<s,x>

| 6 min(2, η||x||) (2.1)

où ||x|| désigne une norme sur Rn. L’expression à droite de (2.1) étant indépendante de t et
de s, on a le résulat en appliquant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue. �

Théorème 2.6.3 (Formule d’inversion)
Soit X est un v.a. dans Rn, n > 1 telle que ΦX(t) ∈ L1(Rn). Alors la loi de X est absolument continue
par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rn admettant pour densité de probabilité donnée par

fX(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

e−i<t,x>ΦX(t) dt.

Le lecteur pourrait consulter le livre de Rényi pages 294-299 pour une démonstration et une
extension dans le cas n = 1.

Exercice 2.6.2
1) Montrer que si X ∈ L1 alors E(|X|) =

1
π

∫ +∞

0

1 − Re(ΦX(t))
t2 dt.

Indication : Poser u = t|X| d’où
∫ +∞

0

1 − cos(t|X|)
t2 dt = |X|

∫ +∞

0

1 − cos u
u2 du.

Prendre ensuite l’espérance en utilisant le Théorème de Fubini.

2) Soit X une v.a.r. à valeurs dans N avec Pk = P[X = k], ∀k ∈ N. En supposant la fonction
caractéristique ΦX de X connue, calculer Pk, pour tout k ∈N.

Solution : P j =
1

2π

∫ 2π

0
eit jΦX(t) dt , j = 0, 1, · · ·

2.7 Formule de changement de variables

Pour des calculs de lois dans des situations compliquées, on a souvent besoin d’effectuer un
changement de variables dans les intégrales. Le théorème suivant en est un rappel de cours
d’intégration.

Théorème 2.7.1
Soit D et ∆ deux ouverts de Rn , n > 1 et ϕ un C1-difféomorphisme de D sur ∆. Alors pour toute
fonction borélienne positive ou intégrable g sur ∆ on a∫

∆

g(y) dy =

∫
D

g(ϕ(x))|Jϕ(x)| dx (2.2)

où Jϕ(x) est le déterminant de la matrice jacobienne de ϕ = (ϕ1, · · · , ϕn).
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Cas des variables aléatoires

Soit X un v.a. à valeurs dans un ouvert D de Rn ayant une densité fX et soit ψ un C1-
difféomorphisme de l’ouvertD dans un ouvert ∆ de Rn. On pose Y = ψ(X) et on cherche la
loi de Y. On a pour toute fonction mesurable positive g quelconque sur ∆ :

E(g(Y)) = E(g(ψ(X)) =
∫

Ω
g(ψ(X)) dP =

∫
D

g(ψ(x)) fX(x) dx
=

∫
∆

g(y) fX(ψ−1(y))|Jψ−1(y)| dy
=

∫
g(y) fX(ψ−1(y))|Jψ−1(y)|1∆(y) dy.

.

On en déduit que la v.a. Y a pour loi de densité donnée par

fY(y) = fX(ψ−1(y))|Jψ−1(y)|1∆(y).

Exemple 2.7.1
Soit X = (X1,X2) un couple de v.a.r. de loi conjointe la loi normaleN(0, I2) sur R2 définie par

la densité fX(x1, x2) =
1

2π
e−

1
2 (x2

1+x2
2). On pose Y =

X1

X2
avec Y = 0 si X2 = 0. Trouvons la loi de Y.

Pour toute h mesurable positive sur R on a

E(h(Y)) = E
[
h(

X1

X2
)
]

=
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

h
(x1

x2

)
e−

1
2 (x2

1+x2
2) dx1dx2.

Soit le difféomorphisme ψ : R2
7−→ R2 qui à (x1, x2) associe (y, z) avec y =

x1

x2
et z = x2.

Alors ψ−1 est le difféomorphisme réciproque qui à (y, z) associe x1 = yz, x2 = z. On a

Jψ−1(y, z) =
D(x1, x2)
D(y, z)

=

∣∣∣∣∣z y
0 1

∣∣∣∣∣ = z. D’où

E(h(Y)) =
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

h(y)e−
1
2 (1+y2)z2

|z|dydz Fubini
=

∫
R

h(y)
{ 1
2π

∫
R

e−
1
2 (1+y2)z2

|z| dydz
}

=

∫
R

h(y)
dy

π(1 + y2)
.

La loi de Y est donc la loi de densité f (y) =
1

π(1 + y2)
, ∀y ∈ R.

Exemple 2.7.2 (Loi d’une somme de deux v.a.)
Soit X et Y deux v.a.r. sur (Ω,a,P) tel que le couple (X,Y) ait pour densité f(X,Y)(x, y). On pose
Z = X + Y et on cherche la loi de Z. Z est à valeurs dans R et on a ∀z ∈ R,

P[Z 6 z] = P[X + Y 6 z] =

∫ ∫
{(x,y)∈R2 / x+y6z}

f(X,Y)(x, y) dxdy.

PosonsD = {(x, y) ∈ R2 / x + y 6 z} et soit ϕ le difféomorphisme deD dans ∆ qui à (x, y) ∈ D
associe (u, v) ∈ ∆ avec u = x, v = x + y et ∆ = R×] −∞, z].
Le difféomorphisme réciproque ϕ−1 est l’application qui à (u, v) ∈ ∆ associe
x = u, y = v − u. On a

Jϕ−1(u, v) =

∣∣∣∣∣ 1 0
−1 1

∣∣∣∣∣ = 1
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d’où

∫
D

f(X,Y)(x, y)dxdy =

∫
∆

f(X,Y)(u, v − u)dudv =

∫
R

∫
(−∞,z]

f(X,Y)(u, v − u)dudv

Fubini
=

∫ z

−∞

(∫
R

f(X,Y)(u, v − u) du
)

dv

=

∫ z

−∞

fZ(v)dv.

D’où Z a pour loi de densité

fZ(z) =

∫
R

f (u, z − u) du.

Dans le cas particulier où f(X,Y)(x, y) = fX(x). fY(y), pour tout (x, y) ∈ R2, on obtient

fZ(z) =

∫ +∞

−∞

fX(u) fY(z − u) du def
= fX ∗ fY(z)

et la loi de Z est la convolution des lois de X et de Y notéeL(Z) = L(X) ∗ L(Y). fX ∗ fY est par
définition, la convolution de fX par fY et la convolution est commutative.

Exercice 2.7.1
Soit X1,X2,X3 trois v.a. indépendantes et de même loi normale centrée réduite notéeN(0, 1).
On pose

Y1 = X1 + X2 + X3, Y2 = X1 − X2, Y3 = X1 − X3.

Loi du vecteur Y = (Y1,Y2,Y3) ?

Solution abrégée : On trouve

fY(y) =
1

3(2π)3/2 e−Q(y), ∀y = (y1, y2, y3) ∈ R3

où Q(y) est une forme quadratique sur R3 à préciser.

2.8 Indépendance de variables aléatoires

Rappelons que si X : (Ω,a,P) −→ (X ,B) est une v.a, la tribu engendrée par X est la sous-
tribu de a définie par σ(X) = X−1(B) = {X−1(B) , B ∈ B} ⊂ a.

Définiton 2.8.1
Soit (Xi)i∈I une famille de v.a. sur (Ω,a,P). On dit qu’elles sont indépendantes et on note (Xi)i∈I y si
et seulement si, les tribus engendrées σ(Xi)i∈I sont indépendantes.

On a les critères probabilistes suivants :

Théorème 2.8.1
Soient X1,X2, · · · ,Xn n v.a. sur (Ω,a,P). Elles sont indépendantes si et seulement si, P(X1,X2,··· ,Xn) =
⊗

n
i=1PXi .
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Preuve :
Soit Xi : (Ω,a) −→ (Xi,Bi). La loi conjointe de (X1, · · · ,Xn) est la loi produit si et seulement
si, pour tout parallélépipède mesurable B1 × B2 × Bn, Bi ∈ Bi, i = 1, · · · ,n, on a

P(X1,X2,··· ,Xn)(B1 × B2 × · · · × Bn) = PX1(B1)PX2(B2) · · ·PXn(Bn)

ou encore
P
[
X1 ∈ B1, · · · ,Xn ∈ Bn

]
= Πn

i=1P(Xi ∈ Bi) = Πn
i=1P(X−1

i (Bi). (2.3)

Or l’indépendance des v.a. Xi équivaut à l’indépendance des tribus σ(Xi) qu’elles engendrent,
c’est-à -dire, les Xi sont indépendantes si et seulement si (2.3) est vérifiée. �

Corollaire 2.8.1
Les v.a.r. X1, · · · ,Xn sont indépendantes si et seulement si,

F(X1,··· ,Xn)(x1, · · · , xn) = Πn
i=1FXi(xi), ∀(x1, · · · , xn) ∈ Rn.

Preuve :
C’est (2.3) avec Bi =] −∞, xi]. �

Corollaire 2.8.2
Si les n v.a.r. X1, · · · ,Xn ont pour densités fX1 , · · · , fXn respectivement alors (X1, · · · ,Xn) y si et
seulement si, ∀(x1, · · · , xn) ∈ Rn,

f(X1,··· ,Xn)(x1, · · · , xn) = Πn
i=1 fXi(xi)

où f(X1,··· ,Xn)(x1, · · · , xn) est la densité conjointe de n-uple (X1, · · · ,Xn).

Proposition 2.8.1
Soit X1, · · · ,Xn, n v.a. sur (Ω,a,P) à valeurs (X1,B1), · · · , (Xn,Bn) respectivement et soit g1, · · · , gn
n fonctions mesurables de (X1,B1) dans (Y1,C1), · · · , (Xn,Bn) dans (Yn,Cn) respectivement. Alors
la suite (X1, · · · ,Xn) est indépendante si et ssi

(
g(X1), · · · , g(Xn)

)
est indépendante.

Preuve :
La condition est évidemment suffisante. Elle est nécessaire car les tribus engendrées par les
v.a. gi(Xi) sont incluses dans les tribus engendrées par les Xi, i = 1, 2, · · · ,n. Elles sont donc à
fortiori indépendantes en vertu de la définition 2.8.1. �

Théorème 2.8.2
Les v.a.r. X1, · · · ,Xn sur (Ω,a,P) sont indépendantes si et ssi, pour toutes fonctions réelles ou
complexes Borel-mesurables positives ou bornées h1, · · · , hn

E
(
Πn

i=1hi(Xi)
)

= Πn
i=1E

(
hi(Xi)

)
.

Preuve :
Notons G(x1, · · · , xn) = Πn

i=1FXi(xi),∀(x1, · · · , xn) ∈ Rn et soitµG la mesure de Lebesgue-Stieltjes
sur Rn vérifiant pour tout ai, bi ∈ R, ai 6 bi

µG

(
Πn

i=1(ai, bi]
)

= Πn
i=1

(
FXi(bi) − FXi(ai)

)
.

En utilisant le Théorème de Fubini avec le Corollaire 2.8.1 on a

Πn
i=1E (hi(Xi)) = Πn

i=1

∫ +∞

−∞

hi(xi)dFXi(xi) =

∫
Rn

(
Πn

i=1hi(xi)
)

dG(x1, · · · , xn)

= E
(
Πn

i=1hi(Xi)
)

si et seulement si les Xi sont indépendantes. �
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Corollaire 2.8.3
Si X1, · · · ,Xn sont n v.a.r. indépendantes et de carrés intégrables alors

Var(
n∑

i=1

Xi) =

n∑
i=1

Var(Xi).

Preuve :

Var
( n∑

i=1
Xi

)
= E

[ ( n∑
i=1

Xi − E
( n∑

i=1
Xi

))2 ]
= E

( n∑
i=1

(Xi − E(Xi)
)2

=
n∑

i=1
Var(Xi) +

∑
j,k
E
[

(X j − E(X j))(Xk − E(Xk))
]

︸                                ︷︷                                ︸
= 0

. �

Corollaire 2.8.4
Soit X1, · · · ,Xn, n v.a. sur (Ω,a,P) à valeurs Rn, n > 1 et soient ΦX1 , · · · ,ΦXn leurs fonctions
caractéristiques respectives. Alors (X1, · · · ,Xn) indépendante si et seulement si, ∀(t1, · · · , tn) ∈ Rn,

Φ(X1,··· ,Xn)(t1, · · · , tn) = Πn
i=1ΦXi(ti).

Preuve :
Prendre hk(x) = ei<t,x> , k = 1, · · · ,n dans le Théorème 2.8.2. �

Corollaire 2.8.5
Si X1, · · · ,Xn sont n v.a. sur (Ω,a,P) indépendantes alors la loi de X1 + · · ·+ Xn est égale au produit
de convolution des lois de Xi :

PX1+···+Xn = PX1 ∗ PX2 ∗ · · · ∗ PXn .

En particulier si les Xi ont des densités fXi , i = 1, 2, · · · ,n et si (X1, · · · ,Xn) indépendante alors

fX1+···+Xn = fX1 ∗ fX2 ∗ · · · ∗ fXn .

Preuve :

Par récurrence sur n. Pour n = 2, on a fX1+X2 = fX1 ∗ fX2 . On passe au rang n en écrivant
X1 + · · · + Xn = Sn−1 + Xn avec Sn−1 = X1 + · · · + Xn−1. On termine en appliquant l’hypothèse
de récurrence et le résultat pour n = 2 à Sn−1 + Xn. �

Corollaire 2.8.6
Si les Xi, i = 1, 2, · · · ,n sont des v.a. indépendantes alors pour tout 1 < p < n, les vecteurs
X = (X1, · · · ,Xp) et Y = (Xp+1, · · · ,Xn) sont indépendantes.

Exercice 2.8.1
1) Soit X une v.a. à valeurs {0, 1} avec P[X = 1] = p et P[X = 0] = 1−p. Si X1, · · · ,Xn sont n v.a.
indépendantes de même loi que X, montrer que Z = X1 + · · · + Xn a pour loi Ω = {1, 2, · · · ,n}
et ∀k ∈ Ω, P[Z = k] = Ck

npk(1 − p)n−k.

2) Soit X une v.a. à valeurs R+ admettant pour densité fX(x) = λe−λx1R+(x), λ ∈ R∗+. Montrer
que si X1, · · · ,Xn sont n v.a. indépendantes de même loi que X alors la v.a. Sn = X1 + · · · + Xn
a pour loi de densité

fSn(x) =
λn

(n − 1)!
xn−1 e−λx1R+(x).

3) Montrer que si X et Y sont deux v.a. indépendantes à valeurs N, alors la fonction généra-
trice de X + Y vérifie GX+Y(s) = GX(s) GY(s).
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2.9 Lois conditionnelles

Par analogie aux probabilités conditionnelles, on définit les lois conditionnelles dans les cas
simples.

2.9.1 Cas de variables aléatoires réelles discrètes

Soit X et Y deux v.a.r. discrètes. Par analogie à la définition de la probabilité conditionnelle
de A sachant B avec P(B) > 0, on définit la loi conditionnelle de X sachant Y = y pour tout
y ∈ R telle que P(Y = y) , 0 par :

PY=y(X = x) = P(X = x|Y = y) =
P(X = x,Y = y)

P(Y = y)
.

La fonction de répartition conditionnelle de X sachant Y = y est définie par

FX/Y(x|y) = PY=y(X ≤ x) =
∑
s≤x

PY=y(X = s).

Remarques 2.9.1
Lorsque X et Y sont indépendantes, P(X = x|Y = y) = P(X = x) et FX/Y(x|y) = FX(x) = P(X ≤
x).

Exemple 2.9.1
Soient X et Y deux v.a. indépendantes de lois de Poisson de paramètresλ etµ respectivement.
On cherche la loi de X sachant X + Y = n, n ∈N. On a, pour tout 0 ≤ k ≤ n,

P(X = k|X + Y = n) =
P(X = k,X + Y = n)

P(X + Y = n)
=

P(X = k,Y = n − k)
P(X + Y = n)

.

Or X et Y sont indépendantes, donc X + Y suit la loi de Poisson de paramètre λ + µ et
P(X = k,Y = n − k) = P(X = k)P(Y = n − k). Par conséquent,

P(X = k|X + Y = n) =
P(X = k)P(Y = n − k)

P(X + Y = n)
=

λke−λ
k!

µ(n−k)e−µ

(n−k)!

(λ+µ)ne−(λ+µ)

n!

.

Après simplification, on obtient

P(X = k|X + Y = n) = Ck
n(

λ
λ + µ

)k(
µ

λ + µ
)n−k.

On en conclut que la loi de X sachant X + Y = n est la loi binomiale de paramètres n et
p = λ

λ+µ .

2.9.2 Cas de variables aléatoires réelles continues

Supposons X et Y continues et soit fX,Y(x, y) la densité conjointe du couple (X,Y), fX(x) et
fY(y) les densités marginales de X et de Y respectivement. Alors il existe des distributions
conditionnelles de X sachant Y et de Y sachant X données par

• densité conditionnelle de X sachant Y = y :

f Y=y
X (x) =

fX,y(x, y)
fY(y)

, ∀y tq fY(y) , 0, (2.4)
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• densité conditionnelle de Y sachant X = x :

f X=x
Y (y) =

fX,y(x, y)
fX(x)

, ∀x tq fX(x) , 0. (2.5)

Preuve de 2.5 :

On part de

P[Y ≤ y|x ≤ X < x + dx] =
P[Y ≤ y, x ≤ X < x + dx]

P[x ≤ X < x + dx]

=

∫ u=x+dx

u=x

∫ v=y

−∞
fX,Y(u, v)dudv∫ u=x+dx

u=x
fX(u)du

.

En divisant le numérateur et le dénominateur par dx et en faisant tendre dx vers 0, on obtient

P[Y ≤ y|x ≤ X < x + dx] −−−→
dx→0

G(y) =

∫ y

−∞

fX,Y(x, v)
fX(x)

dv

Il est clair que G(y) est la f.r. d’une loi continue ayant pour densité

g(y) =
fX,Y(x, y)

fX(x)
, y ∈ R,

et on appelle G (resp. g) distribution ou f.r. conditionnelle (resp. densité conditionnnelle) de
Y sachant X = x, valable pour tout x telle que fX(x) > 0. �

Remarque 2.9.1
Dans le cas où X et Y sont indépendantes, on a f X=x

Y (y) = fY(y).

Exemple 2.9.2
Soit X et Y de densité conjointe

fX,Y(x, y) =

{
2e−x−y, si 0 ≤ x ≤ y < +∞

0, sinon.

I(A) désignant ici la fonction indicatrice de l’événement A, on a

fX(x) = 2e−2xI(x ≥ 0), fY(y) = 2e−y(1 − e−y)I(y ≥ 0).

La densité conditionnelle de Y sachant X = x est

f X=x
Y (y) =

2e−x−yI(0 ≤ x ≤ y)
2e−2xI(x ≥ 0)

= ex−yI(0 ≤ x ≤ y).

La densité conditionnelle de X sachant Y = y est

f Y=y
X (x) =

2e−x−yI(0 ≤ x ≤ y)
2e−y(1 − e−y)I(y ≥ 0)

=
e−x

1 − e−y I(0 ≤ x ≤ y).
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2.9.3 Espérance conditionnelle

Cas discret :
Pour tout y telle que P(Y = y) > 0, on définit l’espérance conditionnelle de X sachant Y = y
par

E(X|Y = y) =
∑

x

xPY=y(X = x) =
∑

x

xP(X = x|Y = y) (2.6)

Exemple 2.9.3
X et Y sont indépendantes de même loi binomiale de paramètres n et p, B(n, p). On cherche
l’espérance conditionnelle de X sachant X + Y = m.

On détermine d’abord la loi conditionnelle. Posons q = 1 − p. Puisque X et Y sont indépen-
dantes, on sait que X + Y B(2n, p) et que P(X = x,Y = y) = P(X = x)P(Y = y) (ce qui est
faux en général). D’où

P(X = k|X + Y = m) =
P(X = k)P(Y = m − k)

P(X + Y = m)
=

Ck
npkqn−kCm−k

n pm−kqn−m+k

Cm
2npmq2n−m .

Après simplification, on obtient

P(X = k|X + Y = m) =
Ck

nCm−k
n

Cm
2n

.

Il en résulte que la loi de X sachant X + Y = m est la loi hypergéométrique H(N,n,M) avec
N = 2n, n = m et M = n dont l’espérance mathématique est n.MN = m n

2n = m
2 . On en déduit

que E(X|X + Y = m) =
m
2

.

cas continu :

Lorsque les v.a. X et Y sont continues, on définit l’espérance conditionnelle de X sachant
Y = y pour tout y telle que fY(y) > 0 par

E(X|Y = y) =

∫
R

x f Y=y
X (x)dx. (2.7)

Exemple 2.9.4
Soit X et Y de densité conjointe

fX,Y(x, y) =
eye−x/y

y
I(x > 0, y > 0).

On a d’abord, en se rappelant que 1IA∩B = 1IA1IB,

f Y=y
X (x) =

fX,Y(x, y)
fY(y)

=
fX,Y(x, y)∫ +∞

0
fX,Y(x, y)dx

=
y−1eye−x/yI(x > 0, y > 0)∫ +∞

−∞
y−1eye−x/yI(x > 0, y > 0)dx

=
1
y

e−
x
y I(y > 0).

Donc pour tout y > 0, la loi conditionnelle de X sachant Y = y est la loi exponentielle de
paramètre 1

y et cette loi a pour espérance y. Ce qui veut dire que

E(X|Y = y) =

∫ +∞

0
xy−1eye−x/ydx = y.
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Notons que E(X|Y) est une variable aléatoire σ(Y)-mesurable, d’où d’après la proposition
2.1.1

E(X|Y) = f ◦ Y = f (Y)

avec f fonction réelle mesurable. Cette fonction f est définie par x 7→ f (y) = E(X|Y = y). On
a
Théorème 2.9.1

E(E(X|Y) = E(X) (2.8)

Si Y est discrète, ce théorème dit que

E(X) = E(E(X|Y) =
∑

y

E(X|Y = y)P(Y = y) (2.9)

et dans le cas cas continu, il dit que

E(X) = E(E(X|Y) =

∫
R

E(X|Y = y) fY(y)dy. (2.10)

Preuve du Théorème dans le cas X et Y discrètes :
D’après (2.9), il vient∑

y

E(X|Y = y)P(Y = y) =
∑

y

∑
x

xP(X = x|Y = y)P(Y = y)

=
∑

y

∑
x

xP(X = x,Y = y) =
∑

x

xP(X = x) = E(X).

Exercices 2.9.1
Ex 1 : Soient X et Y deux v.a.r. continues. Trouver la loi de X + Y et étudier le cas X et Y

indépendantes.

Solution :
On a

P(X + Y ≤ z) =

∫ +∞

−∞

P(X + Y ≤ z|Y = y) fY(y)dy

=

∫ +∞

−∞

P(X ≤ z − y|Y = y) fY(y)dy

=

∫ +∞

−∞

FX/Y(z − y|y) fY(y)dy

où FX/Y(x|y) désigne la f.r. de la loi conditionnelle de X sachant Y = y.

Dans le cas d’indépendance, on a FX/Y(x|y) = FX(x), d’où

P(X + Y ≤ z) =

∫ +∞

−∞

FX/Y(z − y|y) fY(y)dy =

∫ +∞

−∞

FX(z − y) fY(y)dy

et par le théorème de dérivation sous le signe intégral, on obtient la densité fX+Y(z) de
la v.a. X + Y :

fX+Y(z) =

∫ +∞

−∞

fY(y) fX(z − y)dy = fX ? fY(z)

où f ? g est la convolution de f par g.
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Ex 2 : On note par N(t) le nombre de personnes arrivées dans une gare à l’heure t ≥ 0 et par
Y l’heure d’arrivée du train. On admet que N(t) suit la loi de Poisson de paramètre λt
notée P(λt) et que Y est indépendante de N(t), ∀t ≥ 0. Calculer E(N(Y)).

Solution :
∀t ≥ 0, on a par indépendance et le fait que N(t) P(λt),

E(N(t)|Y = t) = E(N(t)) = λt.

D’où
E(N(Y)) = E(E(N(Y)|Y)) = E(λY) = λE(Y).

Soit E(N(Y))) = λ
T
2

si Y suit la loi uniforme sur [0,T] notéeU[0,T].

Ex 3 : Soient X1,X2, · · · ,Xn des v.a.r. indépendantes et de même loi. Soit Nune v.a. à valeurs

entières indépendante des Xi. On pose Y =

N∑
i=1

Xi. Déterminer E(Y).

Solution :

En tenant compte de l’indépendance des (Xi) et de N, puis du fait que les Xi sont iid,
on a

E(Y) = E(E(Y|N)) =

+∞∑
n=0

E(Y|N = n)P(N = n) =

+∞∑
n=0

E

 n∑
i=1

Xi

 P(N = n)

=

+∞∑
n=0

n∑
i=1

E(Xi)P(N = n) =

+∞∑
n=0

nE(X1)P(N = n)

=

 +∞∑
n=0

nP(N = n)

E(X1) = E(N)E(X1).

Ex 4 : Une urne contient b boules blanches et n boules noires. On tire les boules une à une jus-
qu’à l’apparition de la première boule blanche. Nombre moyen de boules noires tirées?

Solution :
Soit X la v.a. égale au nombre de boules noires tirées, et soit Mb,n = E(X). Soit Y la v.a.
définie par

Y =

{
1, si la 1ère boule tirée est blache
0, sinon

On a
Mb,n = E(X) = E(E(X|Y = 1)P(Y = 1) + E(E(X|Y = 0)P(Y = 0).

Or E(E(X|Y = 1) = 0, E(E(X|Y = 0) = 1 + Mb,n−1 et P(Y = 0) = n
b+n , donc

Mb,n = E(X) =
n

b + n
(1 + Mb,n−1)

On trouve facilement

Mb,1 =
1

b + 1
(1 + Mb,0) =

1
b + 1

Mb,2 =
2

b + 2
(1 + Mb,1) =

2
b + 1

.

et par récurrence sur n,
Mb,n = E(X) =

n
b + 1

.
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Chapitre 3

Lois de probabilité usuelles.

Dans ce qui suit, le lecteur peut bien vérifier s’il le désire, que la loi indiquée est bien une
loi de probabilité. Les valeurs numériques fournies pourraient aussi être vérifiées à titre
d’exercice.

3.1 Lois discrètes courantes

3.1.1 Loi de Bernoulli de paramètre p : B(1, p)

On dit qu’une v.a.r. X suit une loi de Bernoulli de paramètre p , 0 < p < 1 et on note
X { B(1, p) si X = X(Ω) = {0, 1} et on a P[X = 1] = p et P[X = 0] = q = 1 − p. On a E(X) = p
et Var(X) = p(1 − p) = pq.

Exemple 3.1.1
Soit E une e.a. et A un événement attaché à E de probabilité p = P(A), 0 < p < 1 et X la v.a.
égale à 1 si A est réalisé et 0 sinon. Alors P[X = 1] = P(A) = p et P[X = 0] = P(A) = q et
X { B(1, p).

3.1.2 Loi binomiale de paramètres n et p : B(n, p)

Une v.a.r. X suit une loi binomiale de paramètres n et p , 0 6 p 6 1 et on note X { B(n, p) si
X = X(Ω) = {0, 1, · · · ,n} et ∀k = 0, 1, · · · ,n,

P[X = k] = Ck
npk(1 − p)n−k.

On a E(X) = np et Var(X) = np(1 − p) = npq.

Par exemple si on répète n fois de suite l’expérience E précédente dans les mêmes conditions
et de façon indépendante, et si X est la v.a. égale au nombre de fois que l’événement A
est réalisé au cours des n épreuves, on a X(Ω) = {0, 1, · · · ,n} et ∀k ∈ X(Ω) , P[X = k] =
Ck

npk(1 − p)n−k et X { B(n, p).

On remarque que X =
n∑

i=1
Xi avec Xi = 1A { B(1, p) et X1, · · · ,Xn indépendantes. La loi

B(n, p) est donc la loi de la somme de n v.a. indépendantes et de même loi B(1, p).

3.1.3 Loi multinomiale de paramètres n, p1, · · · , pr : M (n, p1, · · · , pr)

Une v.a. X suit une loi multinomiale de paramètres n, p1, · · · , pr, pi > 0, i = 1, · · · , r et
∑r

i=1 pi = 1
et on note X { M (n, p1, · · · , pr), si ∀k = (k1, · · · , kr) ∈Nr,

∑r
i=1 ki = n,

P[X = k] =
n!

k1!k2! · · · kr!
pk1

1 · · · p
kr
r .
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Par exemple, dans une population il y a des individus de types 1, 2, · · · , r, chaque individu
étant de type i avec probabilité pi telles que p1 + · · · + pr = 1. On tire au hasard n individus.
Soit Xi=nombre d’individus de type i tirés. Alors X = (X1, · · · ,Xr) et X { M (n, p1, · · · , pr).
On a

E(Xi) = npi et Cov(Xi,X j) = −npiq j avec q j = 1 − p j, 1 6 i, j 6 r.

3.1.4 Loi de Poisson de paramètre λ : P(λ)

Une v.a. X suit une loi de Poisson de paramètre λ > 0 et on note X { P(λ) si X(Ω) = N et
∀k ∈N,

P[X = k] =
λke−λ

k!
.

On a E(X) = λ et Var(X) = λ.

La loi de Poisson est en faite une sorte de loi binomiale pour laquelle n est assez grand et p
petite voisine de 0. Par exemple si p est la probabilité de rencontrer un étudiant le jour du
marché Assi-yéyé d’Agoè, la loi du nombre d’étudiants présents au marché ce jour est une
loi de Poisson de paramètre np si n est le nombre total de gens présents au marché ce jour.

3.1.5 Loi de Pascal ou loi géométrique de paramètre p : G (p)

Une v.a. X suit une loi de Pascal de paramètre p, 0 < p < 1 et on note X { G (p) si X(Ω) = N∗

et ∀k ∈N∗,
P[X = k] = p(1 − p)k−1 = pqk−1.

Par exemple en revenant à l’expérience aléatoire E du premier paragraphe, la v.a. égale au
nombre d’essais nécessaires pour obtenir pour la première fois l’événement A, suit la loi
de Pascal de paramètre p = P(A). On a E(X) = 1

p et Var(X) =
q
p2 . Remarquons que la loi

géométrique peut être définie sur N. Dans ce cas la v.a. X est le nombre d’échecs nécessaires
pour obtenir pour la première fois un succès.

3.1.6 Loi binomiale négative de paramètres n et p : BN (n, p)

Une v.a. X suit une loi binomiale négative de paramètres n et p, 0 < p < 1, si X(Ω) =
{n,n + 1, · · · } et ∀k > n,

P[X = k] = Cn−1
k−1 pn(1 − p)k−n = Cn−1

n+k−1pn(1 − p)k1{k>0}.

Par exemple la v.a. égale au nombre d’essais nécessaires pour obtenir n réalisations de
l’événement A suit une loi BN (n, p).

3.1.7 Loi Hypergéométrique de paramètres N,M,n : H (N,M,n)

Une v.a. X suit une loi hypergéométrique de paramètres N,M et n si X(Ω) = {0, 1, · · · ,n},
n 6 N et ∀k ∈ X(Ω),

P(X = k] =
Ck

MCn−k
N−M

Cn
N

.

Par exemple N=taille de la population estudiantine de l’UL, M le nombre d’étudiants étran-
gers. On interroge n étudiants choisis au hasard sur le campus de l’UL. La loi de la v.a. X
égale au nombre d’étudiants étrangers présents parmi les n étudiants interrogés est une loi
hypergéométrique de paramètres N,M,n.
Notons que parfois les paramètres sont N,n, p où p est la proportion des M étudiants étrangers

au sein du campus. On a E(X) = np et Var(X) =
N − n
N − 1

npq, avec q = 1 − p.
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3.2 Lois continues courantes

3.2.1 Loi uniforme sur [a, b] :U[a, b]

On peut supposer a = 0, et b = 1. On dit qu’une v.a. X suit une loi uniforme sur [0, 1] ou
simplement une loi uniforme, si X est continue et a pour densité

fX(x) = 1[0,1](x) =

{
1, si 0 6 x 6 1
0, sinon

On a E(X) =
1
2

et Var(X) =
1

12
.

Plus généralement, X suit une loi uniforme sur l’intervalle [a, b], a < b et on note X {U[a, b]

si la v.a. U =
X − a
b − a

suit la loiU[0, 1]. On en déduit que

fX(x) =
1

b − a
1[a,b](x), E(X) =

a + b
2

et var(X) =
(b − a)2

12
.

3.2.2 Loi gamma de paramètres p et θ : γ(p, θ)

X suit une loi de gamma de paramètres p > 0, θ > 0 et on note X { γ(p, θ), si X est continue
et a pour densité

fX(x) =
θp

Γ(p)
xp−1e−θx1R+(x)

où Γ(s) =
∫ +∞

0
xs−1e−xdx, ∀s > 0. On a

E(X) =
p
θ
, Var(X) =

p
θ2 et ∀k ∈N∗, E(Xk) =

Γ(p + k)
θkΓ(p)

.

Cas particulier : Pour p = 1, la loi γ(1, θ) est appelée loi exponentielle de paramètre θ > 0
notée E(θ). X { E(θ) si X est continue et a pour densité

fX(x) = θe−θx1R+(x).

3.2.3 Loi beta de paramètres p et q : b(p, q)

X { b(p, q), p > 0, q > 0 si X est continue et a pour densité

fX(x) =
xp−1(1 − x)q−1

β(p, q)
1[0,1](x)

où β(p, q) =
∫ 1

0
xp−1(1 − x)q−1 dx. On a

E(X) =
p

p + q
, Var(X) =

pq
(p + q)2(p + q + 1)

.

3.2.4 Loi normale de moyenne m et d’écart-type σ : N (m, σ)

X { N (m, σ), m ∈ R et σ > 0, si X est continue et admet pour densité

fX(x) =
1

σ
√

2π
e−

1
2σ2 (x−m)2

, ∀x ∈ R.
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La courbe représentative de fX(x) est symétrique par rapport à la droite d’équation x = m.

Dans le cas particulier m = 0 et σ = 1, la loi N (0, 1) est appelée loi normale centrée réduite
ou loi de Laplace-Gauss. Sa densité est

fX(x) =
1
√

2π
e−

x2
2 , ∀x ∈ R.

Elle a une représentation graphique de la forme

xyu−u

Soit Φ(x) la fonction de répartition de la loi N (0, 1). Φ(x) =
∫ x

−∞
fX(t) dt. On la la propriété

suivante résultant de la symétrie de Φ(x) : Φ(−u) = 1 −Φ(u).
Donc si uα ∈ R vérifie Φ(uα) = α ∈ [0, 1], on a en valeur absolue uα = u1−α.

Notons que X { N (m, σ) si et ssi, U =
X −m
σ

{ N (0, 1) ou encore si et ssi X = σU + m avec

U { N (0, 1). D’où E(X) = m et σ2
X = Var(X) = σ2.

3.2.5 Loi de Cauchy de paramètres a, b : Cauchy (a, b)

X { Cauchy (a, b) si X est continue et a pour densité

fX(x) =
b

π(b2 + (x − a)2)
.

Les cas a = 0 et b = 1 sont les plus courants. Comme on le voit bien, la loi de Cauchy n’a
aucun moment.

Le tableau suivant fournit un résumé utile de certaines valeurs caractéristiques courantes
que le lecteur peut retenir, sinon retrouver par calcul :

X { B(1, p) B(n, p) P(λ) G (p) BN (n, p) U[0, 1] E (λ) γ(n, λ) N (0, 1)
E(X) p np λ 1

p
n
p

1
2

1
λ

n
λ 0

σ2
X pq npq λ q

p2
nq
p2

1
12

1
λ2

n
λ2 1

GX(s) (q + ps) (q + ps)n eλ(s−1) ps
1−qs

(
ps

1−qs

)n
× × × ×

ϕX(t) q + peit (q + peit)n eλ(eit
−1) peit

1−qeit

(
peit

1−qeit

)n
eit
−1
it

λ
λ−it

(
λ
λ−it

)n
e−

t2
2

Par exemple,
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1) X { U[a, b] ⇐⇒ X = (b − a)U + a avec U { U[0, 1]. Donc ΦX(t) = eitaΦU

(
(b − a)t

)
, soit

ΦX(t) =
eitb
− eita

(b − a)it
.

2) X { N (m, σ) ⇐⇒ X = σU + m avec U { N (0, 1). Donc ΦX(t) = eitmϕU(σt), soit
ΦX(t) = eitme−

σ2t2
2 .

3) Si X { Cauchy (0, 1), on a en utilisant le théorème des résidus ΦX(t) = e−|t|.

3.3 Vecteurs Gaussiens

Définiton 3.3.1
Soit X un v.a. dans Rn. On dit que X est normal ou gaussien s’il existe m ∈ Rn et Γ ∈ Mn(R)
symétrique et positive telle que

ΦX(t) = ei<t,m>e−
1
2<Γt,t>, ∀t ∈ Rn

où < t,m >=
n∑

i=1
timi et < Γt, t >= t′Γt =

∑
16i, j6n

γi jtit j, γi j étant les éléments de la matrice Γ. On note

X { N (~m,Γ).

Théorème 3.3.1
Un v.a. X = (X1, · · · ,Xn) dans Rn est gaussien si et seulement si, toute combinaison linéaire des Xi
(en incluant les constantes) suit une loi normale sur R.

Preuve :

Supposons X gaussien et soit c1, c2, · · · , cn ∈ R, c = (c1, · · · , cn). Posons Y =
n∑

k=1
ckXk =< c,X >.

∀t ∈ R , ΦY(t) = E
(
e

it
n∑

k=1
ckXk

)
= E

(
ei<tc,X>

)
= ΦX(tc)
= ei<m,tc>e−

1
2<Γ(tc),tc> = eit<m,c>e−

1
2 t2<Γc,c>

avec < m, c >=
n∑

i=1
cimi. ΦY(t) est donc la f.c. d’une loi normale sur R de moyenne < m, c > et

de variance σ2 =< Γc, c >=
n∑

i, j=1
γi jcic j, γi j, 1 6 i, j 6 n étant les éléments de la matrice Γ.

En effet, si ci = 1 et c j = 0 ∀ j , i, Y = Xi { N (mi, γii) avec mi = E(Xi) et γii = Var(Xi).
si ci = c j = 1 et ck = 0 ∀k , i, j, Y = Xi +X j et Y { N (mi +m j, σi j) avec mi +m j = E(Xi)+E(X j)
et σi j = Var(Xi + X j) = Var(Xi) + Var(X j) + 2Cov(Xi,X j) = γii + γ j j + 2γi j. Il en résulte que[
γi j

]
16i, j6n

= Γ.

Réciproquement soit X un v.a. de Rn, X = (X1, · · · ,Xn) telle que toute combinaison linéaire
des Xi soit gaussienne sur R.
Posons mi = E(Xi), γi j = Cov(Xi,X j), m = (mi)1=1,··· ,n et Γ =

[
γi j

]
16i, j6n

. Soit t = (t1, · · · , tn) ∈ Rn.

Par hypothèse< t,X >=
n∑

i=1
tiXi est gaussienne surRde moyenne

n∑
i=1

tiE(Xi) =
n∑

i=1
timi =< m, t >

et de variance

σ2 =

n∑
i, j=1

Cov(tiXi, t jX j) =

n∑
i, j=1

tit jCov(Xi,X j) =

n∑
i, j=1

γi jtit j =< Γt, t > .
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De plus < Γt, t >= σ2 > 0. D’où Γ est du type positif. Γ est aussi symétrique et on a
E(ei<t,X>) = Φ<t,X>(1) = ei<m,t>e−

1
2<Γt,t> ,∀t ∈ Rn. X est donc gaussien avec X { N (~m,Γ). �

Corollaire 3.3.1
Si X = (X1, · · · ,Xn) { N (~m,Γ) alors ~m = (E(Xi))16i6n et Γ =

[
Cov(Xi,X j)

]
16i, j6n

.

Théorème 3.3.2
Soit X un vecteur gaussien de Rn : X { N (~m,Γ) et soit g : Rn

−→ Rp une fonction affine :
g(x) = ϕ(x) + b avec ϕ ∈ L(Rn) et b ∈ Rp. Alors g(X) est gaussien de loi N

(
g(m), ϕ Γ tϕ

)
.

Preuve :

∀s ∈ Rp , Φg(X)(s) = E
(
ei<g(X),s>

)
= E

(
ei<ϕ(X)+b,s>

)
= ei<b,s>E

(
ei<ϕ(X),s>

)
= ei<b,s>E

(
ei<X, tϕs>

)
= ei<b,s>ΦX( tϕ s >)

= ei<ϕ(m)+b,s>e−
1
2<ϕ Γ tϕ s,s> = ei<g(m),s>e−

1
2<ϕ Γ tϕ s,s>

= ΦN (g(m) , ϕ Γ tϕ)(s).

D’où g(X) { N (g(m) , ϕ Γ tϕ) d’après le théorème d’unicité. �

3.3.1 Représentation de lois normales sur Rn

Soit m ∈ Rn, Γ une matrice carrée d’ordre n et X { N (~m,Γ). Si Γ est du type positif de rang
p < n, Γ est semblable à une matrice diagonale c’est-à -dire, il existe une base orthonormée de
Rn dans laquelle Γ est semblable à Γ̃ = diag(λ1, · · · , λp, 0, · · · , 0) avec λi > 0, ∀i = 1, 2, · · · , p.
Soit P la matrice de passage. P est orthogonale c’est-à -dire P−1 = tP et on a Γ = P Γ̃ tP.
Posons Y = tP(X −m). Y est gaussienne comme fonction linéaire d’un vecteur gaussien. On
a E(Y) = 0 et

ΦY(t) = e−
1
2<

tPΓPt , t > = e−
1
2<Γ̃t , t> = e

−
1
2

p∑
i=1
λit2

i
=

p∏
i=1

e−
1
2λit2

i

= ΦN (0,λ1)(t1) ×ΦN (0,λ2)(t2) × · · ·ΦN (0,λp)(tp) ×Φδ0(tp+1) × · · · ×Φδ0(tn)
= ΦN (0,λ1)⊗N (0,λ2)⊗···N (0,λp)⊗δ0⊗···⊗δ0(t) , ∀t ∈ Rn .

Donc Y = (Y1, · · · ,Yp, 0, · · · , 0) avec Y1,Y2, · · · ,Yp indépendantes telles que pour tout i =
1, 2, · · · , p, Yi { N (0, σ2

i ), où σ2
i = λi est une valeur propre de la matrice carrée symétrique

Γ. On a donc X = PY + m.

En conclusion, si X est un v.a. gaussien dans Rn c-à-d. X { N (~m,ΓX), ~m ∈ Rn et ΓX ∈ Mn(R)
symétrique positive et de rang p, il existe une suite de p v.a.r. Y1,Y2, · · · ,Yp indépendantes,
de loi N (0, λi), i = 1, 2, · · · , p respectivement où les λi sont les valeurs propres non nulles de
ΓX et une matrice orthogonale P telles que Y = (Y1, · · · ,Yp, 0, · · · , 0) et X = PY + m. Récipro-
quement, on a

Théorème 3.3.3
∀~m ∈ Rn et ∀ Γ ∈ Mn(R) symétrique positive, il existe un v.a. X dans Rn telle que X { N (~m,Γ).

3.3.2 Singularité et absolue continuité des lois gaussiennes

Rappelons qu’une mesure ν est dite étrangère à une mesure µ (on dit aussi ν est µ-singulière)
s’il existe N tel que µ(N) = 0 et ν(N) = 1. En général toute mesure discrète sur (Rn,BRn) est
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étrangère à la mesure de Lebesgue sur Rn , n > 1. D’autre part on dit que ν est absolument

continue par rapport à µ s’il existe une fonction mesurable positive f telle que
dν
dµ

= f (Théo-

rème de Radon-Nikodym) et f est appelée densité de ν par rapport à µ.

Théorème 3.3.4
Soit X un vecteur gaussien dans Rn de moyenne ~m et de variance ΓX.
1) Si rg(ΓX) < n, alors X reste presque sûrement dans un sous-espace affine de Rn de dimension

rg(ΓX) et PX est étrangère à la mesure de Lebesgue sur Rn.
2) Si rg(ΓX) = n alors X admet une densité fX par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rn donnée

par

fX(x) =
1

(2π) n
2
√

det ΓX
exp

{
−

1
2

〈
Γ−1

X (x −m), (x −m)
〉}
, ∀x ∈ Rn.

Preuve :

1) Soit p = rg(ΓX) < n et Y = (Y1, · · · ,Yp, 0, · · · , 0) ∈ Ep = Rp
× {0}n−p telle que X = PY + m

comme dans la représentation précédente. Alors X reste presque sûrement dans VX = PEp+m
qui est une variété de dimension p. La loi de X est donc portée par VX et donc λ(VX) = 0 où
λ est la mesure de Lebesgue sur Rn. Par suite PX est étrangère à λ.

2) Si p = n, on a Y = (Y1, · · · ,Yn) avec Yi ∈ N (0, σ2
i ), σ2

i = λi , i = 1, · · · ,n et (Y1, · · · ,Yn)
indépendante. Donc Y admet pour densité

fY(y) =
1

(2π) n
2
√

det ΓX
exp

{
−

1
2

〈
Γ̃−1

X y, y
〉}
, ∀y = (y1 · · · , yn) ∈ Rn.

Mais X = PY + m = Θ(Y) =⇒ Y = Θ−1(X) = tP(X −m) et ΓX = P Γ̃X
tP.

Comme P est orthogonale donc det P = 1, P est un isomorphisme. D’après la formule de
changement de variable, ∀x ∈ Rn

fX(x) = fY(Θ−1(x))|JΘ−1(x)| =
1

(2π) n
2
√

detΓX
exp

{
−

1
2

〈
Γ̃−1

X
tP(x −m), tP(x −m)

〉}
=

1

(2π) n
2
√

detΓX
exp

{
−

1
2

〈
P Γ̃−1

X
tP(x −m), (x −m)

〉}
=

1

(2π) n
2
√

detΓX
exp

{
−

1
2

〈
Γ−1

X (x −m), (x −m)
〉}
.

�

Remarque 3.3.1
Pour n = 1, X gaussienne sur R de moyenne m ∈ R et de variance Γ = σ2 si et seulement,

ΦX(t) = eitme−
1
2σ

2t2 , ∀t ∈ R et fX(x) =
1
√

2πσ
e−

1
2σ2 (x−m)2

, ∀x ∈ R.

Pour σ = 0, ΦX(t) = eitm = Φδm(t) et X { δm où δm est la mesure de Dirac en m, par conséquent
X = m p.s. On dit que X ou la loi de X est dégénérée.

Exercice 3.3.1
Soit X un vecteur gaussien dans Rn, X = (X1, · · · ,Xn) et soit I et J deux parties disjointes
de {1, 2, · · · ,n}. Montrer que si ∀i ∈ I et ∀ j ∈ J, Cov(Xi,X j) = 0 alors (Xi)i∈I et (X j) j∈J sont
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indépendantes.

indication

Posons Y = (X1,X2, · · · ,Xp,Xp+1, · · · ,Xn) = (U,V) avec U = (X1,X2, · · · ,Xp) et V = (Xp+1, · · · ,Xn).

Alors ΓY =

[
ΓU 0
0 ΓV

]
et ∀t ∈ Rn, t = (u, v), u ∈ Rp, v ∈ Rn−p, ΦY(t) = ΦY(u, v) = ΦU(u).ΦV(v).
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Chapitre 4

convergence en loi – théorème central
limite

4.1 Convergence des mesures positives bornée

Soient E un espace métrique (e.g. E = Rn), et soient Ck(E), C0(E), Cb(E) respectivement l’es-
pace des fonctions sur E continues à support compact, tendant vers 0 à l’infini, bornées. On
note par BE la tribu borélienne de E et par M (E) l’ensemble des mesures positives et bornées
sur (E,BE). On a

Définiton 4.1.1
Soit (µn) une suite d’éléments de M (E) et µ ∈M (E). On dit que

(i) µn tend vers µ vaguement si ∀ f ∈ Ck(E),
∫

f dµn −→
∫

f dµ.

(ii) µn tend vers µ faiblement si ∀ f ∈ C0(E),
∫

f dµn −→
∫

f dµ.

(iii) µn tend vers µ étroitement si ∀ f ∈ Cb(E),
∫

f dµn −→
∫

f dµ.

On remarque que (iii)⇒ (ii)⇒ (i), mais, il n’y a pas réciprocité en général (par exemple nδn
tend vers 0 vaguement mais non faiblement, et δn tend vers 0 faiblement mais non étroite-
ment).

Dans toute la suite, on notera par ‖ f ‖ = supx∈E

∣∣∣ f (x)
∣∣∣ et éventuellement par µ( f ) =

∫
f dµ.

On rappelle qu’un espace vectoriel H est total si l’ensemble des combinaisons linéaires des
éléments de H forme un sous-espace vectoriel dense.

Propriété 4.1.1
Soient H un sous-ensemble total de C0(E), (µn) une suite de M (E) et µ ∈ M (E). Si ∀ f ∈ H , i)
sup

n
µn(1) < ∞ et ii)

∫
f dµn −→

∫
f dµ, alors µn converge vers µ faiblement.

Preuve
Soit V le s.e.v. engendré par H . Alors pour tout f ∈ C0(E) et tout g ∈ V∣∣∣∣∣∫ f dµn −

∫
f dµ

∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∫ f dµn −

∫
g dµn

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∫ g dµn −

∫
g dµ

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∫ g dµ −
∫

f dµ
∣∣∣∣∣

6

∣∣∣∣∣∫ f dµn −

∫
g dµn

∣∣∣∣∣ + ‖ f − g‖(µn(1) − µ(1))
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On peut choisir g assez voisin de f pour que le second terme à droite de la dernière inégalité
soit petit puis, pour g fixé, choisir n assez grand pour que le premier terme soit petit.

Propriété 4.1.2
Si µn −→ µ vaguement et si µn(1) −→ µ(1) alors, µn −→ µ étroitement.

Preuve
Soit f ∈ Cb(E). Alors pour ϕ ∈ Ck(E) telle que 0 6 ϕ 6 1,∣∣∣∣ ∫ f dµn −

∫
f dµ

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ ∫ f dµn −

∫
fϕ dµn

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ ∫ fϕ dµn −

∫
fϕ dµ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ ∫ fϕ dµ −
∫

f dµ
∣∣∣∣

Mais ∣∣∣∣ ∫ fϕ dµ −
∫

f dµ
∣∣∣∣ 6 ∫

| f |(1 − ϕ) dµ 6 || f ||
(
µ(1) − µ(ϕ)

)
et d’après les hypothèses,∣∣∣∣ ∫ fϕ dµ −

∫
f dµ

∣∣∣∣ 6 lim || f ||
(
µn(1) − µn(ϕ)

)
= || f ||

(
µ(1) − µ(ϕ)

)
.

Étant donné ε > 0, on peut choisir ϕ ∈ Ck(E) telle que 0 6 ϕ 6 1 et µ(1) − µ(ϕ) <
ε

3‖ f ‖
(ce qui

est toujours possible car si ϕ ∈ Ck(Rd)↗ 1,
∫

(1 − ϕ) dµ −→ 0). Alors
∣∣∣∣ ∫ fϕ dµ −

∫
f dµ

∣∣∣∣ < ε
3

et si n > n1,
∣∣∣∣ ∫ fϕ dµn −

∫
f dµn

∣∣∣∣ < ε
3

. Il suffit maintenant de choisir n > n2 pour avoir∣∣∣∣ ∫ fϕ dµn −
∫

f dµ
∣∣∣∣ < ε

3
car fϕ ∈ Ck(E). D’où pour n > max(n1,n2) ,

∣∣∣∣ ∫ fϕ dµ −
∫

f dµ
∣∣∣∣ < ε.

Corollaire 4.1.1
Si µn −→ µ vaguement et si sup

n
µn(1) < +∞, alors µn −→ µ faiblement.

Note
Appelons par M a(E) l’ensemble des mesures positives sur E de masse 6 a. Alors on peut
montrer que M a(E) muni de la topologie de la convergence étroite est métrisabble et si E
est compacte, M a(E) muni de cette topologie est compact. Aussi, a-t-on le critère de faible
compacité suivant :

Corollaire 4.1.2
Si µn est une suite de mesures bornées sur Rp telle que sup

n
µn(1) 6 A < +∞ alors il existe une

sous-suite (µnk) et une mesure bornée µ telle que µnk −→ µ faiblement.

Preuve
Voir dans Dacunha-Castelle T1 page 82.

Rappelons les résultats suivants concernant chaque élément de M (E) avant d’établir des
critères de convergence étroite.
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Théorème 4.1.1
Toute mesure finie µ sur (E,BE) est régulière c’-à-d. ∀A ∈ BE et ∀ε > 0, il existe un fermé F et un
ouvert G de E telles que F ⊂ A ⊂ G et µ(G − F) < ε.

Preuve
Plus tard.

Ce théorème implique alors que la mesure µ est déterminée par les valeurs µ(F), F fermé
parcourant E.

Théorème 4.1.2
Pour tout fermé F de E et tout ε > 0, il existe une fonction f ∈ Cb(E) telle que f (x) = 1 si x ∈ F,
f (x) = 0 si d(x,F) > ε et 0 6 f (x) 6 1 ∀x ∈ E ( f peut être prise uniformément continue).

Preuve
Soit la fonction ϕ de R dans lui-même définie par

(1) ϕ(t) =


1 si t 6 0
1 − t si 0 6 t 6 1
0 si t > 1

Alors la fonction f définie par f (x) = ϕ
(

1
εd(x,F)

)
répond à la question.

Graphe de f si F = [a, b] :

a − εb + εab

Dans ce qui suit ∂A désigne le bord de A et une partie A de E telle que µ(∂A) = 0 est appelée
µ-ensemble de continuité. On notera que ∂A est un fermé de E.

Le théorème suivant donne les conditions de convergence étroite.

Théorème 4.1.3 (Portmanteau)
Soit (µn) une suite d’éléments de M (E), µ ∈M (E). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) µn −→ µ étroitement.

(ii) lim
n

∫
f dµn =

∫
f dµ, pour toute fonction réelle f uniformément continue et bornée sur E.

(iii) ∀F fermé de E, µ(F) > lim
n
µn(F).

(iv) ∀G ouvert de E, µ(G) 6 lim
n
µn(G).

(v) lim
n
µn(A) = µ(A) pour tout µ-ensemble de continuité A ⊂ E.

Preuve
On va démontrer le théorème en établissant les implications (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (i),
(iii)⇐⇒ (iv) et (iii)⇐⇒ (v).
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(i)⇒ (ii) est évident.
(ii) ⇒ (iii) : Soient F un fermé et δ > 0. Pour tout ε arbitrairement petit, comme les ouverts
G = {x | d(x,F) < ε} décroissent vers F quand ε ↘ 0, on a µ(G) < µ(F) + δ d’après le
Théorème 4.1.1. D’autre part, si f est comme dans la démonstration du Théorème 4.1.2, alors
f est uniformément continue sur E, f (x) = 1 si x ∈ F, f (x) = 0 si x ∈ Gc et 0 6 f (x) 6 1, ∀x.
D’où

µn(F) =

∫
F

f dµn 6

∫
f dµnet (4.1)∫

f dµ =

∫
G

f dµ 6 µ(G) < µ(F) + δ. (4.2)

L’hypothèse (ii) ensemble avec (4.1) et (4.2) entraînent

lim
n
µn(F) 6 lim

n→+∞

∫
f dµn =

∫
f dµ 6 µ(F) + δ

et comme δ est arbitraire, on a bien (iii).

(iii)⇒ (i) : Soit f ∈ Cb(E). On va montrer d’abord que

lim
n

∫
f dµn 6

∫
f dµ. (4.3)

Par une transformation linéaire de f (avec un cœfficient de linéarité strictement positif, on
peut se ramener au cas où 0 < f < 1 (e.g. on fait f ← M− f

2M , avec M telle que ‖ f ‖ ≤ M). Pour
un entier positif k fixé, posons

Fi =
{
x/

i
k
6 f (x)

}
i = 0, 1, · · · , k. (4.4)

Fi est fermé pour tout i et comme 0 < f < 1, on a pour toute mesure µ

k∑
i=1

i − 1
k
µ
{
x/

i − 1
k
6 f (x) <

i
k

}
6

∫
f dµ (4.5)

<
k∑

i=1

i
k
µ
{
x/

i − 1
k
6 f (x) <

i
k

}
. (4.6)

La somme à droite de la dernière inégalité est égale à

k∑
i=1

i
k
{
µ(Fi−1) − µ(Fi)

}
=

1
k

+
1
k

k∑
i=1

µ(Fi) (4.7)

et une transformation similaire de la somme à gauche de (4.5) entraîne

1
k

k∑
i=1

i
k
µ(Fi) 6

∫
f dµ <

1
k

+
1
k

k∑
i=1

µ(Fi). (4.8)

Si donc (iii) est vérifiée alors limµn(Fi) 6 µ(Fi) pour tout i, d’où en appliquant l’inégalité à
droite de (4.8) à µn et celle de gauche à µ, on a

lim
∫

f dµn 6
1
k

+
1
k

k∑
i=1

limµn(Fi) 6
1
k

+
1
k

k∑
i=1

µ
{

f >
i
k

}
6

1
k

+

∫
f dµ.
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En faisant tendre k vers +∞, on établit bien (4.3). Enfin, on applique (4.3) à − f et obtient

lim
∫

f dµn >

∫
f dµ. (4.9)

(4.3) et (4.9) établissent bien le (i).

(iii)⇔ (iv) résulte facilement du passage au complémentaire.

(iii)⇒ (v) : Soit A ∈ BE. Comme Å ⊂ A ⊂ A, on a

µ
(
A
)
> lim

n
µn

(
A
)
> lim

n
µn(A) > lim

n
µn(A) > lim

n
µn(Å) > µ(Å).

Si µ(∂A) = 0 alors µ(Å) = µ(A) = µ
(
A
)
. En conclusion µn(A) −→ µ(A).

(v) ⇒ (iii) : Comme ∂ {x/d(x,F) 6 δ} ⊂ {x/d(x,F) = δ}, les ∂ {x/d(x,F) 6 δ} sont distincts pour
des δ distincts. Ils sont donc de mesures nulles sauf pour un ensemble dénombrable d’entre
eux. Soit alors une suite positive δk tendant vers 0 telle que la suite Fk = {x/d(x,F) 6 δk} sont
de bords de mesures nulles. Alors lim supµn(F) 6 limµn(Fk) = µ(Fk) pour chaque k. Si F est
fermé alors Fk ↘ F d’où (iii). Ce qui achève la démonstration du Théorème 4.1.3.

Contre exemple de (i)⇐⇒ (v)
Soit µn = δ 1

n
et µ = δ0. On a µn

e
−→ µ mais si A =]0, 1[, µn(A) = 1 9 µ(A) = 0.

Dans le cas E = Rd on a les résultats suivants :

Théorème 4.1.4 (Un critère de convergence étroite)
Pour que µn −→ µ étroitement, il faut et il suffit que pour tout t ∈ Rd, ϕµn(t) tende vers ϕµ(t) où
ϕν(t) désigne la transformée de Fourrier de ν au point t.

Pour tout σ > 0, posons

gσ(u) = (2πσ2)−
d
2 exp

(
−
‖u‖2

2σ2

)
, ∀u ∈ Rd. (4.10)

On vérifie immédiatement (voir aussi dans Chapitre 2) que, e−
‖t‖2

2 =
∫
Rd ei<t,u>g1(u)du d’où,

e−
‖x−y‖2

2σ2 =

∫
Rd

g1(u)ei<x−y, uσ>du = σd
∫
Rd

g1(σu)ei<x−y,u>du. (4.11)

Alors la démonstration du Théorème 4.1.4 est basée sur les lemmes suivants.

Lemme 4.1.1
Soit µ une mesure bornée sur Rd, alors∫

gσ(x − y) dµ(x) = (2π)−
d
2

∫
ϕµ(u)g1(σu)e−i<u,y>du.
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Preuve
Puisque

∣∣∣g1(σu)ei<u,x−y>
∣∣∣ 6 ce−

σ2
2 ‖u‖

2 et que cette dernière expression est dµ(x).du-intégrable, on
a par le Théorème de Fubini,∫

Rd
gσ(x − y)dµ(x) = (2π)−

d
2

∫
Rd

dµ(x)
∫
Rd

g1(σu)ei(x−y)′udu (4.12)

= (2π)−
d
2

∫
Rd

( ∫
Rd

eix′udµ(x)
)
g1(σu)e−iy′udu (4.13)

où le signe prime désigne la transposée d’un vecteur.

Lemme 4.1.2
L’espace vectoriel engendré par les applications x 7−→ gσ(x − y) lorsque σ parcourt R?

+ et y ∈ Rd est
dense dans C0(Rd).

Preuve
En effet on vérifie aisément que cet espace est une sous-algèbre de C0(Rd) qui sépare les points
(y compris le point à l’infini). On conclut en appliquant le Théorème de Stone-Weierstrass.

Preuve du Théorème 4.1.4
La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement on observe d’abord que µn(1) =
ϕµn(0) −−−→

n→∞
ϕµ(0) = µ(1). Puis d’après le Lemme 4.1.1,∫

gσ(x − y)dµn(x) = (2π)−
d
2

∫
ϕµn(u).g1(σu)e−i<u,y>du

et d’après le théorème de Lebesgue, cette dernière intégrale tend vers

(2π)−
d
2

∫
ϕµ(u).g1(σu)e−i<u,y>du =

∫
gσ(x − y) dµ(x).

On a donc
∫

f dµn −→
∫

f dµ pour tout f (x) = gσ(x − y), σ > 0 et y ∈ Rd. Or l’espace vectoriel
engendré par ces fonctions est dense dans C0(Rd) (Lemme 4.1.2). On en conclut, utilisant le
fait que µn(1) −−−−→

n→+∞
µ(1) et donc que sup

n
µn(1) < +∞ et que

∫
f dµn −→

∫
f dµ pour tout

f ∈ C0(Rd), d’après la Proposition 4.1.1 et enfin que µn tend vers µ étroitement d’après la
Proposition 4.1.2.

Théorème 4.1.5 (Paul Lévy)
Soit (µn) une suite de mesures positives finies sur (Rd,BRd). Alors
1) Si µn −→ µ étroitement alors ϕµn −→ ϕµ simplement.

2) Si ϕµn −→ ϕ simplement et si ϕ est continue en 0 alors il existe µ ∈ M (Rd) tel que µn −→ µ
étroitement et on a ϕ = ϕµ.

En particulier µn −→ µ étroitement si et seulement si ϕµn

s
−→ ϕµ.

Preuve
Plus tard.
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Définiton 4.1.2
Soit Xn une suite de v.a. On dit que que Xn converge en loi vers une v.a. X et on note Xn

L
−−−−→
n→+∞

X, si
la loi de probabilités µn de Xn converge étroitement vers la loi de probabilité µ de X. Donc

Xn
L
−−−−→
n→+∞

X ⇐⇒ ∀ f ∈ Cb(E) , E( f (Xn)) −−−−→
n→+∞

E( f (X)).

Note : C’est par abus de langage qu’on dit "Xn tend en loi vers X". Ce n’est pas la suite de v.a.
Xn qui converge mais c’est plutôt la suite de leurs lois. La v.a. X n’est pas définie de façon
unique mais seulement sa loi.

4.2 Le Théorème Centrale Limite

Théorème 4.2.1 (TCL)
Soit X1,X2, · · · ,Xn une suite de v.a. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) à valeurs dans
Rd telle que E‖X1‖

2 < +∞. Alors en posant m = E(X1), D = Var(X) (vecteur espérance et matrice

de dispersion) et Sn = X1 + X2 + · · ·+ Xn, la loi de
Sn − nm
√

n
converge étroitement vers la loi Nd(0,D).

En particulier si d = 1, en posant σ2 = Var(X1) = E(X1 −m)2 on a

P
{
a 6

Sn − nm
σ
√

n
6 b

}
−−−−→
n→+∞

1
√

2π

∫ b

a
e−

x2
2 dx.

Preuve
Soit ϕ(u) la fonction caractéristique (f.c.) de X1 − m. D’après la Proposition 5.1.2 ϕ est de

classe C2 et
∂ϕ

∂ui
(0) = 0, i = 1, · · · , d et

[ ∂2ϕ

∂ui∂u j
(0), i, j = 1, · · · , d

]
= −D. D’où d’après la formule

de Taylor-Young,

ϕ(u) = 1 −
1
2

u′Du + ‖u‖2ε(u) avec lim
‖u‖→0

ε(u) = 0.

Or la f.c. ϕn(u) de
Sn − nm
√

n
est

(
ϕ
(

u
√

n

))n
. On a donc (en passant par log),

lim
n→+∞

ϕn(u) = lim
n→+∞

[
1 −

1
2n

[u′Du + 2‖u‖2ε
( u
√

n

)
]
]n

= exp
(
−

1
2

u′Du
)

d’où le résultat puisque exp
(
−

1
2u′Du

)
est la f.c. de la loi Nd(0,D).

Remarque 4.2.1
L’hypothèse E‖X1‖ < ∞ est essentielle. Sans elle il peut y avoir convergence vers d’autres
lois que la loi normale.

Exemple d’application
X { B(n, p) et on se propose d’évaluer P

[∣∣∣X
n −p

∣∣∣ > α]. Comme X peut s’écrire X = X1 + · · ·+Xn

avec X1, · · · ,Xn i.i.d.B(1, p),E(X1) = p et Var(X1) = p(1−p). on a d’après le TCL
X − np√
np(1 − p)

{

N (0, 1) pour n assez grand. D’où

P
[∣∣∣X

n
− p

∣∣∣ > α] = P
[ |X − np|√

np(1 − p)
>

α
√

n√
p(1 − p)

]
�

2
√

2π

∫ +∞

αn

e−
t2
2 dt
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avec αn =
α
√

n√
p(1 − p)

(ceci, en utilisant la symétrie par rapport à 0 de la loi N (0, 1)).

Une table de la loi N (0, 1) montre que
1
√

2π

∫ +∞

u
e−

t2
2 dt , 0.025 si u = 1, 96. D’où pour n = 400

et p = 1
2 , P

[∣∣∣ X
400 −

1
2

∣∣∣ > 0.05
]
� 0.05.

Lorsque les v.a. Xn ont des densités régulières, on peut renforcer le Théorème 4.2.1.

Théorème 4.2.2 (Théorème de la limite locale)
Soit X1, · · · ,Xn une suite de v.a. i.i.d. à valeurs dans Rd de f.c. ϕX1 telles que E‖X1‖

2 < +∞

et ϕX1 ∈ L1. Alors D est inversible, les v.a.
Sn − nm
√

n
ont des densités continues et ces densités

convergent uniformément sur Rd vers la densité de la loi Nd(0,D).

La démonstration du Théorème 4.2.2 est basée sur les lemmes suivants :

Lemme 4.2.1
Soit X un v.a. à valeurs dans Rd tel que E‖X‖2 < ∞ et ϕ = ϕX ∈ L2. Alors X a une densité continue,
D(X) est inversible et

(i) Il existe ρ > 0, a > 0 tel que
∣∣∣ϕ(t)

∣∣∣ 6 e−at2 pour |t| 6 ρ,

(ii) Pour tout ρ > 0, sup
|t|>ρ

∣∣∣ϕ(t)
∣∣∣ < 1.

Preuve
X a une densité continue d’après le Théorème d’inversion. Si D = D(X) n’était pas inversible,
il existerait t , 0 tel que t′Dt = 0, d’où E(t′X)2 = 0 i.e. t′X = 0 p.s. et X ne peut avoir de
densité. Remarquons que ceci entraîne l’existence de k > 0 et K > 0 tels que

k||t||2 6 t′Dt 6 K||t||2 pour tout t (e.g. k = inf Sp(D) et K = ρ(D)). (4.14)

(i) Posons ψ(t) = e−a||t||2ϕ(t) où a sera présicé ultérieurement. Un calcul facile montre que

ψ(0) = 1,
∂ψ

∂ti
(0) = 0,

[ ∂2ψ

∂ti∂t j
(0) , i, j

]
= aI − D et de (4.14) on en déduit l’existence de a > 0,

m > 0 et M > 0 telles que

m||t||2 6 t′(aI −D)t 6M||t||2 pour tout t ∈ Rd. (4.15)

Alors ψ(t) = 1 −
1
2

t′(aI −D)t + ||t||2λ(t) avec |λ(t)| → 0 si ||t|| → 0 et pour M||t||2 < 1,

|ψ((t)| 6
∣∣∣∣1 − 1

2
t′(aI −D)t + ||t||2λ(t)

∣∣∣∣ 6 1 − ||t||2
(m

2
− λ(t)

)
et donc |ψ((t)| < 1 pour ||t|| 6 ρ.

(ii) Remarquons d’abord que pour t , 0, |ϕ(t)| < 1 ; sinon il existerait s ∈ R tel queE(eit′X) = eis

doncE(ei(t′X−s)
−1) = 0 et en prenant la partie réelle,E cos((t′X− s)) = 1 i.e. cos(t′X− s) = 1p.s.,

soit X ∈ {x/ t′x = s + 2kπ}. Mais cet ensemble est de mesure nulle, ce qui contredit le fait que
X ait une densité. On a donc pour tout R > 0, ρ > 0, sup

{
|ϕ(t)|, ρ 6 ||t|| 6 R

}
< 1. On conclut

grâce au lemme suivant.

Lemme 4.2.2
|ϕ(t)| −→ 0 quand t→ +∞.
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Preuve
Il s’agit de montrer que ϕ(t) =

∫
eit′x f (x) dx −→ 0 si ||t|| → +∞ pour f ∈ L1.

Si f ∈ CK ∩ C1, c’est un calcul facile. Ensuite, on observe que | f̂ (t) − ĝ(t)| 6 || f − g||1 (où f̂ est
la transformée de Fourrier de f : f̂ (t) =

∫
eit′x f (x)dx) et CK ∩ C1 est dense dans L1.

Preuve du Théorème 4.2.2
1- Ceci étant, soit ϕ(t) la f.c. de X1 − E(X1). Comme ϕ(t) = e−itmϕX1(t) ∈ L1, on déduit du
Lemme 4.2.1 que X1 − E(X1) a une densité continue f (x), donc Sn − nm a pour densité

f ∗ f ∗ · · · ∗ f et donc
1
√

n

(
Sn − nm

)
a une densité continue et que D est inversible.

2- Montrons d’abord que la f.c. de
Sn − nm
√

n
, à savoir ψn(t) =

(
ϕ( t

n )
)n

tend vers exp
(
−

1
2 t′Dt

)
dans L1. Pour cela on écrit

ψn(t) = ψn(t) 1{
||t||6ρ

√
n
} + ψn(t) 1{

||t||>ρ
√

n
}

le ρ étant fourni par le Lemme 4.2.1 (i). Alors en chaque t,

ψn(t) 1{
||t||6ρ

√
n
} −−−→

n→∞
exp

(
−

1
2

t′Dt
)

(d’après le T.C.L.) et

∣∣∣∣ϕ( t
√

n

)∣∣∣∣n 1{
||t||6`

√
n
} 6 {

exp
(
− a||

t
√

n
||

2
)}n

= exp(−a||t||2) ∈ L1 (Lemme 4.2.1)

Donc ψn(t) 1{
||t||6ρ

√
n
} −−−→

n→∞
exp

(
−

1
2 t′Dt

)
dans L1.

D’autre part, si c = sup
{
|ϕ(t)| ; ||t|| > ρ

}
< 1 (Lemme 4.2.1 (ii)), on a∫{

||t||6`
√

n
} ∣∣∣∣ϕ( t

√
n

)∣∣∣∣ndt 6 cn−1
∫
Rd

∣∣∣∣ϕ( t
√

n

)∣∣∣∣ndt = cn−1n
d
2

∫
Rd
|ϕ(t)| dt −−−→

n→∞
0

donc ψn(t) 1{
||t||>`

√
n
} −−−→

n→∞
0 dans L1 et on a le résultat cherché.

3- Mais alors en notant par fn(x) la densité de
1
√

n

(
Sn − nm

)
et par g(x) celle de Nd(0,D), on a

grâce au Théorème d’inversion

fn(x) − g(x) = (2π)−d
∫

e−it′x
[
ψn(t) − exp

(
−

1
2

t′Dt
)]

dt

d’où

|| fn − g||∞ 6 (2π)−d
∫ ∣∣∣ψn(t) − exp

(
−

1
2

t′Dt
)∣∣∣dt −−−→

n→∞
0.

(Voir dans Rényi page 421 pour un énoncé simplifié dans le cas d = 1).
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Chapitre 5

convergences presque sûre des suites et

séries de v.a., loi des grands nombres

Soient X1,X2, · · · ,Xn.. une suite de v.a. à valeurs dans Rd définies sur un même espace pro-
babilisé (Ω,a,P). On notera par |x| la norme sur Rd.

5.1 Les quatre types de convergences

Définiton 5.1.1
1- On dit que (Xn) tend vers X en probabilité et on note Xn

P
−−−→
n→∞

X si ∀ε > 0 ,
lim
n→∞

P[|Xn − X| > ε] = 0.

2- (Xn) tend vers X presque sûrement et on note Xn
p.s.
−−−→
n→∞

X s’i l existe Ω0 ⊂ Ω , P(Ω0) = 0 tel que
∀ω < Ω0 , Xn(ω) −−−→

n→∞
X(ω).

En d’autres termes, si ∀ε > 0 P[ lim
n→+∞

sup |Xn − X| > ε] = 0.

3- (Xn) tend vers X en moyenne d’ordre r et on note Xn
Lr

−−−→
n→∞

X si Xn,X ∈ Lr(Ω,a,P) et

E
(
|Xn − X|r

)
−−−→
n→∞

0.

4- (Xn) tend vers X en loi et on note Xn
L
−−−→
n→∞

X si ∀x/ P[X = x] = 0,
lim
n→∞

P[Xn < x] = P[X < x].

Théorème 5.1.1
Si Xn

p.s.
−−−→
n→∞

X alors Xn
P
−−−→
n→∞

X.

Preuve
Par hypothèse, il existe Ω0 ⊂ Ω , P(Ω0) = 0 tel que ∀ω < Ω0 , ∀η > 0 , ∃n ∈ N
tel que ∀k > n , |Xk(ω) − X(ω)| < η ou encore, ∀η > 0 , ∀ω < Ω0 , ∃n ∈ N tel que
ω ∈ Aη

n =
{
ω | ∀k > n |Xk(ω) − X(ω)| 6 η

}
. Mais on peut écrire Aη

n =
⋂

k>n

{
|Xk − X| 6 η

}
.

Donc η > 0 étant donné, Ωc
0 ⊂

⋃
∞

n=1 Aη
n donc

⋂
∞

n=1 Aη c
n =

⋂
∞

n=1

{⋃
k>n

[
|Xk − X| > η

]}
⊂ Ω0

d’où 0 6 P
(⋂

∞

n=1 Aη c
n

)
6 P(Ω0) = 0. La suite d’ensemble Aη c

n , décroissante est donc d’in-

tersection de probabilité nulle. D’où lim
n→∞

P
[
Aη c

n

]
= 0. Or

[
|Xn − X| > η

]
⊂ Aη c

n . Donc

∀η > 0 , 0 6 lim
n→∞

P
[
|Xn − X| > η

]
6 lim

n→∞
P
[
Aη c

n

]
= 0 et (Xn) tend vers X en probabilité.
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Théorème 5.1.2
Si Xn

P
−−−→
n→∞

X alors il existe une sous-suite (Xnk) extraite de la suite (Xn) telle que Xnk

p.s.
−−−→
k→∞

X.

Preuve
Soit εn > 0 tel que

∑
εn < ∞. Par hypothèse, il existe un entier n1 tel que ∀n > n1, P[|Xn −X| >

ε1] < ε1 et par récurrence, ∀k > 2 il existe nk > nk−1 tel que P[|Xnk − X| > εk] < εk. Alors pour
tout k > 1 , P[|Xnk+1 − Xnk | > εk] 6 P[|Xnk+1 − X| > 1

2εk] + P[|Xnk − X| > 1
2εk] 6 εk.

Posons Ak = [ |Xnk+1 − Xnk | > εk ]. Alors
∑
k>0

P[Ak] <
∑
k>0
εk < ∞.

D’après le lemme de Borel-Cantelli, P[An i.o.] = 0 ou encore P[An i.o.]c = 1.
Soit ε > 0 et ω ∈ [An i.o.]c. Alors il existe un entier k0 tel que pour tout
k > k0 , |Xnk(ω) − Xnk+1(ω)| < εk. Soit k1 > k tel que

∑
k>k1

εk < ε.

Alors pour tout p > q > k1 on a :

|Xnp(ω)−Xnq(ω)| 6
p−1∑
m=q
|Xnm(ω)−Xnm+1(ω)| 6

p−1∑
m=q

εm <
∞∑

m=k1

εm < ε ce qui prouve que Xnk

p.s.
−−−→
k→∞

X.

Théorème 5.1.3
Si Xn

P
−−−→
n→∞

X alors L (Xn) −−−→
n→∞

L (X).

Preuve
Il s’agit de montrer que pour toute fonction continueϕ tendant vers 0 à l’infini, lim

n

∫
ϕ(x) PXn(dx) =∫

ϕ(x) PX(dx).
Soient ϕ satisfaisant aux hypothèses ci-dessus. Alors ϕ est bornée et nécessairement unifor-
mément continue sur Rd. Soit δ > 0 arbitraire. Alors
|

∫ (
ϕ(X) − ϕ(Xn)

)
dP| 6

∫{
|X−Xn|>δ

} ∣∣∣ϕ(X) − ϕ(Xn)
∣∣∣ dP +

∫{
|X−Xn|<δ

} ∣∣∣ϕ(X) − ϕ(Xn)
∣∣∣ dP

6 2||ϕ|| P[|X − Xn| > δ] +
∫{
|X−Xn|<δ

} ∣∣∣ϕ(X) − ϕ(Xn)
∣∣∣ dP .

où ||ϕ|| = supx∈Rd |ϕ(x)|. Soit ε > 0. ϕ étant uniformément continue, on peut choisir δ > 0 tel
que
∀n , |X − Xn| < δ =⇒ |ϕ(X) − ϕ(Xn)| <

ε
2

.
La convergence en probabilité entraîne pour le δ choisi, l’existence de N tel que
∀n > N , P[|X − Xn| > δ] 6

ε
4||ϕ||

.

En définitive, ∀ε > 0 , ∃N tel que ∀n > N ,
∣∣∣∣ ∫ (

ϕ(X) − ϕ(Xn)
)

dP
∣∣∣∣ < ε.

Donc Xn
L
−−−→
n→∞

X.

Théorème 5.1.4
Si Xn

Lr

−−−→
n→∞

X alors Xn
P
−−−→
n→∞

X.

Preuve
Par hypothèse lim

n→+∞

∫
|Xn − X|r dP = 0. Soit alors δ > 0. On a∫

[Xn − X[r dP >
∫
{|X−Xn|>δ}

|Xn − X|r dP +
∫
{|X−Xn|<δ}

|Xn − X|r dP
> δrP[|X − Xn| > δ] +

∫
{|X−Xn|<δ}

|Xn − X|r dP
> δrP[|X − Xn| > δ]

d’où lim
n→+∞

P[|X − Xn| > δ] 6 lim
n→+∞

1
δr

∫
|Xn − X|r dP = 0 et Xn

P
−−−→
n→∞

X.
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Définiton 5.1.2
On dit que la suite (Xn) est équi-intégrable (ou uniformément intégrable)
si ∀ε > 0 , ∃M > 0 tel que ∀n ∈N ,

∫
{|Xn|>M}

|Xn| dP < ε
ou encore si lim

a→+∞
sup
n∈N

∫
{|Xn|>a}

|Xn| dP = 0.

Remarque 5.1.1
Si Y est une v.a. intégrable alors pour tout ε > 0, il existe toujours M > 0 tel que

∫
{|Y|>M}

|Y| dP <
ε.

En effet si Y ∈ L1 , Y est fini p.p. et pour presque toutω ∈ Ω, il existe n ∈N? tel que n > |Y(ω)|
d’où P

[⋂
n[|Y| > n]

]
= 0. Les {|Y| > n} formant une suite décroissante d’ensembles dont la

probabilité tend vers 0, on a bien
lim

n

∫
{|Y|>n}

|Y| dP = lim
n

∫
1{|Y|>n}|Y| dP = 0 d’où ∀ε > 0, ∃n tel que

∫
{|Y|>n}

|Y| dP 6 ε.

Lemme 5.1.1
Soient ν et P deux mesures positives et bornées telle ν soit absolument continue par rapport à P. Alors
∀ε > 0, ∃η > 0 tel que P(F) < η =⇒ ν(F) < ε (1)

Preuve
Remarquons d’abord que si les hypothèses du Lemme sont vérifiées alors ∀F ∈ a , P(F) =
0 =⇒ |ν|(F) = 0 (2)
où |ν| est la variation totale de ν. (Rappelons que l’on a ν = ν+

− ν− et |ν| = ν+ + ν− où ν+ et ν−
sont les variations positives et négatives de ν). En effet, soit Ω+ l’ensemble portant ν+ et Ω−

l’ensemble portant ν−. Pour tout F tel que P(F) = 0, on a P(F∩Ω+) = 0 et P(F∩Ω−) = 0. D’où
|ν|(F) = ν(F ∩Ω+) + ν(F ∩Ω+) = 0.
Montrons alors que (2) =⇒ (1). Si (1) était faux, (2) le serait. En effet supposons qu’il existe

ε > 0 tel que pour tout n, il existe Fn ∈ a tel que P(Fn) <
1
2n et |ν|(Fn) > ε. On aurait ainsi

P
(

lim sup Fn

)
= P

(
lim

n

[⋃
p>n Fp

])
= lim

n
P
[⋃

p>n Fp

]
6 lim

n

∞∑
p=n

P[Fp] < lim
n

1
2n−1 = 0 alors que

|ν|
(

lim sup Fn

)
= lim

n
|ν|

(⋃
p>n Fp

)
> ε.

Il existerait donc un F ∈ a (e.g. F = lim sup Fn) tel que P(F) = 0 et |ν|(F) > ε
et (2) serait faux.

Théorème 5.1.5
Si Xn

L1

−−−→
n→∞

X alors (Xn) est équi-intégrable.

Preuve
Soit (Xn) tel que Xn

L1

−−−→
n→∞

X et soit M0 > 0 arbitraire. Alors

(3)
∫
{|Xn|>M0}

|Xn| dP >
∫
{|Xn|>M0}

|Xn − X| dP +
∫
{|Xn|>M0}

|X| dP

d’où M0P
[
|Xn| >M0

]
6

∫
{|Xn|>M0}

|Xn| dP 6
∫
|Xn−X| dP+

∫
{|Xn|>M0}

|X| dP. Or lim
n

∫
|Xn−X| dP = 0

et X ∈ L1. Donc le dernier terme de la suite des inégalités ci-dessus est borné par un nombre

K < ∞ et alors P
[
|Xn| >M0

]
6

K
M0

.

Soit maintenant ε > 0. Si on applique le Lemme 5.1.1 à la mesure de densité |X| par rapport à

P, on peut trouver M0 tel que P
[
|Xn| > M0

]
6

K
M0

< η et par suite
∫
{|Xn|>M0}

|X| dP < ε. D’après

la convergence dans L1, ∀ε > 0 , il existe nε tel que ∀n > nε ,∫
|Xn − X| dP 6 ε. Alors de (3) il vient : ∀ε > 0 , ∀n > nε ,

∫
{|Xn|>M0}

|Xn| dP 6 2ε. Or d’après

la remarque précédente pour k < nε il existe Mk tel que
∫
{|Xk |>Mk}

|Xk| dP 6 2ε. Si on pose

M = max(M0,M1, · · · ,Mnε), on aura ∀ε > 0, ∃M > 0 tel que ∀n
∫
{|Xn|>M}

|Xn| dP 6 2ε. Cqfd.
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Théorème 5.1.6
Si Xn

P
−−−→
n→∞

X et (Xn) est équi-intégrable alors Xn
L1

−−−→
n→∞

X.

Preuve
Soit (Xn) équi-intégrable et convergente en probabilité vers X. Alors

∫
|X| dP 6 lim inf

∫
|Xn| dP 6

sup
n

∫
|Xn| dP < ∞ d’après le lemme de Fatou.

Soit δ > 0 arbitraire.
∫
|X − Xn| dP =

∫
{|X−Xn|>δ}

|X − Xn| dP +
∫
{|X−Xn|<δ}

|X − Xn| dP.

Or
∫
{|X−Xn|<δ}

|X − Xn| dP 6 δP[|X − Xn| < δ] 6 δ et∫
{|X−Xn|>δ}

|X − Xn| dP 6
∫
{|X−Xn|>δ}

|X| dP +
∫
{|X−Xn|>δ}

|Xn| dP.
Alors soit M > 0. On a∫
|X − Xn| dP 6 δ +

∫
{|X−Xn|>δ}

|X| dP +
∫
{|X−Xn|>δ , |Xn|>M}

|Xn| dP +
∫
{|X−Xn|>δ , |Xn|<M}

|Xn| dP d’où∫
|X − Xn| dP 6 δ +

∫
{|X−Xn|>δ}

|X| dP +

∫
{|Xn|>M}

|Xn| dP + MP[|X − Xn| > δ]. (5.1)

Soit ε > 0. Comme (Xn) est équi-intégrable, il existe M > 0 tel que ∀n ,
∫
{|Xn|>M}

|Xn| dP 6
ε
4

.

Choisissons alors δ 6
ε
4

. On sait qu’il existe η tel que

P[|X − Xn| > δ] 6 η =⇒
∫
{|X−Xn|>δ}

|X| dP 6
ε
4

(Lemme 5.1.1).
La convergence en probabilité entraîne l’existence d’un nε tel que si n > nε ,
alors P[|X − Xn| > δ] 6 η et P[|X − Xn| > δ] >

ε
4M

.

Alors de (5.1) il vient ∀ε > 0 , ∃ nε tel que ∀n > nε ,
∫
|X−Xn| dP 6 ε et la suite (Xn) converge

vers X dans L1.

Le lecteur intéressé pourrait démontrer en exercice les autres implications dans le schéma à
connaître ci-dessous :

LqLpL1Probaq > p > 1Si la suite estéqui-intégrableLoiSi la loi limite de lasuite est une constanteil existe une soussuite qui conv. p.s.p.s.sous-suite

Un des résultats utile en probabilité et statistique est celui qui dit, dans un cas particulier,
que si (Xn) et (Yn) sont deux suites de v.a. telles que Xn

P
−−−→
n→∞

X et Yn
P
−−−→
n→∞

Y et si f est une

fonction continue sur X ∗X alors f (Xn,Yn) P
−−−→
n→∞

f (X,Y). Pour établir ce résultat on a :
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Théorème 5.1.7
Une condition nécessaire et suffisante pour que Xn

P
−−−→
n→∞

X est que toute sous-suite de (Xn) contienne
une sous-suite qui converge presque sûrement vers X.

Preuve
Si Xn

P
−−−→
n→∞

X alors d’après la définition même de la convergence en probabilité, toute sous-
suite (Xnk) de (Xn) converge en probabilité vers X. La condition devient alors nécessaire
d’après le Théorème 5.1.2.
Pour montrer qu’elle est suffisante, supposons que (Xn) ne tende pas vers X en probabilité.
Alors il existe ε0 > 0 et δ0 > 0 tel que lim sup P[|Xn − X| > ε0] = δ0 > 0 et aussi il existe une
sous-suite (Xnk) de (Xn) tel que P

(
|Xnk − X| > ε0

)
−−−→
k→∞

δ0 > 0.

Par conséquent, ni (Xnk) ni aucune de ses sous-suites ne converge en probabilité vers X. Donc
aucune sous-suite de (Xnk) ne peut converger p.s. vers X.

Théorème 5.1.8
Soit f : R2

−→ Rq une fonction continue sur un borélien B deR2 tel que P[X ∈ B] = 1. Si Xn
P
−−−→
n→∞

X

alors f (Xn) P
−−−→
n→∞

f (X).

Preuve
Soit

(
f (Xn j)

)
une sous-suite de la suite

(
f (Xn)

)
. D’après le Théorème 5.1.7, on a seulement

besoin de montrer qu’il existe une sous-suite
(

f (Xk j)
)

de la sous-suite
(

f (Xn j)
)

qui converge
p.s.
Comme Xn j

P
−−−→
n→∞

X, il existe une sous-suite (Xk j) de la sous-suite (Xn j) tel que Xk j

p.s.
−−−→
k→∞

X. Soit

alors A = {Xk j −−−→k→∞
X} ∩ {X ∈ B}. Il est clair que P(A) = 1 et ω ∈ A =⇒ Xk j(ω) −−−→

k→∞
X(ω) ∈ B.

f étant continue sur B, pour tout ω ∈ A , f (Xk j(ω)) −−−→
k→∞

f (X(ω)). En d’autres termes

f (Xk j)
p.s.
−−−→
k→∞

f (X) donc f (Xn) P
−−−→
n→∞

f (X).

Corollaire 5.1.1
Soit (Xn) et (Yn) deux suites de v.a. telles que Xn

P
−−−→
n→∞

X et Yn
P
−−−→
n→∞

Y.

Si f est une fonction mesurable sur R2 tel que (X,Y) appartienne p.s. à l’ensemble de continuité de f
alors f (Xn,Yn) P

−−−→
n→∞

f (X,Y).

La démonstration du corollaire est basée sur le Lemme suivant :

Lemme 5.1.2
Soit X et Y deux v.a. à valeurs dans Rp. Alors ∀ε > 0 ,
P
[
|X + Y| > ε

]
6 P

[
|X| > ε

2

]
+ P

[
|Y| > ε

2

]
.

Preuve
Vérifions d’abord que

{
|X+Y| > ε

}
⊂

{
|X| > 1

2ε
} ⋃ {

|X| > 1
2ε

}
. Si |X(ω)+Y(ω)| > ε alors d’après

l’inégalité triangulaire |X(ω)| + |Y(ω)| > ε. Or si la somme de deux nombes est supérieure ou

égale à ε alors l’un au moins des deux nombres est supérieur ou égale à
ε
2

. Donc |X(ω)| >
1
2
ε

ou |Y(ω)| >
1
2
ε d’où le résultat. Le lemme en résulte en prenant les probabilités dans chaque

membre de l’inclusion.
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Preuve du Corollaire 5.1.1
Montrons d’abord que si Xn

P
−−−→
n→∞

X , Yn
P
−−−→
n→∞

Y alors (Xn,Yn) P
−−−→
n→∞

(X,Y). Notons par 0 la

v.a. égale p.s. à 0. On a alors |(Xn,Yn) − (X,Y)| 6 |(Xn,0) − (X,0)| + |(0,Yn) − (0,Y)|. Comme
|(Xn,0) − (X,0)| = |Xn − X| et |(0,Yn) − (0,Y)| = |Yn − Y|,
alors (Xn,Yn) P

−−−→
n→∞

(X,Y) d’après le Lemme 5.1.2, et le Corollaire 5.1.1 résulte immédiatement
du Théorème 5.1.8.

Corollaire 5.1.2
Si Xn

P
−−−→
n→∞

X , Yn
P
−−−→
n→∞

Y alors

i) aXn + bYn
P
−−−→
n→∞

aX + bY ∀a, b ∈ R

ii)
1

Xn

P
−−−→
n→∞

1
X

si P[Xn , 0] = P[X , 0] = 1

iii) XnYn
P
−−−→
n→∞

XY.

5.2 Convergence p.s. de séries de v.a. indépendantes –
Théorèmes limites forts

Soit (Xn) est une suite de v.a. et Sn = X1 + X2 + · · · + Xn. On dira que la série
∑

Xn converge
p.s. si la suite des sommes partielles (Sn) converge p.s..

On dira que la série
∑

Xn converge en loi s’il existe une distribution de probabilité F tel que
FSn

e
−−−−→
n→+∞

F.

De même
∑

Xn converge en probabilité ou en moyenne d’ordre r s’il existe une v.a. X tel que

Sn
P

−−−−→
n→+∞

X ou Sn
Lr

−−−−→
n→+∞

X. L’outil fondamental pour les théorèmes limites forts est

Théorème 5.2.1 (Inégalité de Kolmogorov)
Soit X1, · · ·Xn des v.a. indépendantes de second moment fini. Alors

P
[

max
16k6n

∣∣∣Sk − E(Sk)
∣∣∣ > ε] 6 1

ε2

n∑
j=1

Var(X j).

Preuve
Sans perte de généralité, on peut supposer E(Xk) = 0 pour tout k. Posons A0 = Ω et ∀k > 1,

Ak = {max
16 j6k
|S j| < ε} =

k⋂
j=1

{|S j| < ε} (5.2)

Bk = Ak−1

⋂
Ac

k =
( k−1⋂

j=1

{|S j| < ε}
)
∩ {|Sk| > ε}. (5.3)

Bk est l’é́vènement "Sk est la 1ère somme partielle dont la valeur absolue est supérieure ou
égale à ε" et il est facile de vérifier que

Ac
n = {max

16 j6n
|S j| > ε} =

n⋃
k=1

Bk.
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En outre B1,B2, · · · ,Bn sont des évènements disjoints et pour tout 1 6 k 6 n, on a∫
Bk

S2
n dP = E

(
Sn1Bk

)2
= E

(
(Sn − Sk)1Bk + Sk1Bk

)2

= E
(
(Sn − Sk)1Bk

)2
+ 2E

(
(Sn − Sk)Sk1Bk

)
+ E

(
Sk1Bk

)2
.
.

Comme les v.a. Sn − Sk et Sk1Bk sont indépendantes et E(X j) = 0 pour 1 6 j 6 n, on a

E
(
(Sn − Sk)Sk1Bk

)
= E

(
Sn − Sk

)
E
(
Sk1Bk

)
= 0 d’où

∫
Bk

S2
n dP > E

(
Sk1Bk

)2
> ε2P(Bk). Il en résulte

que
n∑

k=1
Var(Xk) = Var(Sn) >

∫
Ac

n
S2

n dP =
n∑

k=1

∫
Bk

S2
n dP = ε2P

(⋃n
k=1 Bk

)
cq f d.

Théorème 5.2.2
Soit (Xn) une suite de v.a. indépendantes telle que E(X2

k) < ∞ pour tout k. Si
∞∑

k=1
Var(Xk) < ∞ alors

∞∑
n=1

(
Xn − E(Xn)

)
converge p.s.

Preuve
Posons Sn =

n∑
j=1
E
(
X j − E(X j)

)
. Alors lim Sn et lim Sn sont finies p.s. En effet, pour tout

m > 1 , lim
n→∞
|Sn| 6 lim

n→∞
|Sn−Sm|+ |Sm| 6 sup

n>m
|Sn−Sm|+ |Sm| et d’après l’inégalité de Kolmogorov

(Théorème 5.2.1) on a

P
[

sup
n>m
|Sn − Sm| > ε

]
6 P

[ ∞⋃
n=m

{
|Sn − Sm| > ε

}]
= lim

M→+∞
P
[ M⋃

n=m

{
|Sn − Sm| > ε

}]
= lim

M→+∞
P
[

max
m6n6M

|Sn − Sm| > ε
]

6
1
ε2

∞∑
n=m

Var(Xn) < ∞ d’après l’hypothèse.

Donc en faisant tendre ε vers +∞, la 1ère probabilité tend vers 0 et on a montré que lim Sn et
de même lim Sn sont finies p.s.

Pour montrer que Sn converge p.s. nous avons seulement besoin de montrer que ∀ε >
0 , P[lim sup Sn − lim inf Sn > ε] = 0.

Pour le faire, observons d’abord que si (an) est une suite de nombres réels alors
sup |an| = max{| sup an|, | inf an|} et | sup an| > ε ou | inf an| > ε entraîne sup |an| > ε. Donc
∀m ∈N? , ∀ε > 0 ,

{lim sup Sn − lim inf Sn > 2ε} ⊂ {supn>m Sn − infn>m Sn > 2ε}
⊂ {| supn>m Sn − Sm| > ε} ∪ {|Sm − infn>m Sn| > ε}
⊂ {supn>m |Sn − Sm| > ε} .

.

Alors d’après l’inégalité de Kolmogorov

P[lim sup Sn − lim inf Sn > 2ε] 6
1
ε2

∞∑
j=m

Var(X j) −−−−−→
m→+∞

0

d’où le résultat.
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Corollaire 5.2.1
Si (Xn) est une suite de v.a. indépendantes telles que

∑
n

Var(Xn) < ∞ et
∑
n
E(Xn) < ∞ alors

∑
n

Xn

converge p.s.

Preuve
C’est une conséquence immédiate du Théorème 5.2.2 et du fait que la somme de deux séries
convergentes es convergente.

5.3 Loi forte des grands nombres

La loi forte des grands nombres est le nom donné à une classe de théorèmes traitant de la
convergence presque sûre d’une suite de moyennes arithmétiques de v.a. Avant d’énoncer
le théorème le plus important, commençons par la série de lemmes suivants.

Lemme 5.3.1
Si (an) est une suite de nombres réels tendant vers a quand n→ +∞,

alors
a1 + a2 + · · · + an

n
−−−−→
n→+∞

a.

Preuve
C’est d’après un simple exercice d’analyse de DEUG connu sous le nom de convergence au
sens de Césaro. Le lecteur peut donc s’y référer.

Lemme 5.3.2 (Kronecker)
Si

∞∑
n=1

bn est une série convergente de nombres réels alors
1
n

∞∑
n=1

kbk −−−−→
n→+∞

0.

Preuve
Pososn b =

∞∑
k=1

bk. D’après le Lemme 5.3.1

b1 + (b1 + b2) + · · · + (b1 + b2 + · · · + bn)
n

−−−−→
n→+∞

b.

Or
nb1 + (n − 1)b2 + · · · + bn

n
=

n + 1
n

n∑
k=1

bk −
1
n

n∑
k=1

kbk −−−−→
n→+∞

b

d’où le résultat.

Lemme 5.3.3
Si (Xn) est une suite de v.a. indépendantes telle que

1
n

n∑
k=1

Xk
p.s.
−−−−→
n→+∞

X alors X est une constante p.s.

Preuve
Pour chaque k fixé

Xk

n
p.s.
−−−−→
n→+∞

0. Donc l’hypothèse implique

Xk + Xk+1 + · · · + Xn

n
p.s.
−−−−→
n→+∞

X ∀k

et donc X est mesurable par rapport à la tribu asymptotique a∞ engendrée par les Xn :
a∞ =

⋂
∞

n=1 σ(Xn,Xn+1, · · · ) d’où le résultat.
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Lemme 5.3.4
Si X est une v.a. alors E(X) existe si, et seulement si

∑
n>0

P[|X| > n] < ∞.

Preuve
La conclusion du lemme découle des deux inégalités suivantes :∫
|X| dP =

∫ ( ∞∑
n=1
|X|1{n−16|X|<n}

)
dP 6

∞∑
n=1

nP[n − 1 6 |X| < n] =
∞∑

n=0
P[|X| > n]

et
∫
|X| dP >

∞∑
n=0

nP[|X| > n] − 1.

Théorème 5.3.1 (Kolmogorov)
Si (Xn) est une suite de v.a. indépendantes tel que E(X2

n) < ∞ pour tout n et
∞∑

k=1

Var(Xk)
k2 < ∞, alors

1
n

∞∑
k=1

(Xk − E(Xk))
k

p.s.
−−−−→
n→+∞

0.

Preuve
Comme

∞∑
k=1

Var(Xk)
k2 < ∞ alors d’après le Théorème 5.2.2

∞∑
k=1

(Xk − E(Xk))
k

converge p.s. et

d’après le Lemme 5.3.2 de Kronecker, on peut conclure que
1
n

n∑
k=1

(Xk −E(Xk)) tend vers 0 p.s.

Théorème 5.3.2 (Loi forte des grands nombres de Kolmogorov)
Soit (Xn) une suite de v.a. i.i.d. Alors

1
n

n∑
k=1

Xk converge p.s. si, et seulement si E(X1) < ∞ et dans ce

cas lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

Xk = E(X1) p.s.

Preuve
Supposons que

1
n

n∑
k=1

Xk converge p.s. Posons Sn =
n∑

k=1
Xk. Alors

Xn

n
=

Sn

n
−

Sn−1

n
n − 1

n
p.s.
−−−−→
n→+∞

0,

soit
Xn

n
p.s.
−−−−→
n→+∞

0. Donc P
[
|Xn|

n > 1 i.o.
]

= 0 ou encore P
[
|Xn| > n i.o.

]
= 0. Alors d’après le lemme

de Borel-Cantelli, comme les é́vènements {|Xn| > n} sont indépendants,
∞∑

n=1
P
[
|Xn| > n

]
< ∞.

Mais P
[
|Xn| > n

]
= P

[
|X1| > n

]
. Donc

∞∑
n=1

P
[
|X1| > n

]
< ∞ etE(X1) existe d’après le Lemme 5.3.4.

Réciproquement supposons que E(X1) existe. Alors si on note Yn = Xn1{|Xn|<n}, on a : P[ Yn ,

Xn ] = P[ |Xn| > n ] = P[ |X1| > n ] d’où d’après le Lemme 5.3.4,
∞∑

n=1
P[ Yn , Xn ] < ∞ ce qui

implique P[ Yn , Xn i.o] = 0 d’après le lemme de Borel-Cantelli. Il suffira donc de montrer

que lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

Xk = E(X1) p.s.

Comme E(Yn) = E[Xn1{|Xn|<n}] −−−−→
n→+∞

E(X1) (convergence dominée)

alors
E(Y1) + E(Y2) + · · · + E(Yn)

n
−−−−→
n→+∞

E(X1) d’après le Lemme 5.3.1.

Il suffit alors de montrer que
1
n

n∑
k=1

(Yk −E(Yk))
p.s.
−−−−→
n→+∞

0. D’après le Théorème 5.3.1, il suffirait

de montrer que
∞∑

k=1

Var(Yk)
k2 < ∞.

Comme Var(Yk) = E(Y2
k) − (E(Yk))2 6 E(Y2

k), il suffirait de montrer tout simplement que
∞∑

k=1

E(Y2
k)

k2 < ∞. OrE(Y2
k) = E

(
X2

11{|X1|<k}

)
donc on va montrer que

∞∑
k=1

E
(
X2

11{|X1|<k}

)
k2 < ∞. D’après
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le théorème de Beppo-Levi on pourra montrer seulement que
∫ ( ∞∑

k=1

X2
1

k2 1{|X1|<k}

)
dP < ∞. Mais

alors pour m = 1, 2, · · · on a∫ ( ∞∑
k=1

X2
1

k2 1{|X1|<k}

)
1{m−16|X1|6m}dP =

∫ ( ∞∑
k=m

X2
1

k2

)
1{m−16|X1|<m}dP

6

∫
m2

( ∞∑
k=m

k−2
)
1{m−16|X1|<m}dP

6 m2 1
m − 1

P[m − 1 6 |X1| < m]

< 2mP[m − 1 6 |X1| < m].

Donc
∫ ( ∞∑

k=1

X2
1

k2 1{|X1|<k}

)
dP 6 2

∞∑
m=1

mP[m − 1 6 |X1| < m] 6 2
(
E|X1| + 1

)
< ∞. Ce qui achève la

démonstration.
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Chapitre 6

introduction aux processus aléatoires

Dans cette partie du cours, nous nous intéressons a des phénomènes dont les observations
dépendent du temps. En effet, le temps joue une part essentielle dans la vie au cours de
laquelle beaucoup de quantités se développent de façon aléatoire lorsque le temps passe,
entrainant des modèles de calculs de probabilités qui peuvent vite se compliquer. De telles
quantités aléatoires dépendant du temps sont appelées processus aléatoires ou stochastiques
qui sont de types différents.
De façon formelle, on appelle processus aléatoire une famille de v.a. X = {X(t) : t ∈ T} à
valeurs dans un espace X où T est un ensemble quelconque. Lorsque T ⊂ N on dit que
le processus X est à temps discret et lorsque T est un intervalle de R+ on dit que X est un
processus à temps continu. Lorsque X = R, X est dit processus réel. L’application T → X ,
t 7→ X(t) est appelée trajectoire du processus et pour tout t ∈ T,ω 7→ X(t, ω) est appelé état du
processus au temps t. Nous étudierons ici quatre exemples de processus aléatoires courant :
le processus de Poisson, la marche aléatoire, le processus de vie et de mort et les chaînes de
Markov classiques.

6.1 Processus aléatoires courants

6.1.1 Processus de branchement

Le processus de branchement est un processus qui modélise la croissance d’une population
qui s’auto-reproduit. Dans ce qui suit, le terme nomade désignera l’objet capable de se repro-
duire selon les règles suivantes :

- A la date n = 0, il n’existe qu’un nomade. Celui-ci vit durant une unité de temps et meurt
au temps n = 1 en laissant une famille de descendants eux aussi nomades, ayant chacun la
même propriété (1ère generation). Chacun des nomades de la 1ère génération vit durant une
unité de temps et meurt au temps n = 2 en laissant des descendants de la 2ème génération
de nomades.

- Ce processus de vie et de mort continue aux temps ultérieurs n = 3, 4, . . . .

Si pour tout n ≥ 1, on connait le nombre Zn de nomades à la nème génération, alors on sait
quoi dire au sujet du développement de la population des nomades considérés (e.g., etude
de la croissance d’une colonie de bactéries en biologie, étude de la probabilité d’extinction
d’un nom de famille, etc.)
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6.1.2 Processus de Poisson

Supposons qu’à partir de l’instant t = 0, on observe un phénomène aléatoire tels qu’un appel
téléphonique au standard d’un hôtel ou l’arrivé d’un client dans un magasin.
Soit Nt le nombre de phénomènes observés dant l’intervalle de temps ]0, t[ avec N0 = 0.
(Nt)t>0 est à valeurs dans N vérifiant les hypothèses suivantes :
1- ∀ 0 6 s 6 t , Ns 6 Nt (t 7−→ Nt est croissante ).
2- ∀ 0 6 s, le nombre de phénomènes Nt−Ns observés dans l’intervalle ]s, t] est indépendant

du nombre de phénomènes Ns observés dans l’intervalle ]0, s] (on dit que le processus
(Nt)t>0 est à accroissements indépendants).

3- ∀ 0 6 s, la loi de Nt −Ns ne dépend que de la longueur de l’intervalle ]s, t] : L (Nt −Ns) =
L (Nt−s) (on dit que le processus (Nt)t>0 est à accroissements stationnaires).

4- On ne peut observer deux phénomènes ou plus simultanément :
P[Nt+h−Nt > 1] = o(h) quand h→ 0 (on dit que le processus (Nt)t>0 est localemant continu).

Théorème 6.1.1
Il existe un réel λ > 0 appelé taux d’arrivé ou intensité du processus telle que
∀ t > 0 , Nt { P(λt) (loi de Poisson de paramètre λt).

Définiton 6.1.1
Le processus (Nt)t>0 satisfaisant les hypothèses 1 à 4 est appelé processus de Poisson d’intensité λ.

Preuve
La démonstration du Théorème 3.3.1 est basé sur le lemme suivant :

Lemme 6.1.1
(i) ∀h > 0 , P[Nh = 1] = λh + o(h).

(ii) ∀h > 0 , P[Nh = 0] = 1 − λh + o(h).

Preuve
Posons Pk(t) = P[Nt = k] , k > 0.
- Calculons P0(t) : on a ∀t, h > 0,

P0(t + h) = P[Nt+h = 0] = P[Nt = 0,Nt+h −Nt = 0] = P[Nt = 0] = P[Nh = 0]
= P0(t)P0(h)

D’autre part P0(t) est une fonction décroissante : si 0 6 s 6 t , Ns 6 Nt et
Nt = 0 =⇒ Ns = 0 d’où P[Nt = 0] 6 P[Ns = 0].
P0(t) vérifie donc
a) 0 6 P0(t) 6 1 , b) P0(t + h) = P0(t) P0(h) ∀t, h > 0 , c) P0(t) décroissante.

Montrons qu’alors ∀t > 0 , P0(t) = (P0(1))t.

- si t ∈N , P0(t) = P0

(
1 + 1 + · · · + 1︸           ︷︷           ︸

n fois

)
= (P0(1))t d’après b)

- si t ∈ Q+ , t =
p
q
, p, q ∈N?.

D’où qt = p⇒ P0

(
t + t + · · · + t︸         ︷︷         ︸

q fois

)
= P0(p) = (P0(1))p = (P0(t))q.

D’où P0(t) = (P0(1))
p
q = (P0(1))t.
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- si t ∈ R+
\Q+ , il existe (sn) et (tn) dansQ+ tels que sn ↗ s et tn ↘ t, d’où P0(tn) 6 P0(t) 6 P0(sn)

d’après c) ; soit (P0(1))tn 6 (P0(1))t 6 (P0(1))sn .
En passant à la limite quand n tend vers +∞, on obtient P0(t) = (P0(1))t

- si P0(1) était nulle, on aurait P0(t) = 0 ∀t > 0, donc aussi P0(0) = 0 c’est-à -dire P[N0 = 0] = 0
ce qui est contraire à l’hypothèse N0 = 0.

- si P0(1) = 1, on aurait P0(t) = 1 ∀t > 0, donc aussi P[N∞ = 0] = 1 et N∞ = 0 p.s. Ce qui est
impossible car contraire à l’hypothèse Nt > 0.
On a donc 0 < P0(t) < 1. Donc il existe λ ∈ R?

+ telle que P0(t) = e−λt
∀t > 0. Donc

∀h > 0 , P[Nh = 0] + P[Nh = 1] + P[Nh > 1] = 1. On a d’après l’hypothèse 4) et (ii),
P[Nh = 1] = 1 − P[Nh = 0] − P[Nh > 1] = λh + o(h), d’où le (i).

Preuve du Théorème 3.3.1.

∀k > 1 , P[Nt+h = k] =
k∑

j=0
P[Nt = j,Nt+h −Nt = k − j] =

k∑
j=0

P[Nt = j] P[Nh = k − j]

En commençant la sommation par j = k,

P[Nt+h = k] = Pk(t)P0(h) + Pk−1(t) P[Nh = 1] +
k−2∑
j=0

P[Nt = j] P[Nh = k− j]. Soit, en tenant compte

de l’hypothèse 4) :
Pk(t + h) = Pk(t)(1 − λh + o(h)) + Pk−1(t)(λh + o(h)) + o(h) ou encore
1
h

[
Pk(t + h) − Pk(t)

]
= λPk−1(t) − λPk(t) + o(1). En faisant tendre h vers 0, on obtient, Pk(t) est

dérivable à droite et P′k = λPk−1 − λPk

Or Pk(0) = P0(k) = 0 ∀k > 1 et P0(t) = e−λt. On a donc

(1)


P′k = λPk−1 − λPk

Pk(0) = 0
P0(t) = e−λt

, ∀k > 1

Posons Pk(t) = qk(t)e−λt on a P′k(t) = q′k(t)e
−λt
− λPk(t). Or P′k = λqk−1e−λt

− λPk. Donc q′k(t) =
λqk−1(t). En résumé (1) équivaut à

(2)


Pk(t) = qk(t)e−λt

q′k(t) = λqk−1(t)
qk(0) = Pk(0) = 0
q0(t) = 1

, ∀k > 1

Le système (2) donne q′1(t) = λ =⇒ q1(t) = λt

q′2(t) = λ2t =⇒ q2(t) =
(λt)2

2

et par récurrence : ∀k > 1, qk(t) =
(λt)k

k!

Soit P[Nt = 0] = e−λt et P[Nt = k] =
(λt)k

k!
e−λt , ∀k > 1

Extension (2nde définition du Processus de Poisson)
Soit Ti l’instant d’arrivée du ième phénomème :
Ti = inf

{
t > 0 | Nt = i

}
(1)

Alors 0 = T0 6 T1 6 · · · 6 Tn 6 · · · et Nt = i⇐⇒ t ∈ [Ti,Ti+1[ (2)
(Tn)n>0 est une suite de v.a. dont les valeurs déterminent complètement le processus N. En
effet, si on connaît les Ti alors Nt est défini par (2) et (2) peut se résumer à Nt = max

{
n > 0 |

Tn 6 t
}

ou encore Nt =
∞∑

k=0
1{Tk6t} et {Tk 6 t} = {Nt > n} (4)

Les v.a. Xi = Ti − Ti−1 , i = 1, 2, · · · , sont appelées durées inter-arrivées du processus.
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Théorème 6.1.2
Les durées inter-arrivées d’un Processus de Poisson d’intensité λ > 0 , X1,X2, · · · ,Xn, · · · , sont des
v.a. indépendantes et de même loi exponentielle de paramètre λ , E (λ).

Propriéte d’abscence de mémoire
Une v.a. positive X est dite avoir la propriété d’abscence de mémoire si et seulement si,
∀u, v > 0 , P[X > u + v | X > u] = P[X > v].

Exercice 6.1.1
Soit X une v.a.r. positive. Montrer que X a la propriété d’abscence de mémoire si et seulement
si X est distribuéée exponentiellement.
indication :
Pour la condition suffisante, poser G(u) = P[X > u]. Alors de (5), on a :
G(u + v) = G(u) G(v) ∀u, v > 0. En remarquant que G(u) est une fonction décroissante, en
dédiure que G(u) est de la forme G(u) = e−λu , λ ∈ R?

+.

Preuve du Théorème 3.3.2. – indication
Commencer par étudier la loi de X1 : on a P[X1 > u] = P[Nu = 0] = e−λu , ∀u > 0.
Traiter ensuite X2 puis X3 etc.

6.1.3 Marche aléatoire sur Z

Une particule se trouve à l’instant t = 0 à l’origine 0 d’un axe gradué 0,±1,±2, · · ·
A chaque instant t ∈ {1, 2, 3, · · · } elle avance d’un cran à droite avec probabilité p , 0 < p < 1
ou recule vers la gauche avec probabilité q = 1 − p. Soit S0 = 0 et ∀n > 1 , Sn la position de la
particule à la date n. On a

Sn+1 =

{
Sn + 1 avec probabilité p
Sn − 1 avec probabilité q

On suppose que les déplacements d’une position à l’autre sont indépendants. On peut donc
écrire Sn = S0 + X1 + · · · + Xn , n = 0, 1, 2, · · · où S0 est la position initiale de la particule sur
l’axe et X1,X2, · · · , sont des v.a. indépendantes prenant chacune la valeur +1 avec probabilité
p et la vleur −1 avec probabilité q.

Le processus (Sn)n>0 est appelé marche aléatoire simple. Elle est dîte symétrique si p = q =
1
2

et antisymétrique sinon.
Cet exemple est un modèle de la marche aléatoire parmi tant d’autres tels un jeu dans un
casino où S0 représente la fortune initiale du joueur et Sn sa fortune à l’issu du nème jeu, le
développement d’une épidémie (marche aléatoire surZn) ou l’indice de prix dans un marché
financier.

Exercice 1
Soit (Sn)n>0 la marche aléatoire sur Z précédente.
1) Soit Un = P[Sn = S0] (probabilité que la particule revienne à sa position initiale à la date

n). Montrer que Un = 0 si n impair et Un = Cm
2mpmqm si n = 2m est pair.

2) Montrer que ∀k > 0 , P[Sn = k | S0 = 0] = C
1
2 (n+k)
n p

1
2 (n+k)q

1
2 (n−k)

indication : remarquer que ∀i > 1 ,
1
2

Xi+1 { B(1, p).

3) Soit T0 = {n > 0 | Sn = 0} (T0 est la première fois que la particule revient à sa position
initiale après la date 0).
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Montrer que P[T0 < +∞ | S0 = 0] = 1 − |p − q|.
indication : {T0 < +∞} =

⋃
n>1 {Sn = 0}.

Soit Bn = {T0 = n} =
{
S1 , 0, · · · ,Sn−1 , 0,Sn = 0

}
.

Alors An = {Sn = 0} =
⋃
∞

k=1 An ∩ Bk.
Montrer que P[An ∩ Bk] = P(Bk) P(An−k) , ∀1 6 k 6 n.

En déduire, en posant fn = P(Bn) et Un = P(An) , que Un =
n∑

k=1
fkUn−k.

4) Calculer P[S2n+1 = 1 | S0 = 0].

5) Montrer que
∞∑

n=0
Un converge si p , q et diverge si p = q.

En déduire qu’une M.A.S. (marche aléatoire simple) antisymétrique revisite presque sû-
rement une infinité de fois sa position initiale. On pourra se souvenir de la formule de
Stirling : n! ' nn+ 1

2 e−n
√

2n pour tout n assez grand.

Exercice 2 (M.A. sur Z2)

Soit une M.A. en dimension 2 où la particule se déplace sur les points{
(i, j) , i, j = 0,±1,±2, · · ·

}
du plan.

Soit p, q, r, s tels que 0 < p, q, r, s < 1 et p + q + r + s = 1. On suppose que si la particule est à la
position (i, j) à la date n, sa position à la date n + 1 est (i + 1, j) avec probabilité p, (i, j + 1) avec
probabilité q, (i− 1, j) avec probabilité r et (i, j− 1) avec probabilité s et que les déplacements
successifs entre les points sont indépendants.
Soit S0 = (0, 0) et Sn la position de la particule à la date n. On a ∀n > 0

Sn+1 =


Sn + (1, 0) avec proba. p
Sn + (0, 1) avec proba. q
Sn − (1, 0) avec proba. r
Sn − (0, 1) avec proba. s

Soit Un = P[Sn = S0]. Montrer que

Un =


0 si n impair

n∑
k=0

(2n)!

(k!)2
(
(n − k)!

)2 (pr)k(qs)m−k si n = 2m est pair

6.2 Chaînes de Markov

Soit X = (Xn)n≥0 un processus aléatoire à valeurs dans un espace fini ou dénombrable E
servant à modéliser l’état d’un système au cours du temps, Xn désignant cet état au temps n.
Dans ce cadre, nous dirons que le système se trouve dans l’état i ∈ E au temps n si Xn = i.
On dira que le processus X = (Xn)n≥0 est une chaîne de Markov homogène à espace d’états
E, si, partant de tout état i de E, la probabilité que la chaîne passe immédiatement à l’état j
de E est constante au cours du temps. Plus formellement :

Définiton 6.2.1 (Chaînes de Markov homogène)
Soit X = (Xn)n≥0 un processus aléatoire à valeurs dans un espace fini ou dénombrable E. On dira que
X est une chaîne de Markov homogène (CMH) si, pour tous états i, j, i0, i1, · · · , in−1 ∈ E et pour tout
n ∈ N∗,

P[Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, · · · ,X0 = i0] = P[Xn+1 = j|Xn = i]. (6.1)
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Les probabilités P(i, j) = P[Xn+1 = j|Xn = i] = P[X1 = j|X0 = i], (i, j) ∈ E2 sont appelées
probabilités de transition de la CMH.
Les probabilités de transitions Pi, j = P(i, j) vérifient

Pi, j ≥ 0 et ∀i ∈ E,
∑
j∈E

Pi, j = 1 (6.2)

Lorsque E est fini, avec Card(E) = M, il est commode de disposer de la matrice de transition
P = [Pi, j], 1 ≤ i, j ≤M de la CMH X. La connaissance de transitions P d’une CMH (Xn)n∈N et
de la loi initiale de X0 détermine la loi de toute la chaîne.

Exemple 6.2.1
On admet que le fait qu’il ait plu ou non un jour donné est la seule considération à prendre en compte
pour prévoir s’il pleuvra le lendemain. Plus précisément s’il ne pleut pas aujourd’hui, il pleuvra
demain avec probabilité α et s’il ne pleut pas aujourd’hui, il ne pleuvra pas demain avec probabilité
β, 0 < α, β < 1. En convenant de dire que le système est dans l’état 1 s’il ne pleut pas et dans
l’état 2 s’il pleut, la situation peut être représenter par une CMH à deux états E = {1, 2} et les
probabilités de transitions P11 = P[Xn+1 = 1|Xn = 1] = 1 − α, P12 = P[Xn+1 = 2|Xn = 1] = α,
P21 = P[Xn+1 = 1|Xn = 2] = β, P22 = P[Xn+1 = 2|Xn = 2] = 1 − β. La matrice de transitions est
donc

P =

[
1 − α α
β 1 − β

]
Soit (Xn)n∈N une CMH. La probabilité de passer d’un état i à un état j en une transition est
Pi, j = P[Xn+1 = j|Xn = i]. Mais la probabilité que la chaîne passe de i à j en m transitions s’écrit

P(m)
i j = P(m)(i, j) = P[Xn+m = j|Xn = i] (6.3)

e.g.

P(2)
i j = P(2)(i, j) = P[Xn+2 = j|Xn = i] = P[X2 = j|X0 = i]

=
∑
k∈E

P[X2 = j|X1 = k]P[X1 = k|X0 = i]

=
∑
k∈E

P(k, j)P(i, k) =
∑
k∈E

PikPkj

Donc P(2)
i j est l’élément de la ligne i et de la colonne j de la matrice P2. Plus généralement

P(m)
i j = P(m)(i, j) = P[Xn+m = j|Xn = i] = P[Xm = j|X0 = i]

=
∑
k∈E

P(k, j)P(m−1)(i, k) =
∑
k∈E

P(m−1)
ik Pkj

l’élément de la ligne i et de la colonne j de la matrice Pm = Pm−1P = PPm−1.

Théorème 6.2.1 (Chapmann-Kolmogorov)
La matrice de transition en n étapes est égale à la puissance n-ième de la matrice de transition en une
étape.
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Remarque 6.2.1
Avec l’intérêt des puissances m-ième de la matrice de transition via le Théorème de Chapmann-
Kolmogorov 6.2.1, on a, pour tout n ∈N,

P[Xn = j] =
∑
i∈E

P[Xn = j|X0 = i]P[X0 = i] (6.4)

Donc en notant par µ la loi de X0 (loi initiale de la chaîne), l’équation précédente s’écrit

P[Xn = j] =
∑
i∈E

µiP
(n)
i j

Déf
= µPn( j), ∀n ≥ 1 (6.5)

où µi = µ(i) = P[X0 = i], ∀i ∈ E. En d’autres termes L (Xn) = µPn.

6.2.1 Ergodicité

Pour une chaîne de Markov homogène, il est intéressant de savoir dans quelle mesure le
passé influe sur le futur. Cela revient à s?intéresser au comportement limite des P(n)

i j lorsque

n → +∞. Il apparaît que pour un grand nombre de CMH, la suite P(n)
i j converge vers une

limiteπ j ne dépendant que de l’état j. En d’autres termes, la probabilité de se trouver à l’état j
après n transitions pour n assez grand est approximativement π j, indépendamment de l’état
i de départ. On peut montrer qu’une condition suffisante pour qu’une CMH possède cette
propriété est qu’il existe un entier n > 0 telles que

P(m)
i j > 0, ∀(i, j) ∈ E2 (6.6)

Les chaîne de Markov qui vérifient la condition (6.6) sont dites ergodiques. Or d’après le
Théorème de Chapmann-Kolmogorv 6.2.1

P(n+1)
i j =

∑
k∈E

Pn
ikPkj,

Donc lorsque n → +∞, les chaînes de Markov ergodiques vérifient π j =
∑
k∈E

πkPkj, ∀ j ∈ E,

c’est-à-dire
πP = π (6.7)

Comme
∑
j∈E

Pn
ij = 1, on aussi

∑
j∈E

π j = 1.

Les résultats précédent sont rassemblés dans le théorème suivant

Théorème 6.2.2 (Ergodique)
Pour toute chaîne de Markov ergodique π j = lim

n→+∞
Pn

ij existe et les π j sont les seules solutions non
négatives du système d’équation {

π = πP∑
j∈E π j = 1.

(6.8)

π est dite loi stationnaire de la chaîne de Markov.

Remarque 6.2.2
L’étude de la convergence des Pn

ij ou d’une manière équivalente, de la matrice Pn revient à étudier
le comportement des valeurs propres de P. En effet P est semblable à une matrice diagonale ou
triangulaire. Donc si P a une valeur propre λ avec |λ| > 1, la matrice Pn ne converge pas. On notera
que 1 est valeur propre (vp) triviale de P. La chaîne est donc ergodique si et ssi toutes les valeurs
propres de P sont à l’intérieur du cercle unité.
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Exemple 1

Soit la chaîne dont la matrice de transition est P =

(
0 1
1 0

)
.

La matrice semblable à P est P′ =

(
1 0
0 −1

)
. Donc les valeurs propres sont toutes de module

1. Pn ne peut donc converger et la chaîne n’est pas ergodique. On a d’ailleurs P2n = I et
P2n+1 = P.

2) Soit une chaîne à 4 états 1, 2, 3, et 4, dont la matrice de transition est P =


1 0 0 0
1
2 0 1

2 0
0 1

2 0 1
2

0 0 0 1

.

Alors P = QP′Q−1 avec P′ =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1

2 0
0 0 0 −

1
2

 et Q =


1 0 0 0
2
3

1
3 1 1

1
3

2
3 1 −1

0 1 0 0


avec Q−1 =


1 0 0 0
0 0 0 1
−

1
2

1
2

1
2 −

1
2

−
1
6

1
2 −

1
2

1
6

.

On a donc

Pn = QP′nQ−1 =


1 0 0 0
2
3 0 0 1

3
1
3 0 0 2

3
0 0 0 1

 + 1
2n+1


0 0 0 0
−1 1 1 −1
−1 1 1 −1
0 0 0 0

 + (−1)n

2n+1


0 0 0 0
−

1
3 1 −1 1

3
1
3 −1 1 −

1
3

0 0 0 0


Par conséquent

π = lim
n→+∞

Pn =


1 0 0 0
2
3 0 0 1

3
1
3 0 0 2

3
0 0 0 1

 .
Interprétation :

Si la chaîne se trouve initialement à l’une des extrémités du segment [1, 4], elle y reste presque
sûrement. Si elle se trouve à l’état 2, elle a deux chance sur trois d’aboutir tôt ou tard à l’état
1, et une chance sur trois d’aboutir à l’état extrémité 4. Par contre, elle n’a aucune chance de
se stabiliser en un état intermédiaire. On a un résultat analogue si le point de départ est l’état
3.
On peut aussi dire que la chaîne est attirée par les extrémités absorbantes 1 et 4, qu’elle finit
toujours par rejoindre. Elle a naturellement plus de chance d’aboutir à l’extrémité la plus
proche de sa position initiale.

Exemple 2

Soit une chaîne de Markov à trois états 1, 2 et 3, dont la matrice de transitions est

P =


1
2

1
4

1
4

1
3

1
2

1
6

1
5

1
10

1
10

.
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La diagonalisation de P donne comme valeurs propres λ1 = 1, λ=
1
2 et λ3 = 1

5 . La matrice de
passage Q et son inverse sont données par :

Q =

 1 1 −5
1 2 5
1 −2 1

 et Q−1 =


4

12
3
12

5
12

2
18

3
18

−5
18

−4
36

3
36

1
36

.

On a donc

lim
n→+∞

Pn = lim
n→+∞

QP′nQ−1 =


4
12

3
12

5
12

4
12

3
12

5
12

4
12

3
12

5
12

 .
Interprétation

La chaîne en question comporte trois éventualités. Notons les E1, E2 et E3.

Lorsque la chaîne est en E1 elle a les probabilités 1
2 ,

1
4 et 1

4 de rester en E1 ou d’aller à E2 ou à
E3 respectivement, etc.

Lorsque la chaîne fait un grand nombre n de transitions à partir d’un instant k, les probabilités
que la chaîne soit en E1, E2 et E3 respectivement à l’instant n + k, sont lorsque n → +∞,
4

12 ,
3

12 ,
5
12 respectivement. Ces probabilités sont bien indépendantes des états de départ à

l’instant k considéré.

6.2.2 Chaîne de Markov continues

On dit que X = (Xn)n∈N est une chaîne de Markov homogène continue si en plus d’avoir
les propriétés de Markov homogène précédentes, les Xn sont des variables aléatoires réelles
continues et de même loi admettant une densité de probabilité notée f (x). La loi de probabilité
conditionnelle de Xn+k sachant Xn = x admet donc une densité f (k)(y|x) indépendante de n.
Enfin la loi conditionnelle de Xn+k (k ≥ 1) sachant les valeurs prise par les Xi, i ≤ n dépend
uniquement de la valeur récente prise par Xn. La loi du couple (Xn,Xn+k) est alors définie par
sa densité

f (k)(y|x) f (x). (6.9)

De même par la règle de la multiplication, celle du triplet (Xn,Xn+k,Xn+k+m) est définie par la
densité

f (m)(z|y) f (k)(y|x) f (x). (6.10)

Il en résulte que la loi conditionnelle de Xn+k+m sachant Xn = x est donnée par

f (k+m)(z|x) =

∫ +∞

−∞

f (m)(z|y) f (k)(y|x)dy. (6.11)

En particulier f (1)(y|x) = f (y|x) est la densité (ou noyau) de transition de x à y en une étape
et plus généralement

f (n+1)(z|x) =

∫ +∞

−∞

f (n)(y|x) f (z|y)dy. (6.12)

Exemple

Supposons que le passage de Xn à Xn+1 suive une loi normale et que chacun des Xn obéisse
à une loi normale réduite.
Posons

f (y|x) =
1

√
2π
√

1 − r2
e−

1
2

(y−rx)2

1−r2 .
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Cherchons f (k)(z|x). On a d’abord

f (2)(z|x) =

∫ +∞

−∞

f (z|y) f (y|x)dy =
1

2π(1 − r2)

∫ +∞

−∞

e−
1
2

(y−rx)2+(z−ry)2

1−r2 dy.

On obtient avec les résultats sur l’intégrale de Gauss

f (2)(z|x) =
1

√
2π
√

1 − r2
e−

1
2

(z−r2x)2

1−r2 .

On établit enfin par récurrence sur n que f (n)(z|x) s’obtient en remplaçant r par rn dans
l’expression de f (z|x), r étant le coefficient de corrélation entre Xn et Xn+1. Si |r| < 1, rn

→ 0
quand n→ +∞ et donc

f (n)(z|x)→ f (z) =
1
√

2π
e−

z2
2 .

On retrouve la propriété ergodique étudiée dans le cas discret, mais cette propriété ergodique
n’est pas assurée si r = ±1.

Si r = 1 par exemple, f (n)(z|x) ne dépend plus de n. Dans ce cas, on Xn+1 = Xn presque
sûrement. X1 est aléatoire mais son choix étant fait, les Xn successifs sont bien déterminés.
De même si r = −1, on a X2 = −X1, X3 = X1, X4 = −X1, etc.
Notons que l’espace d’états E d’une chaîne de Markov au lieu d’être discret, peut dépendre
d’un temps continu t. Au lieu donc de Xn, on écrit Xt ou X(t) et X(t) est une fonction aléatoire
de t. X(t)t∈T est un processus de Markov si la loi de X(t + h) sachant X(s), s ≤ t est identique
à la loi de X(t + h) sachant X(t), ∀h > 0. Les relations de Chapman-Kolmogorov

Pn+m
ij =

∑
k∈E

Pn
ikP

m
k, j

f α+β(z|x) =

∫ +∞

−∞

f α(z|y) f β(y|x)dy (6.13)

restent valables, mais ici α et β sont des variables non négatives continues qui peuvent être
aussi dérivables. Moyennant quelques hypothèses de régularité, la relation fonctionnelle
intégrale ci-dessus peut alors être remplacer par une équation aux dérivées partielles de
Kolmogorov. Ce qui est du niveau Master 2.
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Chapitre 7

Exercices d’application

7.0.1 Exercices du chapitre 1

Exercice 1
On considère deux évènements A et B liés à une même expérience aléatoire.

1) On donne : P(A) =
3
8
, P(A ∩ B) =

1
4
, P(A ∪ B) =

7
8

. Calculer P(B) et P(A ∩ B).

2) On donne : P(A) =
1
2

P(A∪B) =
3
4

P(B) =
5
8

. Calculer P(A∩B), P(A∩B), P(A∪B) et P(A\B).

Exercice 2
Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. Montrer que :
1) ∀ (A,B,C) ∈ A3, B ∩ C ⊂ A ⇒ P(A) 6 P(B) + P(C) ;
2) ∀ (A,B) ∈ A2 P(A∆B) = P(A) + P(B) − 2P(A ∩ B) ;

3) ∀ (A1,A2, · · · ,An) ∈ An P(
n⋂

i=1
Ai) > P(A j) −

∑
i, j

P(Āi) pour tout j = 1, 2, · · · ,n.

Exercice 3
Soient A1,A2, · · · ,An une suite d’évènements liés à une même expérience aléatoire. Démon-
trer la formule de Poincaré :

P(
n⋃

i=1

Ai) =

n∑
i=1

P(Ai) −
∑
i< j

P(Ai ∩ A j) +
∑
i< j<k

P(Ai ∩ A j ∩ Ak) + · · · + (−1)n−1P(A1 ∩ · · · ∩ An).

Applications :

1) n couples "légitimes" participent à une soirée. Ils se séparent puis se reforment par couples
au hasard.
Quelle est la probabilité qu’au moins un couple "légitime" se retrouve?
Limite de cette probabilité quand n → +∞?

2) Soient n et p, (p ≥ n) deux entiers strictement positifs. On lance au hasard p boules numé-
rotées de 1 à p sur un plan constitué de n cases numérotées de 1 à n. Chaque boule tombe
dans une case et chaque case peut en recevoir plusieurs.
a) Calculer la probabilité qu’au moins une case soit vide.
b) En déduire que le nombre Np,n de surjections d’un ensemble à p éléments sur un ensemble

à n éléments est donné par : Np,n =
n∑

k=0
(−1)kCk

n(n − k)p.
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Exercice 4
On suppose que les numéros de téléphone à 8 chiffres peuvent comporter à chaque position
n’importe quel chiffre de 0 à 9 et que tous les numéros sont équiprobables.
Calculer la probabilité qu’un numéro à 8 chiffres soit tel que :

1. Le numéro est formé avec deux chiffres distincts et deux seulement.

2. Le numéro est formé de deux 0, deux 4 et quatre 6.

3. Le numéro comporte deux 5 et deux seulement.

4. La somme des chiffres du numéro est égal à 12.

5. Les chiffres du numéro forme une suite strictement croissante.

6. Les chiffres du numéro forme une suite croissante au sens large.

Exercice 5
On suppose que l’année compte n jours. Quelle est la probabilité pour que dans une as-
semblée de k personnes (k < n) au moins deux personnes aient leurs jours d’aniversaire en
commun?

Evaluer cette probabilité lorsque n et k tendent vers +∞ tel que
k
n
→ α. A.N. n = 365 k = 19.

Exercice 6
Un distributeur de prospectus (tous identiques) fait son travail de façon distraite et a distri-
bué au hasard n prospectus dans les p boites à lettres d’un immeuble supposées numérotées
de 1 à p.

a) Quelle est la probabilité q1 pour que dans les boites il y ait respectivement r1, r2, · · · , rp
prospectus r1 + r2 + · · · + rp = n?
b) Quelle est la probabilité q2 pour qu’aucune boite ne soit vide?

Exercice 7
Avec les données suivantes, dans quels cas les évènements A et B sont-ils indépendants?

P(A) P(B) P(A ∪ B)
cas 1 0,1 0,9 0,91
cas 2 0,4 0,6 0,76
cas 3 0,5 0,3 0,73

Exercice 8
Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé et (A,B,C) ∈ A3 tels que P(A) > 0, P(B) > 0 et P(C) > 0. On
suppose que A et B∪C sont indépendants, A et B∩C sont indépendants, B et C∩A sont indé-
pendants, C et A∩B sont indépendants. Montrer que les trois évènements sont indépendants.

Exercice 9
Soient A et B deux évènements liés à une même expérience aléatoire.
1) On suppose que A et B sont incompatibles et de probabilités non nulles. A et B peuvent-ils
être indépendants?

2) On suppose que A et B vérifient P(B/A) = P(B/A). Montrer qu’ils sont indépendants.

3) On suppose que A et B sont incompatibles et de probabilités non nulles, et que C est un
autre évènement telles que P(C/A) = P(C/B). Montrer que P(C/A) = P(C/B) = P(C/A ∪ B).
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Exercice 10
On lance trois fois de suite une pièce de monaie parfaite. Soient les évènemetns suivants :
A = " pile apparait au 1er lancer " ;
B = " Au moins deux piles apparaissent sur les trois lancers " et
C = " On obtient le même résultat sur les trois lancers " .
Les trois évènements A, B, C sont-ils deux à deux indépendants?

Exercice 11
Dans une association, trois bénévoles A, B, C collent des timbres sur des enveloppes. Le
travail est effectué avec diligence, A traitant 50% de l’ensemble, B traitant 30% et C traitant
20% . Il est également effectué dans l’allégresse mais aussi dans l’étourderie puisque A omet
de mettre un timbre dans 3% des cas, B dans 2% et C dans 1% . Un adhérent se plaint que la
lettre qu’il vient de recevoir ne comporte pas de timbre.
Quelle est la probabilité que l’enveloppe de cette lettre ait été traitée par A? par B? par C?

Exercice 12
Soient A1,A2, · · · ,An une suite d’évènements liés à une même expérience aléatoire. Démon-
trer que

P(A1.A2...An) = P(A1).P(A2/A1).P(A3/A1A2) · · ·P(An/A1.A2...An−1).

Applications : Une urne contient a boules blanches et b boules rouges. On en extrait succes-
sivement et avec remise n boules de l’urne.
a) Probabilité que les k premières boules extraites soient blanches et les n−k dernières rouges?
b) Probabilité d’obtenir k boules blanches au cours des n tirages?

c) On décide maintenant qu’avant de procéder au tirage suivant on rajoute dans l’urne, c
nouvelles boules de même couleur que celle qui a été précédemment tirée et remise dans
l’urne.
Quelle est la probabilité d’obtenir k boules blanches au cours des n tirages?

7.0.2 Exercices du chapitre 2

Exercice 1
Pour tout s ∈ R∗+, on pose Γ(s) =

∫ +∞

0
xs−1e−xdx.

1) a) Montrer que Γ(s) est bien définie, b) Calculer Γ
(

1
2

)
, c) Montrer que ∀s > 1, Γ(s) =

(s − 1)Γ(s − 1), d) Donner l’expression de Γ
(

2k+1
2

)
pour tout k ∈N∗ en fonction de Γ

(
1
2

)
.

2) Soit X une variable aléatoire réelle positive telle que P [X 6 x] = 1 − exp(− 1
2x2). Calculer

E(X) et Var(X).

3) Soit f : R→ R, x 7→
(

4x2

α3
√
π

)
exp(−

x2

α2 ) avec α ∈ R∗+.

a) Montrer que f est une densité de probabilité sur R+.
b) Soit X la variable aléatoire dont la loi a pour densité f . Calculer E(X) et Var(X).
c) Soit X,Y deux variables aléatoires indépendantes et de même loi de densité f . On pose

Z =
X
Y

.
Calculer P [z ≤ Z < z + dz] et en déduire la densité de Z.

Exercice 2
Soit X une v.a.r. positive absolument continue telle que E(X) existe.
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a) Montrer que E(X) =
∫ +∞

o
P[X > x].

b) Montrer que si X est à valeurs dans N alors E(X) =
∑
n>0

P[X > n].

Exercice 3
Soit X une v.a.r. absolument continue dont la densité f est une fonction continue sur R et
telle que

∫ +∞

−∞
x2 f (x)dx < +∞.

a) Montrer que lim
x→+∞

x2P [|X| > x] = 0.

b) Montrer que
∫ +∞

o
tP[|X| > t]dt converge et que

∫ +∞

o
tP[|X| > t]dt = 1

2E(X2).

Exercice 4
Soit la fonction de R dans lui-même

F(x) =


0 si x 6 0

sin x si 0 < x < π
2

1 si x > π
2

a) Montrer que F est une fonction de répartition. Déterminer si elle existe, la densité de sa
loi.
b) En appliquant l’inégalité de Bienaymé-Tchebichev, montrer que pour tout a, 0 < a < 1,

cos(1 − a) > 1 −
π − 3

a2 .

Exercice 5
Soit A un point du plan et ∆ une droite ne passant pas par A et située à une distance a de A.
On trace au hasard une droite D passant par A. Soit X la position du point d’intersection de
D et ∆.
Loi de probabilité de la v.a. X et son espérance mathématique E(X) ?

Exercice 6
Soit un plan horizontal où sont tracées des droites parallèles équidistantes à la droite
constante d. On jette au hasard sur le plan une aiguille de longueur l < d (aiguille de
Buffon). Quelle est la probabilité que cette aiguille rencontre une des droites parallèles?

Exercice 7
On prend au hasard deux nombres réels a et b, −k 6 a 6 +k, −s 6 b 6 +s. Quelle est la
probabilité pour que l’équation du second degré x2 + 2ax + b = 0 ait deux racines réelles.

Exercice 8
Une personne vous a donné un rendez-vous entre 0h et 1h. Elle viendra peut-être vous voir
dans cette période avec une probabilité p 0 < p < 1. Cela fait t minutes que vous l’attendez
et elle n’est pas encore arrivée. Quelle est la probabilité pt qu’elle vienne?

Exercice 9 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles continues dont la loi conjointe
admet pour densité

f (x, y) =


3y
a3 si x + y < a, y − x < a et y > 0

0 sinon
où a ∈ R∗+. Calculer cov(X,Y). Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

Exercice 10
Détermine k telle que f (x, y) = k1I{x2 + y2 6 1

} soit une densité de probabilité.
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Densités marginales du couple (X,Y) dont la loi a pour densité f ? Cov(X,Y) ? X et Y sont-elles
indépendantes?

Exercice 11
La fonction de R2 dans R définie par f (x, y) = e−y1I{0 6 x 6 y < +∞

} est - elle une densité de
probabilité? Si oui, déterminer la et les lois marginales du couple (X,Y) dont la densité est
f . X et Y sont-elles indépendantes?

Exercice 12 Soient U = ST et V =
S
T

où S et T sont deux variables aléatoires indépendantes
et de même loi uniforme sur [0, 1]. Déterminer la loi de probabilité de (U,V) et les lois mar-
ginales de U et de V.

Exercice 13
Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes suivant les lois E(1/2) et U[0, 2π] respectivement.
On pose U =

√
X cos Y et V =

√
X sin Y.

Loi de (U,V) ? Lois marginales de U et de V ? U et V sont-elles indépendantes?

Exercice 14
Soit X B(n, p) . Sachant que X = k, Y B(n − k, r), 0 6 p 6 1, 0 6 r 6 1 .
Quelle est la loi de probabilité de la v.a. S = X + Y ?

Exercice 15
Le nombre X de pannes d’une machine suit une loi de Poisson dont on ne connaît pas exac-
tement le paramètre λ. On sait tout de même que λ peut prendre seulement les valeurs 1, 3
et 4 avec des probabilités respectives 0,6 ; 0,3 et 0,1.
a) Calculer E(X) et Var(X).
b) On effectue un essai de la machine et on constate 3 pannes. Comment cela modifie-t-il les
probabilités que λ vaille 1, 3 ou 4?
c) Compte tenue de ces modifications, calculer E(X) et Var(X).

Exercice 16
Le nombre N d’oeufs pondus par un insecte suit une loi de Poisson de paramètre λ > 0. Les
oeufs se développent de façon indépendante et chacun d’eux donne naissance à un nouvel
insecte avec probabilité a, 0 < a < 1.
1) Loi du nombre X d’insectes à la première génération?
2) On observe k insectes à la première génération. Quelle est la probabilité qu’il y ait eu n
oeufs pondus?

7.0.3 Exercices des chapitres 2, 3

Exercice 1
Soient X1,X2 deux v.a.r. indépendantes. On suppose que X1 et X2 suivent les lois B(n, p) et
B(m, p) respectivement, 0 6 p 6 1.
1) Trouver la fonction génératrice GS(s) de la v.a. S = X1 + X2. En déduire la loi de la variable
S.
2) Même questions si X1 P(λ) et X2 P(µ).
3) Soit Xn B(n, p). Trouver lim

n→+∞
GXn(s) lorsque p→ 0 et np→ λ. Qu’a-t-on prouvé?

Exercice 2
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Dans un jeu de pile ou face, la probabilité d’obtenir pile est p, 0 6 p 6 1 et celle de face est
q = 1 − p. Soit Sn le nombre de jets nécessaires pour obtenir n fois pile.
1) Déterminer la fonction génératrice de la v.a. Sn ? (on pourra considérer d’abord le cas n =
1).
2) En déduire la loi de Sn.

Exercice 3
Soit (Xn)n∈N∗ une suite de v.a.r. indépendantes, de même loi, de fonction caractéristique Φ.
Soit Y une v.a. à valeurs dans N, indépendante de la suite (Xn) et de fonction génératrice Ψ.

On définit Z =
Y∑

k=1
Xk.

a) Déterminer la fonction caractéristique Φ de Z.
b) Si Y P(λ) , déterminer Φ. (On dit que Z suit une loi de poisson composée).

Exercice 4
1) Soit U et V deux v.a.r. indépendantes et de même loi N(0, 1). Déterminer la fonction ca-
ractéristique (f.c.) ΦUV(t) de UV.
2) Soient X1,X2,X3,X4 des v.a.r. indépendantes et de même loi N(0, 1). Trouver la f.c. ΦT(t)
de T = X1X2 − X3X4. Montrer que T a une densité et la calculer. Calculer E(Tn) , n ∈N∗.

3) Soient X et Y deux v.a. indépendantes et de même loiN(0, 1). Montrer que
X − Y
√

2
et

X + Y
√

2

sont indépendantes et de même loi. Quelle est la loi de
X2
− Y2

2
et celle de

X2 + Y2

2
?

4) Soient X1,X2,X3 des v.a. indépendantes et de même loiN(0, 1). Trouver la f.c. Φ(X1X2,X1X3)(s, t).
Montrer que cov (X1X2,X1X3) = 0 mais que X1X2 et X1X3 ne sont pas indépendantes.

Exercice 5
Soit X1,X2 deux v.a.r. indépendantes et identiquement distribuées, de même fonction carac-
téristique Φ(t). On suppose que X1 a une densité f (x). En exprimant ΦX1−X2 et fX1−X2 , montrer
que si Φ ∈ L2(R) alors ∫ +∞

−∞

f 2(u)du =
1

2π

∫ +∞

−∞

|Φ(t)|2dt

(Théorème de Plancherel).

Exercice 6
Soit Φ(t) =

1 − it
1 + t2 . Montrer que Φ est une fonction caractéristique d’une v.a. X que l’on pré-

cisera. Loi de X ?

Exercice 7
On rappelle la formule suivante dite formule d’inversion. Siϕ(t) est la fonction caractéristique
d’une distribution F(x) continue aux points a et b, a < b alors

F(b) − F(a) =
1

2π

∫ +∞

−∞

[
ϕ(t)

e−ita
− e−itb

2it
− ϕ(−t)

eita
− eitb

2it

]
dt. (7.1)

a) Trouver F quand ϕ(t) = e−θ
2t2

.

b) Déduire de (7.1) que si F(x) est absolument continue avec pour densité f (x) = F′(x) et si∫ +∞

−∞

∣∣∣ϕ(t)
∣∣∣ dt < +∞, alors

f (x) =
1

2π

∫ +∞

−∞

ϕ(t)e−itxdt. (7.2)
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On pourra étudier la parité de la fonction t 7→ ϕ(t)e−itx et remarquer que

f (x) = limh→0
F(x + h) − F(x − h)

2h
.

Exercice 8
X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et de même loiU[0, 1] .
Loi de S = X + Y ? Même question si X U[−1, 1] ( résultat : loi triangulaire)

Exercice 9
Soient X1,X2, · · · ,Xn n variables aléatoires indépendantes et de même loi. Calculer l’espé-
rance mathématique de Tn dans chacun des cas suivants :

1. La loi commune est la loi exponentielle E(λ) et Tn =
n

n∑
i=1

Xi

2. la loi commune est la loi de Pareto de densité :
f (x) =

α − 1
xα

1I]1,+∞](x), α > 1 et Tn = 1 +
n

n∑
i=1

LogXi

Exercice 10
Soient X1,X2, · · · ,Xn n variables aléatoires indépendantes et de même loi. On note F(x) et
f (x), leur fonction de répartition et densité de probabilité communes.

1) Loi de X(n) = max(X1,X2, · · · ,Xn) et de X(1) = min(X1,X2, · · · ,Xn).

2) On note X(1),X(2), · · · ,X(n) le réarragement par ordre croissant des variables aléatoires
X1,X2, · · · ,Xn : X(1) 6 X(2) 6 · · · 6 X(n). On voudrait chercher la loi de X(k), k > 1. Soit la v.a.
N(x) définie par N(x) = card {i, i = 1, 2, ...,n/Xi 6 x}.

a) Loi de N(x) ?
b) Exprimer l’événement {X(k) < x} en fonction de N(x). En déduire P[X(k) < x].
c) Démontrer que ∀k, 1 6 k 6 n, et ∀p, 0 < p < 1, on a

1
β(k,n − k + 1)

∫ p

0
yk−1(1 − y)n−kdy =

n∑
j=k

C j
np j(1 − p)n− j

où

β(p, q) =

∫ 1

0
xp−1(1 − x)q−1dx =

Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q)

.

d) En déduire la densité fk(x) de la v.a. X(k). Quelle est la loi de X(k) dans le cas où X U[0, 1]?

7.0.4 Exercices des chapitres 4, 5, 6

Exercice 1
Etudier la convergence vague de la suite de mesures :
a) dµn(x) = sin nxdx,

b) dµn(x) = sin2 nxdx,
c) µn = δan où (an) est une suite dans R.

Exercice 2
Soit (Xn)n∈N une suite de v.a.r. telle que Xn

L

→ X.
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1) Xn est absolument continue avec pour densité fn(x). La loi limite de Xn est-elle absolument
continue et possède-t-elle une densité?

2) Aucune des Xn n’est absolument continue et Xn
L

→ X. La loi limite peut-elle être absolu-
ment continue?

Exercice 3
Soit (Xn) une suite de v.a.r. indépendantes et de même loi

P [Xn = 1] = P [Xn = −1] =
1
2

. Etudier la convergence en loi de la suite (Yn) définie par

Yn =
n∑

k=1

Xk

2k
.

Exercice 4

Soit t ∈ R et f ∈ Cb(R). Etudier la limite lorsque n→ +∞ de la suite Yn = e−nt ∑
k∈N

(nt)k

k!
f ( k

n ).

Exercice 5
Soit X γ(n, λ). Loi limite de la suite Yn =

λ
√

n
X −
√

n ?

Exercice 6

En utilisant le Théorème centrale limite, calculer lim
n→+∞

e−n
n∑

k=0

nk

k!
.

Exercice 7
Soit (Xn) une suite de v.a.r. absolument continues ayant pour densité fn(x) =

n
π

1
1 + n2x2 ,

x ∈ R. Montrer que (Xn) converge en probabilité. Est-elle convergente en moyenne d’ordre
r > 1?

Exercice 8
Soit (Xn) une suite de v.a.r. Montrer que :
1) Si (Xn) est uniformement bornée alors Xn

P
→ 0⇐⇒ E|Xn| → 0.

2) Si f ∈ Cb(R) et continue en x0 ∈ R alors Xn
P
→ x0 =⇒ E

(
f (Xn)

)
→ f (x0).

3) Soit (Xn) une suite de v.a.r. indépendantes et de même loiU[0, 1] et soient f , g ∈ C([0, 1],R)
avec f > 0 et g > 0 . Montrer que

lim
n→+∞

∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0

f (x1) + · · · + f (xn)
g(x1) + · · · + g(xn)

dx1 · · · dxn =

∫ 1

0
f (x)dx∫ 1

0
g(x)dx

.

Exercice 9
En utilisant la loi des grands nombres, calcule lim

n→+∞
In où

In =

∫ 1

0
. . .

∫ 1

0
f
(x1 + · · · + xn

n

)
dx1 · · · dxn

et f ∈ C([0, 1],R).

Exercice 10
Soit X1,X2, · · · ,Xn n variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi
E(λ) , λ > 0 . On pose Sk = X1 + · · · + Xk , S0 = 0.

1- Loi du vecteur aléatoire (S1,S2, · · · ,Sn) ? En déduire la loi de la v.a. Sn.
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2- Pour tout t ∈ R+ , on pose Nt =
∞∑

n=1
1I{Sn6t} . Loi de Nt ?

Exercice 11
Soit X la durée de vie aléatoire d’un appareil électronique, continue, de f.r. F et de densité f .
On suppose qu’après une panne, l’appareil est réparé et la durée de vie après réparation a
même loi que X. Soit X1, · · · ,Xn les durées de vie jusqu’à la nieme panne, indépendantes. On
définit Sn = X1 + · · · + Xn le moment de la nieme panne ; Nt le nombre de pannes observées
dans l’intervalle [0, t] , N(o) = 0 ; Fn et fn la f.r. et la densité de Sn .
Montrer que :

a) P [Nt = n] = Fn(t) − Fn+1(t) ∀ n = 0, 1, 2, · · ·

b) H(t) = EN(t) =
+∞∑
n=1

Fn(t)

c) Soit Wt = SN(t)+1 − t le temps écoulé entre le moment t et la première panne après t .
Montrer que si fn et

∑
fn sont continues sur R+ alors

FWt(s) = P [Wt 6 s] = F(t + s) −
∫ t

0
(1 − F(t + s − x)) h(x)dx , s > 0 où h(x) = H ′(x) .

d) Lois de N(t) et de Wt si les Xi sont de loi E(λ) , λ > 0 ?

7.0.5 Exercices, problèmes, devoirs et examens divers

Problème 1
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles dont la loi conjointe a pour densité

f (x, y) =

{
e−(x+y), si 0 < x < +∞, 0 < y < +∞

0, sinon

a) Les v.a. X et Y sont-elles indépendantes?

On pose Z =
X
Y

. Calculer P[Z ≤ z] pour tout z > 0. En déduire que la v.a. Z admet une densité
de probabilité qu’on calculera.

Problème 2
Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé et soit A,B,C ∈ A et (An)n≥1 une suite dansA.

1) Montrer que :
a) B ∩ C ⊂ A⇒ P(A) 6 P(B) + P(C) ;
b) P(A∆B) = P(A) + P(B) − 2P(A ∩ B) ;

c) P(
n⋂

i=1
Ai) > P(A j) −

∑
i, j

P(Āi) pour tout j = 1, 2, · · · ,n .

2) On désigne par A l’évènement "une infinité des An se réalisent".
a) Exprimer A en fonction des An.
b) Montrer que

∑+∞
n=1 P(An) < +∞ ⇒ P(A) = 0.

c) Montrer que P(A) = 1 ⇐⇒ P(
⋂

k≥n Ak) = 0.
d) Montrer que si les An sont indépendants alors

∑+∞
n=1 P(An) = +∞⇒ P(A) = 1.

e) Que peut-on dire finalement de P(A) lorsque les An forment une suite d’évènements?

Problème 3
1) Soit U une v.a. de loi uniforme sur

[
−
π
2 ,+

π
2

]
. Loi de la v.a. X = tan U ?
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2) Soit X une v.a. continue admettant pour densité de probabilité

f (x) =
K

ex + e−x , ∀x ∈ R.

Trouver la constante K.
3) Soient X et Y deux v.a. indépendantes suivant la loi de Poisson de paramètres α et β
respectivement. Trouver la loi conditionnelle de X sachant X + Y = n, n ∈N∗.
4) Soient X et Y deux v.a. dont la loi conjointe a pour densité

f (x, y) =


2e−x−y si 0 ≤ x ≤ y < +∞

0 sinon

Trouver la densité conditionnelle de la loi de X sachant Y = y et calculer E[X|Y = y].
5) Soit X une v.a. suivant la loi binomiale de paramètre n et p. Calculer E(g(X)) avec

g(x) =
1

x + 1
. On donnera le résultat sous forme simplifiée.

Examen S6 UL 2011

N.B. : Le candidat traitera obligatoirement 3 exercices au choix parmi les quatre proposés.

Exercice 1
1) Le délégué d’une classe téléphone à ses n camarades pour les prévenir du report d’un DS.
Chacun d’eux a la probabilité p ∈ [0, 1] d’être au bout du fil. N’ayant pas pu joindre tout le
monde, il rappelle quelques minutes plus tard. Chacun des camarades qu’il n’avait pas pu
joindre a la probabilité r ∈ [0, 1] d’être au bout du fil. Soit X la v.a. égale au nombre de ceux
qu’il a pu joindre au premier tour d’appel et Y la v.a. égale au nombre de camarades joints
au second tour d’appel.
a) Loi de X ? Loi de Y sachant X = k ? Loi de S = X + Y ?
b) A.N. n = 35, p = 0.029, r = 0.09. E(S) et Var(S) ?

2) Soit X une v.a.r. En utilisant le Théorème de Fubini, calculer E
( 1
1 + X

)
dans chacun des

cas suivant : a) X { P(λ), λ > 0 ; b) X { B(n, p) ; c) Calculer dans le cas b) la limite
de cette expression quand n→ +∞, p→ 0 et np→ λ. Commenter ce résultat.

Exercice 2
Soit X1, · · · ,Xn n v.a.r indépendantes et de même loi E(λ), λ > 0. On pose S0 = 0 et pour tout
k ≥ 0, Sk = X1 + · · · + Xk.
1) Loi de (S1, · · · ,Sn) ? En déduire la loi de Sn pour tout n ∈N∗.

2) Pour tout t ∈ R∗+, on pose N(t) =

+∞∑
i=1

I(Sn ≤ t) où I(A) désigne l’indicatrice d’un événement

A. Loi de la v.a. N(t) ?
On pourra remarquer que pour tout k ∈N∗, {N(t) = k} = {Sn ≤ t < Sn+1}.

Exercice 3
1) Soit F : R→ R définie par :

F(x) =


0 si x < 0,
sin x si 0 ≤ x ≤ π

2

1 si x > π
2

a) Montrer que x 7→ F(x) est une fonction de répartition et déterminer si elle existe, la densité
de probabilité de sa loi.
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b) Soit X la variable aléatoire associée à la f.r. F. En appliquant l’inégalité de Bienamey-
Tchebycheff à la v.a. X démontrer que

∀x ∈ [0, 1], cos(1 − x) ≥ 1 −
π − 3

x2

2) On suppose dans cette question que F est donnée par

F(x) =
1
√

2π

∫ x

−∞

e−
t2
2 dt.

a) Sans aucun calcul, dire ce que vaut F(0.5).
b) Montrer que

∀x ∈ R∗+, (
1
x
−

1
x3 )e−

x2
2 ≤

√

2π(1 − F(x)) ≤
1
x

e−
x2
2 .

On pourra comparer les dérivées des fonctions à gauche et à droite de ces inégalités.

Exercice 4
1) Soit X une v.a. de loi N(µ, 1). Montrer que la fonction génératrice de moments (f.g.m.) de
X2 : MX2(s) = E(esX2) est donnée par

MX2(s) =
1

√
1 − 2s

exp(
µ2s

1 − 2s
).

2) Soit X1, · · · ,Xn n v.a.r indépendantes telles que pour tout i = 1, · · · ,n, Xi { N(µi, 1). On

pose Y =

n∑
i=1

X2
i . Montrer que la fonction caractéristique ΦY(t) de Y est donnée par

ΦY(t) =
1

(1 − 2it) n
2

exp(
θ2it

1 − 2it
)

où θ2 = µ2
1 + · · · + µ2

n. On pourra calculer d’abord la f.g.m. de Y. La loi de Y est dite loi de
Chi-carré décentrée à n d.d.l. de paramètre de décentralisation θ notée χ2(n;θ).

Contrôle de Probabilités S6 UL - mai 2011. Durée 1H

Exercice 1
On jette 3 dés homogènes. Calculer les probabilités, des événements suivants :
1) Les trois dés montrent la face 6.
2) Au moins un dé montre la face 6.
3) Aucun dé ne montre les faces 5 ou 6.
4) La somme des trois dés est inférieure ou égale à 6.
5) On obtient que des 5 ou des 6 sachant que la somme est supérieure ou égale à 7.

Exercice 2
Un quart d’une population a été vacciné contre une certaine épidémie. On a trouvé qu’un
malade sur cinq avait été vacciné et que parmi les personnes vaccinées, un sur douze a
contracté la maladie. On choisit au hasard une personne dans cette population. Quelle est la
probabilité
1) qu’elle soit malade?
2) Qu’elle soit malade sachant qu’elle n’a pas été vaccinée?
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Exercice 3
Soit M = {1, 2, · · · ,n} et soit {i1, i2, · · · , ik} un k-uple d’éléments de M. Pour k = 0, 1, 2, · · · ,n,
donner le cardinal de chacun des sous ensembles d’éléments de M suivants :
Ak l’ensemble des k-uples d’éléments de M sans répétition,
Bk l’ensemble des k-uples d’éléments de M avec répétition,
Ck l’ensemble des k-uples d’éléments ordonnés de M sans répétition,
Dk l’ensemble des k-uples d’éléments ordonnés de M.

Exercice 4

Soit Ω = R et les événements An =

[
0, 1 +

(−1)n+1

n

]
, n = 1, 2, · · ·

Décrire les événements A∗ = lim sup An et A∗ = lim inf An.
La suite (An) est-elle convergente?

Exercice 5
Soit X une variable aléatoire réelle.
1) On suppose que X suit une loi binomiale B(n, p), 0 < p < 1 définie par
∀k = 0, 1, · · · ,n, P[X = k] = Ck

npk(1 − p)n−k. Calculer E(g(X)) pour

a) g(x) = eitx, t ∈ R ; b) g(x) =
1

1 + X
. On simplifiera le résultat obtenu.

2) On suppose que la loi de X admet une densité donnée par

f (x) =
C

ex + e−x , ∀x ∈ R.
Déterminer la constante C.

Examen et devoirs S6 UK 2013

Exercice 1
Soient A1,A2, · · · ,An une suite d’évènements liés à une même expérience aléatoire.
1) Démontrer que

P(A1.A2...An) = P(A1).P(A2/A1).P(A3/A1A2) · · ·P(An/A1.A2...An−1).

où AB signifie A ∩ B.
2) Une urne contient a boules blanches et b boules rouges. On en extrait successivement et
avec remise n boules de l’urne.
a) Soit X la v.a. égale au nombre de boules blanches obtenues au cours de ces n tirages.
Calculer la probabilité que X = k, pour tout k ∈ {0, 1, · · · ,n}.
b) On décide maintenant qu’avant de procéder au tirage suivant on rajoute dans l’urne, c
nouvelles boules de même couleur que celle qui a été précédemment tirée et remise dans
l’urne. Calculer encore la probabilité que X = k, pour tout k ∈ {0, 1, · · · ,n}.
c) Dans le cas a) calculer E(X) et Var(X). On pourra poser p =

a
a + b

.

Exercice 2
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles dont la loi conjointe a pour fonction de répartition

F(x, y) =

{
1 − e−x

− e−y + e−(x+y), si x ≥ 0, y ≥ 0
0, sinon

a) Calculer cov(X,Y). Les v.a. X et Y sont-elles indépendantes?
b) Calculer P[X < 1,Y ≥ 1].
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Exercice 3
Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes et de même loi de densité

f (x) =
1
√

2π
e−

1
2 x2
, ∀x ∈ R.

On pose Z =
X
Y

. Trouver la densité de la v.a. Z et la loi suivie par Z ?

Exercice 4
Soit X un vecteur gaussien de R3 de loiN(~m,Γ). On suppose que ~m = 0 et

Γ =

 3 −1 0
−1 3 0
0 0 2

.

a) Trouver un opérateur linéaire f de R3 dans lui-même telle que Y = f (X) soit un vecteur
aléatoire dont les composantes sont indépendantes.
b) La loi de X est-elle absolument continue? Si oui, donner la densité fX(x) pour tout x ∈ R3.
Sinon expliquer pourquoi.

Exercices 5
On dispose de trois urnes U1, U2, U3 contenant chacune des boules blanches (B), noires (N)
et rouges (R) avec les compositions :
U1 : 1 B, 2 N, 3 R ; U2 : 2 B, 1 N, 1 R ; U3 : 4 B, 5 N, 3 R.
On prend une urne au hasard, on tire 2 boules de cette urne sans remise et on constate que
l’une est blanche et l’autre est rouge. Quelles sont les probabilités q1, q2 et q3 que l’urne tirée
ait été U1, U2, U3 respectivement?

Exercices 6
Soit X une v.a.r. absolument continue dont la loi de probabilité est donnée par la densité

f (x) = λe−|x|, λ ∈ R∗+.

a) Déterminer λ et la fonction de répartition F de la v.a. X.
b) Déterminer la fonction de répartition et la densité de la v.a. Y = X2.

université de lomé année universitaire

faculté des sciences 2008/2009

Licence de Mathématiques (SMIII)- DSn◦3
Épreuve de Probabilités 1. Durée : 2H

N.B. : Le candidat traite obligatoirement le problème 1 et au choix un des problèmes 2 et 3.

Problème 1
Soit X et Y deux v.a.r de loi conjointe continue de densité

f (x, y) =
1

2π
√

1 − ρ2
exp{−

1
2(1 − ρ2)

(x2
− 2ρxy + y2)}

où ρ est le cefficient de corrélation de X et Y.
1) On pose U = X + Y, V = X − Y. Montrer que U et V sont indépendantes et trouver leurs
lois marginales.

2) On pose Z =
Y − ρX√

1 − ρ2
.
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a) Montrer que X et Z sont indépendantes, chacune de loi normale centrée réduite.
b) Montrer que P[X > 0,Y > 0] = 1

4 + 1
2π arctan ρ

√
1−ρ2

.

Problème 2
Soit X une v.a.r dont la loi a pour fonction caractéristique (f.c.)
ΦX(t) = (1 + |t|)e−|t|, t ∈ R.
1) Discuter l’existence des moments d’ordre k ∈N∗ de la v.a. X.

2) On pose Yn =
1
n

n∑
i=1

Xi où X1, . . . ,Xn sont n v.a.r indépendantes, chacune de même loi que

X.
a) Déterminer la f.c. de Yn et étudier sa limite éventuelle lorsque n tend vers +∞. Que peut-on
en conclure?
b) Le résultat obtenu dans la question 2a) était-il prévisible? si oui expliquer pourquoi.

3) On pose Zn =
1
√

n

n∑
i=1

Xi

a) Déterminer la f.c. de Zn et étudier sa limite éventuelle lorsque n tend vers +∞. Que peut-on
en conclure?
b) Le résultat obtenu dans la question 3a) était-il prévisible? si oui expliquer pourquoi.
4) Montrer que X est une v.a. absolument continue et détermine sa densité de probabilité.
5) On pose enfin Y = arctan X. Loi de la v.a. Y et existence de moments d’ordre k ∈N∗ de Y ?

Problème 3
Soit (a, b) ∈ R+

× R et la loi de probabilité sur R notée L(a, b) définie par sa fonction de
répartition :

F(x) =

{1
2e

x−b
a si x ≤ b,

1 − 1
2e−

x−b
a si x > b.

1) Montrer que F(x) est la fonction de répartition d’une loi absolument continue et déterminer
la densité de probabilité correspondante.
2) Soit X une variable aléatoire réelle de loi L(a, b). Calculer E(X) et Var(X). Soit Y la variable
aléatoire centrée réduite associée à X.
3) Déterminer la densité de Y et sa fonction caractéristique. En déduire, pour tout k ∈ N∗, le
moment d’ordre k de Y : mk = E(Yk).
4) Déterminer la fonction caractéristique de X.
5) Soient X1 et X2 deux variables aléatoires réelles indépendantes chacune, de loi L(1, 0).
On pose S = X1 + X2. Déterminer la densité de probabilité de S ainsi que E(S), Var(S) et la
fonction caractéristique de S.
6) On pose Z = partie entière de |X1|. Déterminer la loi de probabilité de Z puis sa fonction gé-
nératrice et en déduire, pour tout k ∈N∗, le moment factoriel d’ordre k : m[k] = E(

∏k−1
i=0 (Z− i)).

Université de Kara
FaST - Semestre VI Année 2011-2012

Probabilités III - DS. Durée 2h

Exercice 1
Soit X une v.a.r. intégrable et soit f une fonction de R dans R. On pose µ = E(X).
1) On suppose que f est convexe et deux fois dérivable. En utilisant le développement de
Taylor, montrer que
f (X) ≥ f (µ) + f ′(µ)(X − µ).
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En déduire que si les v.a. X et f (X) ont chacune une espérance finie alors on a
E( f (X)) ≥ f (E(X)).
2) On suppose dans cette question que f est paire, positive et croissante.
a) Montrer que pour toute constante positive c,

P [|X| > c] ≤
E( f (X))

f (c)
.

b) En déduire que pour tout p > 0

P [|X − E(X)| > c] ≤
E |X − E(X)|p

f (c)
.

Exercice 2
1) Soit X une v.a. suivant la loi normale centrée réduite. Montrer que pour tout x > 0,(1
x
−

1
x3

)
exp(−

1
2

x2) ≤
√

2πP[X ≥ x] ≤
1
x

exp(−
1
2

x2).

2) Soit (Xn)n≥0 une suite de v.a.r. absolument continues ayant pour densité fn pour tout n et
soit X une v.a.r. absolument continue de densité f .
a) Montrer que si fn −→ f p.p. alors (Xn) tend vers X en loi. (Pour cela on pourra montrer
que ∀x ∈ R, P[Xn ≤ x] −→ P[X ≤ x]).
b) Étudier la réciproque en considérant la suite fn(x) = (1 + sin 2nπx)1I[0,1](x).
Exercice 3

Soit Xn une suite de v.a.r.
a) On suppose que la v.a. Xn prend ses valeurs dans l’ensemble

{
0, 1

n , · · · ,
k
n , · · · ,

n−1
n , 1

}
avec

∀k, P[Xn = k
n ] = 1

n+1 . Étudier la convergence en loi de la suite (Xn).

b) On suppose que Xn suit la loi γ(n, λ). On pose Yn =
λ
√

n
Xn −

√
n. Étudier la convergence

en loi de la suite (Yn).

c) On suppose que les Xn sont indépendantes et de même loiU[1, 2]. CalculerE
(

X2
1 + · · ·X2

n

X1 + · · ·Xn

)
.

université de lomé année universitaire

faculté des sciences 2007/2008

Session de juillet 2008 - Examen : Licence de Mathématiques (SMIII)
Épreuve de Probabilités 1. Durée : 2H

Exercice : 8 pts
Soient X et Y deux v.a.r discrètes vérifiant les conditions suivantes :
- la loi de Y est la loi binomiale de paramètre n et p, n ∈N∗ et p ∈]0, 1[.
- X ne peut prendre que les valeurs 0 et 1 et ∀ k ∈ {0, 1, . . . ,n} : P[X = 1|Y = k] = k

n .

a) Loi de X ? b) Calculer E(XY) c) Loi de Y − 1 sachant l’événement {X = 1}?

Problème : 12pts
Soit X une v.a.r dont la loi a pour fonction caractéristique (f.c.)
ΦX(t) = (1 + |t|)e−|t|, t ∈ R.
1) Discute l’existence des moments d’ordre k ∈N∗ de la v.a. X.

2) On pose Yn =
1
n

n∑
i=1

Xi où X1, . . . ,Xn sont n v.a.r indépendantes, chacune de même loi que

X.
a) Détermine la f.c. de Yn et étudie sa limite éventuelle lorsque n tend vers +∞. Que peut-on
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en conclure?
b) Le résultat obtenu dans la question 2a) était-il prévisible? si oui expliquer pourquoi.

3) On pose Zn =
1
√

n

n∑
i=1

Xi

a) Détermine la f.c. de Zn et étudie sa limite éventuelle lorsque n tend vers +∞. Que peut-on
en conclure?
b) Le résultat obtenu dans la question 3a) était-il prévisible? si oui expliquer pourquoi.
4) Montre que X est une v.a. absolument continue et détermine sa densité de probabilité.
5) On pose enfin Y = arctan X. Loi de la v.a. Y et existence de moments d’ordre k ∈N∗ de Y ?

université de lomé année universitaire

faculté des sciences 2007/2008

Licence de Mathématiques (SMIII)- Examen : Session de rattrapage
Epreuve de Probabilités 1. Durée : 3H

N.B. : Le candidat traitera deux exercices au choix parmi les exercices 1, 2, 3 et obligatoirement
l’exercice n◦ 4.

Exercice 1 : 8 pts
Soient X1, . . . ,Xn une suite de v.a. à valeurs dans N∗, indépendantes et de même loi de fonc-
tion génératrice (f.g.) G(s) et soit N une v.a. à valeurs dans N∗, indépendante de la suite (Xn)
et de f.g. H(s).
1) On pose Z =

∑N
i=1 Xi. Trouve en fonction de G et H la f.g. de la v.a. Z et en déduit E(Z) et

Var(Z).
2) A.N. : Le nombre d’accidents de la route enregistrés par an au Togo est une v.a. de moyenne
µ et de variance σ2. Le nombre de sinistres lors de chaque accident est une v.a. de moyenne ν
et de variance %2. On suppose que les v.a. nombres de sinistres lors de divers accidents sont
indépendantes du nombre d’accidents. Calculer la moyenne et l’écart-type du nombre de
sinistres enregistrés par an au Togo.

Exercice 2 : 8 pts
Soit X et Y deux v.a.r de loi conjointe continue de densité

f (x, y) =
1

2π
√

1 − ρ2
exp{−

1
2(1 − ρ2)

(x2
− 2ρxy + y2)}

1) On pose U = X + Y, V = X − Y. Montrer que U et V sont indépendantes et trouver leurs
lois marginales.

2) On pose Z =
Y − ρX√

1 − ρ2
.

a) Montrer que X et Z sont indépendantes, chacune de loi normale centrée réduite.
b) En déduire que P[X > 0,Y > 0] = 1

4 + 1
2π arctan ρ

√
1−ρ2

.

Exercice 3 : 8pts
Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a.r définies sur un espace probabilisé (Ω,A,P) telle que pour tout
n ≥ 1, Xn B(n, x) (loi binomiale de paramètres n et x ∈]0, 1[ ) .
1) Montrer que la suite (Xn

n )n≥1 converge en moyenne quadratique vers x lorsque n→ +∞.
2) Montrer que ∀n ≥ 1, ∀x ∈]0, 1[ et ∀δ > 0∑
{k∈N/0≤k≤n et | kn−x|>δ}

Ck
nxk(1 − x)n−k

≤
1

4nδ2

3) Soit f une fonction continue sur l’intervalle [0, 1] à valeurs réelles. Pour tout n ∈N∗ et tout
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x ∈]0, 1[, on pose fn(x) =

n∑
k=0

f (
k
n

)Ck
n xk(1 − x)n−k.

Vérifier que fn(x) est un polynôme (polynôme de Bernstein) et démontrer que
limn→+∞ sup0≤x≤1 | fn(x) − f (x) |= 0.
En déduire le Théorème de Stone-Weierstrass : toute fonction continue sur [0, 1] à valeurs
réelles est limite uniforme d’une suite de polynômes.

Exercice 4 : 4 pts
Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a.r telle que pour tout n ≥ 1, Xn  E( 1

n ) (loi exponentielle de
paramètre 1

n ). On pose Yn = Xn − [Xn] où [.] désigne la partie entière de "." Montrer que la
suite (Yn) converge en loi vers une v.a. absolument continue dont on précisera la loi.

UNIVERSITE DE LOME ANNEE UNIVERSITAIRE
FACULTE DES SCIENCES 2008/2009

Devoir de Probabilités - Licence de Mathématiques (SMIII)
29 janvier 2009 - Durée : 1H

N.B. : Le candidat traitera obligatoirement un exercice au choix parmi les deux exercices proposés.

Exercice 1
Soient (X,Y) un couple de v.a.r discrètes de loi conjointe donnée par

P[X = x,Y = y] =

{
(1

2 )x+y si x = 1, 2, · · · ,∞, y = 1, 2, · · · ,∞
0 sinon

1) Déterminer la loi marginale de X et celle de Y. Les v.a. X et Y sont-elles indépendantes?
2) Déterminer la fonction de répartition (f.r.) de X : FX(x) = P[X < x], x ∈ R.
3) Déterminer P[X > a,Y < b], a, b ∈ R.
4) Déterminer P[min(X,Y) < c], c ≥ 1.
5) Déterminer P[X = Y] et P[Y > X].

Exercice 2
Soit X une v.a.r admettant pour densité de probabilité la fonction f définie sur R par

f (x) =

{
x + 1 si |x| ≤ k
0 si |x| ≥ k

1) Déterminer k. et trouver la f.r. de la v.a. X.
2) Calculer E(X2).
3) On pose Y = X2. Trouver la loi de Y. On donnera la f.r. et la densité de cette loi.
4) Calculer E(Y). Que constatez-vous?

Université de Lomé Année universitaire
faculté des sciences 2008/2009

Examen du premier semestre - SMIII
Épreuve de Probabilité I - Durée 2H

N.B. : Le candidat traitera obligatoirement les exercices 1 et 2 et deux exercices au choix parmi les
exercices 3, 4 et 5.
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Exercice 1
1) Soit X une v.a.r. de loi continue de fonction de répartition F(x) et de densité f (x) = F′(x). Soit
X1,X2, · · · ,Xn des v.a.r indépendantes et de même loi que X. On pose U = min(X1,X2, · · · ,Xn)
et V = max(X1,X2, · · · ,Xn)
Donner sans détailler les calculs, les fonctions de répartitions respectives des v.a. U et V.
2) Dans l’univers considéré comme une boule de centre O et de rayon R, N astres sont distri-
bués de façon aléatoire et indépendante.
a) Quelle est la probabilité pour que la distance entre le centre de l’univers et l’astre le plus
proche ne soit pas inférieure à un nombre a, 0 < a < R?

b) Quelle est la limite de cette probabilité lorsque R → +∞ et
N
R3 →

4πλ
3

où λ est une
constante positive? On rappelle que le volume v(r) d’une boule de centre O et de rayon r est
égale à 4πr3

3 .

Exercice 2
Le nombre N d’oeufs pondus par un insecte est une v.a. suivant une loi de Poisson de
paramètre λ > 0. Les oeufs se développent de façon indépendante et chacun d’eux donne
naissance à un nouvel insecte avec une probabilité p, 0 < p < 1.
1) Loi de probabilité du nombre X d’insectes à la première génération?
2) On observe k insectes à la première génération. Quelle est la probabilité qu’il y ait eu n
oeufs pondus?

Exercice 3
Soit (X,Y) un couple de v.a. continues dont la loi conjointe admet pour densité

f (x, y) =

{
3y
a3 si x + y < a, y − x < a et y > 0
0 sinon

où a est un réel strictement positif. Calculer cov(X,Y). Les v.a. X et Y sont-elles indépen-
dantes?

Exercice 4
Soient U et V deux v.a. indépendantes de même loi uniforme sur [0, 1]. On pose X =√
−2 log U cos 2πV et Y =

√
−2 log U sin 2πV. Montrer que les v.a. X et Y sont indépen-

dantes et trouver leurs lois.

Exercice 5
Soit X une v.a. suivant la loi de densité

f (x) =

{
α−1
xα si x ≥ 1

0 sinon

où α est un réel strictement supérieur à 1.
Soient X,X1,X2, · · · ,Xn des v.a.r indépendantes et de même loi que X. On pose

Zn = 1 +
n∑n

i=1 log Xi
.

Calculer E(Zn) et trouver une v.a. Θn satisfaisant E(Θn) = α . On pourra poser Yi = log Xi.

Université De Kara Année universitaire
Faculté Des Sciences et Techniques 2009/2010
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Licence de Mathématiques (L3) - Probabilités 2
DS - Durée 2h

Exercice 1 :
On dispose de 3 urnes U1, U2, U3 contenant chacun des boules blanches (B), noires (N) et
rouges (R) avec les compositions suivantes :
U1 : 1B, 2N, 3R ;
U2 : 2B, 1N, 1R ;
U3 : 4B, 5N, 3R ;
On prend une urne au hasard, on tire sans remise 2 boules de cette urne et on constate que
l’une est blanche et l’autre rouge. Quelle est la probabilité pi que l’urne ait été Ui, i = 1, 2, 3?

Exercice 2
Soit X une variable aléatoire réelle (v.a.r.) absolument continue dont la loi de probabilité est
définie par la densité

f (x) = ke−|x|, k ∈ R∗+.

1) Déterminer k ainsi que la fonction de répartition (f.r.) F de X.
2) Déterminer successivement la f.r. puis la densité de probabilité de chacune des v.a.r. sui-
vantes :
Y = eX, Z = X2, T = 1

X et V =
∫ X

−∞

1
2e|x|dx.

Exercice 3
1) Soit (X,Y) un couple de v.a.r. admettant pour densité de probabilité

f (x, y) = ce−
x2+y2

2 , ∀x, y ∈ R.

a) Déterminer c.
b) Trouver les lois marginales de X et de Y. Les v.a.r. X et Y sont-elles indépendantes?
c) Calculer cov(X,Y).
d) Déterminer les lois des v.a. U = X + Y et V = X − Y. U et V sont-elles indépendantes?
2) Soient X1,X2, . . . ,Xn des v.a.r. indépendantes de même loi N(0, 1). Soient a1, a2, . . . , an et

b1, b2, . . . , bn des réels. Montrer que les v.a. Y =

n∑
i=1

aiXi et Z =

n∑
i=1

biXi sont indépendantes si

et seulement si
n∑

i=1

aibi = 0.

NB : On attachera de l’importance à la justification et à la précision des réponses.

Université De Kara Année universitaire
Faculté Des Sciences et Techniques 2009/2010

Licence de Mathématiques (L3) - Probabilités 2
Examen : Durée 2h

NB : Le candidat traitera obligatoirement les exercices et au choix un des deux problèmes proposés.

Exercices
1) Soit U une v.a. de loi uniforme sur [0, 1]. Loi de la v.a. Y = − 1

λ log(1 −U), λ > 0?
2) Soient X et Y deux v.a.r. de loi conjointe définie par la densité

f (x, y) =

{
e−y, si 0 ≤ x ≤ y ;
0, sinon.
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Calculer cov(X,Y). X et Y sont-elles indépendantes? Calculer le coefficient de corrélation
linéaire ρ(X,Y) entre X et Y.

Problème 1
Soit X et Y deux v.a.r indépendantes et de même loiN(0, 1). On définit la v.a. Z = X

Y .
1) a) Loi de Z ? Z a-telle des moments de tous ordres?
b) Comparer P[Z > 1] et P[N(0, 1) > 1]. phi étant la f.r. de la loi N(0, 1), on donne phi(1) =
0.8413.
2) Z1, · · · ,Zn étant n v.a.r. indépendantes et de même loi que Z, quelle est la loi de Z̄n =

1
n

n∑
i=1

Zi ? (On donne la fonction caractéristique de Z : phiZ(t) = e−|t|).

3) On pose U = |X|.
a) Trouver la loi de la v.a. U. On pourra calculer E(g(U)) pour toute fonction borélienne
positive ou bornée.
b) Calculer E(U).

Problème 2
Soit X1,X2, . . . ,Xn, n v.a.r. de loi absolument continues.
1) On suppose que ces variables aléatoires sont indépendantes et de même loiN(0, 1).

a) Calculer la fonction caractéristique (f.c.) de la v.a. Yn =
1
√

n

n∑
k=1

Xk.

En déduire la loi de Yn.

b) Soit N une v.a. à valeurs dansN∗, indépendante des variables Xi. On pose Y =
1
√

N

N∑
k=1

Xk.

déterminer la f.c. de Y ainsi que sa loi. (On pourra poser eitY =
∑

n≥1 eitY1I{N=n}).

2)On suppose dans cette question que pour tout n ≥ 1, Xn a pour densité fn(x) =
n2

2
e−n2

|x|,
∀x ∈ R.
a) Calculer pour tout n ∈N∗, P[|Xn| > n−

3
2 ].

b) Déterminer P[lim sup{|Xn| > n−
3
2 }].

(On pourra considérer les événements An =
{
ω ∈ Ω / |Xn(ω)| > n−

3
2

}
).

UNIVERSITE DE LOME ANNEE UNIVERSITAIRE
FACULTE DES SCIENCES 2005/2006

Licence de Mathématiques (SMIII) : session de septembre 2006
Examen : Épreuve de probabilités Durée : 2H, coeff. 2.

N.B. : Le candidat traitera obligatoirement les questions de cours et au choix un des deux problèmes
proposés.

Questions de cours
1) Énoncer sans démonstration la loi forte des grands nombres pour une suite de variables
aléatoires indépendantes et de même loi.
2) Soient X et Y deux v.a. définies sur un même espace probabilisé et possédant des variances
finies non nulles.
a) Donner la définition du coefficient de corrélation r(X,Y) de (X,Y).
b) Si (X,Y) est de loi normale dansR2, expliquer pourquoi X et Y sont indépendantes lorsque
r(X,Y) = 0. On pourra utiliser le critère de la densité ou celui des fonctions caractéristiques.
3) Soit µ et (µn)n≥1 des probabilités sur R. On rappelle qu’on dit que la suite (µn)n≥1 converge
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en loi vers µ si pour toute fonction continue, bornée, réelle ou complexe sur R, on a

lim
n→+∞

∫
R

f (x)µn(dx) =

∫
R

f (x)µ(dx).

Donner sans démonstration, en termes de transformés de Fourier, une CNS (Condition Né-
cessaire et Suffisante) de convergence en loi et rappeler le nom du théorème ainsi énoncé.
4) Énoncer sans démonstration une CS de convergence d’une suite de v.a.r (Xn)n≥1 vers une
v.a.r X :
a) en probabilité ;
b) presque sûrement.

Problème 1
Soit (Xn)n≥1, une suite de v.a.r indépendantes et de même loiN(m, σ). On pose
ϕ(u) = E[eu(X1−m)] et Sn = X1 + X2 + . . . + Xn.
1) Calculer ϕ(u). On pourra utiliser la fonction caractéristique de la loiN(m, σ) :
ϕN(m,σ)(t) = eitm− 1

2σ
2t2

)

2) Soit a ∈ R. On pose B−a = {Sn − nm ≤ a} et B+
a = {Sn − nm ≥ a}.

1) En utilisant la monotonie de la fonction exponentielle, montrer que
P[Bs

a] ≤ e−ua(ϕ(u))n, ∀u ∈ Rs pour s = +,−.

3) En déduire que ∀ε > 0, P[|
Sn

n
−m| ≥ ε] ≤ 2 exp (−

nε2

2σ2 )
On pourra écrire l’événement {|Sn − nm| ≥ nε} comme réunion de B−a et de B+

a avec a conve-
nable.

4) En choisissant ε = σ

√
2A

Logn
n

, avec A > 1 et n > 1, montrer que
Sn

n
converge presque

sûrement vers m et que |
Sn

n
−m| = O

(
Logn

n

)
p.s.

Problème 2
Soit X la durée de vie aléatoire d’un appareil électronique, continue de fonction de répartition
F et de densité f . On suppose qu’après une panne, l’appareil est réparé et la durée de vie
après réparation a même loi de probabilité que X.
Soit X1,X2, . . . ,Xn les durées de vie indépendantes, de l’appareil jusqu’à la n-ième panne.
On définit Sn = X1 + X2 + . . . + Xn le moment de la n-ième panne, N(t) le nombre de pannes
observées dans l’intervalle [0, t], Fn et fn la f.r. et la densité de la v.a. Sn.
1) Montrer que
a) P[N(t) = n] = Fn(t) − Fn+1(t), ∀n ≥ 1.

b) H(t) = E(N(t)) =

+∞∑
n=1

Fn(t)

2) Soit W(t) = SN(t)− t le temps écoulé entre le moment t et la première panne après t. Montrer
que si fn et

∑
fn sont continues sur R+, alors

FW(t)(s) = P[W(t) ≤ s] = F(t + s) −
∫ t

0
(1 − F(t + s − x)dH(x), ∀s ≥ 0.

3) Lois respectives de N(t) et de W(t) si les Xi suivent la loi exponentielle de paramètre λ > 0?

UNIVERSITE DE LOME ANNEE UNIVERSITAIRE
FACULTE DES SCIENCES 2005/2006

Licence de Mathématiques (SMIII) - Examen
Session de juin 2006. Epreuve de probabilités. Durée : 2H

88



Problème 1 (6pts)
Soit n ≥ 2 et soient U1, . . . ,Un, une suite de v.a.r. indépendantes et de même loi uniforme sur
[0, 1]. On pose X = min(U1, . . . ,Un) et Y = max(U1, . . . ,Un).
On fixe a et b tels que 0 ≤ a ≤ b ≤ 1.
1) Dessiner le sous-ensemble du plan Ea,b = {(x, y) ∈ R2/0 ≤ a ≤ x ≤ y ≤ b ≤ 1}.
2) Calculer G(a, b) = P[0 ≤ a ≤ X ≤ Y ≤ b ≤ 1].
3) Montrer que P[X ≤ a,Y ≤ b] = G(0, b) − G(a, b).
En déduire la densité du couple (X,Y).
4) Soit Z = Y − X. Trouver la densité de la loi du couple (X,Z).

Problème 2 (6pts)
Soit (Xn) une suite de v.a. indépendantes et de même loi
P[Xn = 1] = p et P[Xn = −1] = 1 − p, 0 ≤ p ≤ 1.
On pose Sn = X1 + X2 + · · · + Xn.
1) Calculer P[Sn = 0], E(Sn) et Var(Sn).
2) Calculer P[lim supn→+∞{Sn = 0}].

3) Montrer que pour tout ε > 0, P[|
Sn

n
− p(1 − p) |> ε] ≤

1
nε2 .

En déduire que
Sn

n
converge en probabilité vers p(1 − p).

Problème 3 (6pts)
Le nombre N d’oeufs pondus par un insecte suit la loi de Poisson de paramètre λ > 0. Les
oeufs se développent de façon indépendante et chacun d’eux donne naissance à un nouvel
insecte avec probabilité a, 0 < a < 1.
1) Loi du nombre X d’insectes à la première génération?
2) On observe k insectes à la première génération. Quelle est la probabilité pour qu’il y ait eu
n oeufs pondus?

Problème 4 (6pts)
1) Soit X une v.a.r de fonction de répartition F continue et strictement croissante.
a) Loi de la v.a. F(X) ?
b) Réciproquement soit U une v.a. de loi uniforme sur [0, 1]. Loi de F−1(U) ?
2) Soient U et V deux v.a. indépendantes telles que U suit la loi uniforme sur [0, 2π] et V suit
la loi exponentielle de paramètre 1

2 . On pose
X =

√
V cos U et Y =

√
V sin U

Loi de (X,Y), de X et de Y respectivement?
3) Déduire des questions précédentes, comment pourrait-on simuler un échantillon de n
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi N(0, 1) lorsqu’on
dispose d’un générateur de "nombres au hasard" dans l’intervalle [0, 1]. Un algorithme et un
programme en Pascal donnent un bonus de 2 points mais ne sont pas exigés du candidat.
On donnera le nom "RANDOM" à la procédure de génération de nombre au hasard.
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