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INTRODUCTION

De gauche vers la droite Louis de Broglie, Werner Heisenberg et Erwin Schrodinger

Au début du XXe siécle, alors que certains pensaient avoir atteint une compréhension totale
du, monde qui nous entoure, commencent a apparaitre de résultats expérimentaur qui viennent
ébranler la belle cohérence des lois de la physique classique. En effet, jusqu’a cette période, les
théories classiques comme la mécanique et I’électromagnétisme expliquaient trés bien bon nombre
de phénomeénes physiques. La premiére mise en échec de la théorie classique est venue avec la
théorie de la relativité d’Finstein. Les lois de la mécanique de Newton n’étaient plus valables
lorsqu’il s’agit de décrire le mouvement d’un corps de vitesse non négligeable devant celle de la
lumiere. Ensuite, une série d’expériences sur les atomes et le noyau atomique ont mis en lumiere
lincapacité des théories classiques a rendre compte des phénomeénes se produisant a cette échelle
microscopique. Cect va donner naissance a la physique quantique.

Ce cours consiste en une premiere présentation de cette physique quantique. Pour comprendre
ce qu’est la théorie quantique, il est important de comprendre les problémes de la théorie clas-
stque qui ont provoqué sa naissance. Nous commencerons donc par décrire bricvement dans le
chapitre 1, une série d’expériences faites au début du siécle dernier et qui n’ont pu trouver
d’explication classique. Les chapitres 2 et 3 seront consacrés aux concepts fondamentauz de la
nouvelle théorie quantique a savoir : la fonction d’onde et son interprétation, la densité de pro-
babilité, le concept d’état quantique, le principe d’incertitude de Heisenberg, etc. Au chapitre
4, nous introduirons 'équation de Schrodinger qui décrit [’évolution de la fonction d’onde. Des
méthodes seront proposées au chapitre 5 pour résoudre cette équation dans le cas des problémes
stmples a une dimension.
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Objectifs généraux

Il s’agit de :
e Comprendre les expériences historiques qui ont conduit & une remise en question de la
théorie classique et a la naissance de la théorie quantique;
e Comprendre les concepts fondamentaux de la nouvelle théorie quantique ;
e Savoir résoudre un certain nombre de problémes simples & une dimension.

Objectifs spécifiques

A la fin de ce cours, et pour atteindre les objectifs généraux, 1’étudiant devra étre capable :

e d’expliquer les expériences historiques qui ont mis en échec certaines des lois de la
physique classique;

e d’expliquer la signification des concepts et principes qui sont a la base de la mécanique
quantique (quantification des niveaux d’énergie, état quantique, probabilité d'un état
quantique, principe d’incertitude de Heisenberg, dualité onde-corpuscule, etc.) ;

e de résoudre I'équation de Schrodinger de facon analytique pour des systemes simples a
une dimension.

Bibliographie

Les étudiants doivent se procurer les présentes notes de cours aupres de leurs délégués. Ces notes
couvrent l’essentiel de la matiere et comporte quelques exercices. En complément a ces notes de
cours, nous encourageons fortement les étudiants, a consulter les documents suivants :

1. C. Cohen-Tanoudji, B. Diu et F. Laloé, Mécanique quantique, vol 1 (Chapitre 1), Ed
Hermann, Paris, 1977.

2. C. Aslanguil, Mécanique quantique 1 : Fondements et premieres applications, Eds de
Boeck, 2008

3. J. L. Basdevant et Jean Dalibard, Mécanique quantique, Eds Ecole polytechnique 2006.
4. J. Hladick et M. Chrysos, Introduction a la mécanique quantique, Dunod (2000)
5. H. Lumbroso, Problémes de phyiques commentés Tome II Ed Masson et Cie, 1972

6. J-P Farges et Y. Gabellini, Eercices résolus de mécanique quantique - avec complément
de cours Ellipses, 2006

Prérequis

Les UE suivantes constituent des prérequis pour ce cours :
1. Mécanique du point PHY 106

2. Electromagnétisme et relativité restreinte PHY 112
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CHAPITRE 1

NAISSANCE DE LA MECANIQUE
QUANTIQUE

A

Max Planck, Albert FEinstein, Arthur H. Compton et  Niels Bohr

1.1 Introduction

Vers la fin du 19°7¢ siecle, la physique parait étre une science achevée. On distingue deux
catégories d’objets : la matiere et le rayonnement.
La matiere est constituée de corpuscules localisées. Leur état est défini a chaque instant par leur
position et leur vitesse. Leur mouvement obéit aux lois de la Mécanique de Newton.
Le rayonnement est défini a un instant donné par un champ électrique et un champ magnétique
en tout point de 'espace. Il unifie I'optique et ’électromagnétsisme et est parfaitement décrit
par la théorie ondulatoire et les équations de Maxwell. A I'inverse de la matiere, il ne semble
pas possible de scinder le rayonnement en corpuscules localisées dans I'espace.
L’énergie des deux types d’objets varie de fagon continue, puisqu’il est possible de modifier la
vitesse des particules ou l'intensité des champs électromagnétiques de quantités aussi faibles que
I'on veut.
Cependant quelques points demeuraient a étre élucidé et parmi ceux ci :
— le spectre de rayonnement thermique émis par les corps portés a haute température ;
— lextraction d’un électron d’un métal a laide d’une onde électromagnétique ou effet
photoélectrique ;
— La diffusion d’un électron par un photon ou effet Compton ;
— le spectre de raies émis par les atomes et notamment par le plus simple d’entre eur,
l’atome d’hydrogene.
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1.2. Rayonnement du corps noir : catastrophe ultraviolette 2

Nombre de physiciens pensaient alors qu’il s’agissait plus de difficultés mathématiques que d’in-
compatibilités fondamentales avec les principes connus de la physique. Pourtant 1’explication
de ces phénomenes va bouleverser la science. Certains résultats expérimentaux ne pouvaient
s’expliquer que par l'acceptation d’une nature corpusculaire du rayonnement et d’autres par
une nature ondulatoire de la matiere. Des théories nouvelles ont été élaborées, notamment par
Max Planck, Albert Einstein et Niels Bohr, pour interpreter ces faits expérimentaux. Ces
théories introduisent une méme idée, incompatible avec la physique classique, la quantifica-
tion : c’est a dire la restriction a des valeurs particulieres des résultats de la mesure de certaines
grandeurs physiques.

Dans ce chapitre nous allons voir comment les fondations de la théorie classique ont été re-
mises en questions et comment de nouveaux concepts ont di étre introduits pour tenir compte
de la réalité expérimentale.

1.2 Rayonnement du corps noir : catastrophe ultraviolette

L’expérience courante montre qu'un corps porté a une haute température émet de ’énergie sous
forme de rayonnement. En fait, cette émission a lieu a n’importe quelle température plus grande
que le zéro absolu.

L’analyse spectrale du rayonnement émis révele un spectre continu ou toutes les fréquences sont
représentées. Le spectre dépend fortement de la température T' & laquelle le corps est porté.
Le rayonnement émis, reparti sur ’échelle des fréquences, est nettement perceptible a 1’oeil aux
environs de 500°C, ce qui signifie qu’a cette température, le spectre présente un maximum dans
le domaine du visible, notamment dans le rouge. Quand la température augmente, le corps vire
au blanc, montrant que toutes les longueurs d’ondes du domaine du visible sont sensiblement
également présentes. Le maximum du spectre se déplagant vers les longueurs d’ondes courtes
(c’est-a-dire des hautes fréquences) quand la température augmente.

Classiquement, I’émission d’un rayonnement par un corps porté a une certaine température T’
s’interprete comme suit : un corps donné contient des particules (atomes, molécules) elles mémes
formées de particules chargées, susceptibles d’émettre du rayonnement quand leur accélération
n’est pas nulle. Or, sous l'effet de ’agitation thermique, la vitesse d’une particule change rapide-
ment d’un instant a 'autre. La particule émet donc un rayonnement. Ce qui explique 1’émission
des corps lorsqu’ils sont portés a une certaine température.

Quand un rayonnement incident tombe sur la surface d’un objet, une partie du rayonnement
est réfléchie, tandis que 'autre est absorbée. Par exemple les objets sombres absorbent plus la
lumiere, tandis que les objets brillants la refletent davantage. Le coefficient d’absorption, a une
longueur d’onde donnée (ou a une fréquence donnée), de la surface d’'un matériau est défini
comme la fraction de I’énergie de rayonnement incident absorbée a cette longueur d’onde. Si un
corps est en équilibre avec son voisinage, a une température constante 1" donnée, il doit émettre
et absorber la méme quantité d’énergie radiante par unité de temps. Autrement, sa température
devra augmenter ou diminuer. Le rayonnement émis ou absorbé dans ces conditions est désigné
sous le nom de rayonnement thermique.

Le corps noir est défini comme un corps qui absorbe tout rayonnement incident (aucune
réflexion, méme partielle) qui tombe sur lui, quelque soit la fréquence v de ce rayonnement.
Cette propriété ne veut pas dire que le corps n’émet rien, bien au contraire : ce qu’il émet est
justement le rayonnement thermique. En d’autres termes, le coefficient d’absorption du corps
noir est égal a 1.
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1.2. Rayonnement du corps noir : catastrophe ultraviolette 3

Corps noir

FIGURE 1.1 — Trou se comportant comme corps noir

Faits expérimentaux : Dans la pratique, on réalise un corps noir en construisant une en-
ceinte rigide, maintenue a une température constante 1 et percée d’une tres petite ouverture
(voir figure 1.1 ). Tout rayonnement incident rentrant dans ’enceinte ne pourra plus en ressortir,
quelque soit sa fréquence : le rayonnement se propage, se réfléchit sur les parois, sillonne le four
(Penceinte rigide) en tout sens et finit par retrouver son équilibre et le maintient. L’ouverture
fonctionne comme la petite surface d’un corps noir. En installant un spectrographe devant le
petit trou, on peut faire l'analyse spectrale du rayonnement thermique du corps noir. Cette
analyse montre que le spectre du corps noir est continu, homogene et isotrope. Pour le décrire,
on introduit la notion de “densité spectrale d’énergie”.
Elle est définie comme 1’énergie du rayonnement contenue dans une unité de volume et pour une
fréquence considérée. Ainsi I’énergie par unité de volume du rayonnement dont la fréquence est
comprise entre v et v + dv s’écrit sous la forme pdr ou p est la densité spectrale d’énergie (en
Jm™3.Hz).
Il s’ensuit que la densité d’énergie totale pyot, correspondant & toutes les fréquences, est la somme
des densités spectrales d’énergies .

Pot = /0 pdv.

Des raisonnements en thermodynamique, permettent de démontrer de nombreuses propriétés et
d’établir des lois précises. Les principaux résultats sont les suivants :

1. La densité spectrale d’énergie, p, est une fonction de la fréquence v et de la température
d’équilibre considérée, T :
p=pT).

2. La courbe représentant la densité spectrale d’énergie en fonction de la fréquence v a
Pallure d’une courbe en cloche asymétrique (voir figure 1.2), passant par un maximum
pour la valeur vy, (ou a une longueur d’onde A,4;). La loi de Wien stipule que le
produit Ay, T est une constante. Plus précisément, on a :

Mnazd = a | ou | Upar =~ bT Loi de Wien I (1.1)

avec a = 2,898 x 1073m.K. Ainsi quand la température augmente, le maximum se
déplace du coté des hautes fréquences (c’est-a-dire des courtes longueurs d’ondes).

3. Wien a, en outre, montré que la densité spectrale d’énergie est proportionnelle & 72 et
devrait avoir la forme

p(v,T)=T3 f(v/T) . Loi de Wien II (1.2)
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1.2. Rayonnement du corps noir : catastrophe ultraviolette 4

4. La densité totale d’énergie du rayonnement d’équilibre thermique est donnée par la loi
de Stefan

prot =0 x T* | Loi de Stefan (1.3)

ou o est la constante de Stefan-Boltzmann.

Spectre d'@mission d’un corps noir
800 T T T T T

T=1500 K
T=2000K -

T=2500K -
700 -

600 |- i
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0 ) | ]
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FIGURE 1.2 — Densité spectrale d’énergie d’un corps noir porté a différentes hautes températures :
T = 1500K, T = 2000K et T = 2500K . En abscisse, les fréquences en 10"*Hz. En ordonnée les
densités spectrales d’énergies en ev.

Interprétation

Les difficultés commencent lorsqu’on cherche la forme explicite de la densité d’énergie spectrale
p(v,T). Pour déterminer cette fonction, il faut pousser le raisonnement au dela de la thermody-
namique et utiliser des modeles théoriques plus élaborés. Apres diverses tentatives, Raleigh et
Jeans ont déduit une forme de p(v,T"), en menant le raisonnement ci-apres.

De la théorie électromagnétique, on peut déduire que le rayonnement thermique issu d’une
cavité devrait étre composé d’ondes électromagnétiques transversales, qu’on peut assimiler a
des oscillateurs harmoniques. On peut alors montrer que le nombre de telles ondes - ou en
d’autres termes le nombre de modes d’oscillations du champ électromagnétique dans la cavité -
par unité de volume, dont les fréquences appartiennent a l'intervalle [v, v + dv| est

AN, = = —dv. (1.4)

Le nombre de modes par unité de volume, par unité de temps et par fréquence est alors :

__dN, 82

n(v) 7 (1.5)

c3
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1.2. Rayonnement du corps noir : catastrophe ultraviolette 5

Si E désigne I’énergie moyenne d’une assemblée de modes de fréquences v, la fonction p(v, T)
est simplement le produit de n(v) avec E :

mv2

p(, T)=n(v)x E = (1.6)

3

Que vaut F

Selon la thermodynamique statistique de Boltzmann (voir un cours de physique statistique),
chaque mode possede une énergie comprise entre E et E+ dFE avec la probabilité A e ElksT R
ol kp est la constante de Boltzmann, kg = 1,38066 x 10723 J. K 1. L’énergie de chaque mode
pouvant prendre, & priori, n’importe quelle valeur entre 0 et co, la probabilité, pour que I’énergie
appartienne a l'intervalle [0, oo[ est égale & I'unité, on en déduit que :

A/meE/kBTdEzl — A= 1 __1
0

/Oo o E/ksT g - KpT
0

L’énergie F du mode apparait comme une variable aléatoire statistique dont la valeur peut varier
de facon continue entre 0 et co. Si on note p(E)dE la probabilité pour que le mode ait I’énergie
E, alors selon les lois de la probabilité,

o o0
E= / Ep(E)dE.
0
L’énergie moyenne par mode est donc donnée par

o0 / " BeElksTqp
E:A/ Ee BlkeTgp — J0__ : (1.7)
0 / e E/ksT R
0

En posant = 1/kgT, on a :

/ Ee PE4E
E: 0

/ e PEJE
0

ol on a intégré le numérateur par parties. On en déduit la densité d’énergie spectrale

1
== =kgT (1.8)

82 . .
p(v,T) = —5—kpT . Loi de Raleigh - Jeans (1.9)
c

Ce résultat est en accord avec les valeurs expérimentales dans la limite des faibles fréquences
(c’est-a-dire des grandes longueurs d’ondes).

Probléemes :
(i) Le résultat (1.9) s’écarte des valeurs expérimentales, puisque p diverge en v? pour des
fréquences élevées, notamment dans 'ultraviolet (voir figure 1.3). Cette divergence de la for-
mule de Raleigh-Jeans pour des hautes fréquences est connue sous le nom de la catastrophe
ultraviolette.
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1.2. Rayonnement du corps noir : catastrophe ultraviolette 6

A Calcul de Raleigh—Jeans
pP(V.T)

Calcul de Planck

3 & Mesure expérimentale

FIGURE 1.3 — Comparaison des résultats de Raleigh-Jeans et de Planck avec les résultats expérimentaux
a 1600 K. Les points représentent les valeurs expérimentales

(74) D’autre part I'expression (1.9) de p(v, T') ne vérifie pas la deuxieme loi de Wien c’est-a-dire
qu’elle n’est pas de la forme T2 x f(v/T).
(7i7) Enfin, la densité totale d’énergie, en tenant compte de (1.9) serait infinie :

%0 Q712

ptot(T)—/ p(y,T)dy—kBT/ 3 dv — 00
0 0

Ce qui est inadmissible.

Théorie des quanta de Planck

Aucune solution n’a été trouvée au probleme de la catastrophe ultraviolette jusqu'a ce que
Planck présente un nouveau modele de la densité spectrale d’énergie basée sur une hypothese
nouvelle. Il suppose que I’énergie d'un mode, c’est-a-dire ’énergie d’un oscillateur de fréquence
propre v ne peut pas prendre n’importe quelle valeur entre 0 et co. Cette énergie ne peut avoir
que des valeurs discretes de la forme nEg oun =1,2,3... et Ejy est une quantité finie d’énergie,
appelée le quantum, qui dépend de la fréquence v. Dans ce cas I’énergie moyenne d’une assemblée
d’oscillateurs de fréquences v, en équilibre thermodynamique est donné par

Suken(-mE)
- n:OOO -0 llogZexp(—BnEo)
Z exp(—pnEy) n=0
n=0

N _ddﬁ [log (1 - expl(—ﬁEo)ﬂ B eXP(ﬁlg)o) -1

La densité spectrale d’énergie est alors

82 Ep
T) = .
pr,T) =~ o :
ex e — —
P\ kgt
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1.2. Rayonnement du corps noir : catastrophe ultraviolette 7

Afin de satisfaire la 2ieme loi de Wien , c’est-a- dire p = T3 f(v/T), Eq doit étre proportionnel
a v, soit By = hv ou h est une constante fondamentale en physique, la constante de Planck. La
densité spectrale d’énergie devient

(1, T) = 8mv? hv
P =73 hv . Loi de Planck (1.10)
exp —1
kpT

Discussion des résultats

1. La loi de Planck est en parfait accord avec les courbes expérimentales (voir figure 1.3).

2. La forme p = T3 f(v/T) devient explicite lorsqu’on pose x = ,J}B—”T ,on a :

T 3 73 563
p(v,T) = 823725@
soit
_ vy 8wkl (W/ke)(v/T)?
p(v,T) =T x f(v/T) ou f (T) - c3hég exp[(h/:B)(V/T)] -1

3. La température T étant fixée, le maximum de p est obtenu pour la valeur de x corres-
3 3
x
. On trouve graphiquement que
el‘ — 6.77 —_

pour x,, ~ 2.821 s0it v = Ve, = bT avec b ~ 2,821 x kTB .

pondant au maximum de est maximum

4. La densité totale d’énergie s’obtient aisément

00 h 00 3d 8 k4 o] 3
Ptot = p(v,T)duz&T r — 2B T de. (1.11)
3 h 353 T _q
0 “ Jo exp(lc?”rﬁ)—l ¢ o €

On montre (voir tables d’intégrales) que

d’ou on retrouve la loi de Stefan
87r5l<:j4B
15¢3h3

Ptot = oT! avec o0 =

Remarques

1. Bien que les calculs on été faits en considérant la densité spectrale p(v,T), notons qu’ex-
périmentalement il est plus facile de mesurer la radiance spectrale R(v,T) qu’on peut
définir comme 1’énergie par unité de surface et par unité de fréquence. On peut montrer
que la relation entre la densité et la radiance est

(v, T) = %R(u, T) |

Par ailleurs, au lieu de définir une densité p(v,T) par unité de fréquene, on peut la
définir plutot par unité de longueur d’onde p(A, T'). On peut montrer (voir exercice) que

p(v, T)dv = —p(\,T)d\ .
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1.3. Effet photoélectrique 8

2. Rappelons I’hypothése qui a permis a Planck d’établir sa formule : I’énergie d’un mode
d’oscillateur ne peut prendre que des valeurs discretes nhy, n = 0,1,2,.... Cette
relation quantifie de fait ’énergie de l'oscillateur. Ceci implique la quantification des
échanges d’énergie. La matiere et le rayonnement de fréquences v ne peuvent échanger
que des quantités d’énergies égales a nhrv, n =0,1,2,.... On appelle quanta les grains
d’énergie de valeurs nhr échangés entre la matiere et le rayonnement.

3. Notons que la valeur numérique de h = 6, 62618 x 10734 J.s est tres petite. Ses dimensions
physiques sont celles de I’[énergie] x [temps| = [longueur| x [impulsion]. Ces dimensions
sont celles d’'une quantité physique appelée 'action. La constante de Planck joue un
role important en physique quantique, comme la vitesse de la lumiere ¢ en relativité. En
relativité, si la vitesse d’'un corps est négligeable devant ¢, alors la mécanique classique
suffit pour décrire ce corps. De méme, si pour un systéme physique donné, une variable
ayant la dimension d’une action est trés grande devant h, alors les effets quantiques sont
négligeable. La physique quantique traite essentiellement des phénomenes se produisant
a I’échelle atomique ou subatomique.

Cette idée de la quantification, selon laquelle I’énergie d’un systéme ne peut prendre que cer-
taines valeurs discretes, était en totale contradiction avec la physique classique. Aussi, a I’époque
de Planck, beaucoup de physiciens n’ont pas accepté 1’idée. Planck lui-méme pensait que c’était
juste une hypothese de travail qui pouvait s’améliorer. Et pourtant, en 1905, Einstein va se baser
sur cette idée pour expliquer l'effet photoélectrique.

Exercices d’application

1. Le spectre du soleil présente un maximum pour la longueur d’onde A = 0, 55um. Evaluer
la température a la surface du soleil.

2. A quelle longueur d’onde se situe le maximum de rayonnement du corps humain assimilé
& un corps noir ?

3. Quelle est la dépendance en fréquence de la densité spectrale dans la théorie classique
de Raleigh et Jeans?
Pourquoi cette formule est-elle inacceptable ? Déduire de cette formule celle dépendant
de la longueur d’onde.

1.3 Effet photoélectrique

L’effet photoélectrique consiste en 1’éjection d’électrons de la surface d’un métal par la lumiere.
Il fut découvert par Heinrich Hertz. Cet effet fut d’abord considéré comme une observa-
tion mineure! Pourtant, son explication, fournit par Einstein en 1905, devait revolutionner
completement la conception du rayonnement. Einstein montra en effet que le rayonnement
électromagnétique consiste en une collection de particules - des quanta de la lumiere - chacune
d’énergie hv.

Faits expérimentaux

Dans un tube a vide transparent (appelé cellule photo-électrique) sont placés une plaque métallique
appelée cathode (C) et un filament appelé anode (A) (voir figure 1.4). La cathode portée & un

Dr K. SODOGA Introduction a la mécanique quantique - Phy208 L2 2019 - 2020



