SORBONNE UNIVERSITE LICENCE DE MATHEMATIQUES L3
UE LU3MAZ263 - INTEGRATION ANNEE 2019-20

EXERCICES ET CORRIGES

En complément du cours de Frangois Bolley et Romain Dujardin

francois.bolley@upmc.fr

Copyright (c) 2006, J. Féjoz. Le contenu de ce document peut étre redistribué sous
les conditions énoncées dans la Licence pour Documents Libres version 1.1






Chapitre 1

Tribus et fonctions mesurables

1. Exercices

1. Ensembles dénombrables (I).
a.Soit n > 1 entier. Montrer que IN" est dénombrable.
b.En déduire que le produit cartésien d’un nombre fini d’ensembles dénombrables est
dénombrable.
c.Soit ' un ensemble dénombrable infini et, pour tout e € FE, soit X, un ensemble

dénombrable de cardinal au moins égal a 2. Montrer que HXe n’est pas dénombrable.
eck

2. Ensembles dénombrables (II). Soit X un ensemble infini dénombrable.
a.Montrer que I’ensemble des parties finies de X est dénombrable.
b.En déduire que ’ensemble des parties infinies de X n’est pas dénombrable.

3. Fonctions monotones.
a.Soit f : [a,b] — R une fonction monotone. Montrer que ’ensemble des points de
discontinuité de f est dénombrable.
(On pourra considérer les ensembles J(n) = {z €]a,b]/|f(z+) — f(z=)| > 1/n})
b.Méme question pour f: R — R.

4. Exemples de limites de sous-ensembles. Si X est un ensemble et (A4,)n>1 C
Z(X), on rappelle les définitions :

limsup A, := ﬂ U Ag, liminf A,, := U m Ap.
" n>1 k>n " n>1 k>n
On dit que A C X est la limite de la suite (Ay)n>1 si:

limsup A4,, = liminf A, = A.
n

n
Si lim sup,, 4, # liminf, A, alors on dit que lim,, A,, n’existe pas.
a.Démontrer que

a) si (Ap)n>1 est croissante (A, C Ap41), alors lim, A, = U,>145,
b) si (Ap)n>1 est décroissante (A,4+1 C A,), alors lim,, A, = Nyp>145,.

b.Déterminer les limites des suites (A, )n>1 et (A),)n,>1 de parties de R définies par

1 1
A, = [_,1} ot A :]_,1}
n n

c.Donner un exemple de suite non constante de parties de R dont la limite est 0, 1].

3



4 1. TRIBUS ET FONCTIONS MESURABLES

d.Déterminer les limites supérieure et inférieure de la suite (Bj),>1 de parties de R
définie par

1 1
an_1::|—2—n,1:| et BQn:|:—1,2+n2|:.

e.Existe-t-il une suite (C),),>1 de parties de R telle que
limsupC,, = [—1,2] et liminfC, =[-2,1] 7
n n

Soient (an)nen et (bn)new deux suites de réels qui convergent respectivement vers —1 et
1.
f. Trouver la condition sur ces deux suites équivalente a

lim [ay, b,] = [-1,1].
n
g.Est-il possible que lim,[ay,, b,| n’existe pas?

5. Exemples élémentaires de tribus. Si F est un ensemble, on appelle singletons
les ensembles {e} avec e € E.
a.Quelle est la tribu engendrée par ’ensemble des singletons d’un ensemble E ?
b.A supposer que le cardinal de F est supérieur a 2, quelle est la tribu engendrée par
I’ensemble des paires (c’est-a-dire des ensembles a deux éléments) de E 7
c.Une partie A de E étant fixée, quelle est la tribu engendrée par ’ensemble des parties
de E contenant A7
d.Soient & et .# deux tribus de E. Décrire simplement la tribu engendrée par & N .F,
puis de la tribu engendrée par & U Z#.
e.Quelle est la tribu de R engendrée par &/ = {[0, 2], [1, 3]} ? Quel est son cardinal ?

6. Tribus et partitions. On rappelle qu’'une partition d’un ensemble E est un
recouvrement (A;);es de E (c’est-a-dire que les A; sont des parties de A dont la réunion
est E tout entier) dont les éléments sont deux a deux disjoint (quels que soient j, k € J
tels que j # k on a A; N A, = 0).
a.Soit A une partie d’un ensemble E distincte de I’ensemble vide et de E lui-méme.
Montrer que la tribu engendrée par {A} est 'union de {(), E} et d’une partition.
b.Soit &7 = {A, B,C} une partition de E en trois sous-ensembles. Décrire la tribu
engendrée par <.
c.Plus généralement, décrire la tribu engendrée par une partition dénombrable de F.

Une tribu & définit naturellement une partition <7z de F, dont les éléments sont les

parties de la forme
T = ﬂ A, zxz€eE.
TEAEE

d.Montrer que &7z est bien une partition de E.
e.Montrer que si la tribu & est au plus dénombrable la partition @7z qui lui est associée
engendre &.
f.Montrer que si & est engendrée par une partition au plus dénombrable % cette partition
est Ae.
g.Quelle partition engendre la tribu de R engendrée par {[0, 1]} 7 et par la paire {[0, 1], [0, 2]} ?
Quel est le cardinal de ces tribus?
h.Montrer que la tribu Z(RR) n’est engendrée par aucune partition de R.
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i.Montrer qu’une tribu infinie & n’est pas dénombrable et que donc la question (e) ne
concerne que les tribus finies. (Indication : Raisonner par I'absurde et montrer que &
serait en bijection avec I’ensemble des parties de la partition qui ’engendre.)

7. Tribus et topologies. On rappelle qu'une topologie sur un ensemble E est une
partie de &(E) qui contient () et E et qui est stable par intersection finie et par union
quelconque. Les éléments d’une topologie sont les (ensembles) ouverts.
a.Comparer les axiomes définissant respectivement une tribu et une topologie.
b.Donner un exemple de topologie qui ne soit pas une tribu.

Soit S une partie quelconque de Z(F). La topologie engendrée par S est la plus
petite topologie contenant S. C’est donc I’ensemble des parties de E qui s’obtiennent
par intersections finies et unions quelconques d’éléments de S.
c.Comparer la tribu et la topologie engendrées par une partition dénombrable de F.

8. Exemples de fonctions mesurables. Soit £ un ensemble.
a.Soient & une tribu de E et A une partie de . Montrer que la fonction indicatrice 1 4
est &-mesurable si et seulement si A € &.
b.Soient o une partition au plus dénombrable de E, & la tribu engendrée par o7 et
f une fonction réelle sur E. Montrer que f est &-mesurable si et seulement si elle est
constante sur chaque partie A € o7
c.Soient & une tribu de E, (f,)nen une suite de fonctions mesurables réelles sur F et
A Tensemble des éléments = de E tels que la suite (f,(2))nen soit de Cauchy. Montrer
que A € &.
d.L’inverse d’une bijection mesurable est-elle toujours mesurable ?
e.Montrer que la fonction f : R — R telle que f(z) = 1/x si x # 0 et f(0) = 0 est
borélienne.

9. Tribu image réciproque. Soient F et F' deux ensembles et f : F — F une
application. Soit %y une tribu donnée de F'.
a.Vérifier que f : (B, Z(FE)) — (F, %) est mesurable.

L’image réciproque de la tribu %y par f est la classe de parties de E notée f~1(%)
et définie par f~1(Fy) = {f~1(B), B € %}; on la note aussi f~(Fy) = o(f).
b.Vérifier que 'image réciproque de %y par f est une tribu.
c.Montrer que si & est une tribu rendant f : (E, &) — (F, %) mesurable alors f ~1 (%) C
& (autrement dit f~1(F) est la plus grossiére des telles tribus &).
d.Déterminer la tribu f~!(%) dans le cas ou (F,.%y) = (R, Z(R)) et o1 f est étagée.
e.Déterminer une classe de parties de E qui engendre f~1(.%;) danslecasot E = F = R,
ou .Zy = B(R) et ou f est la fonction sinus.

10. Tribu image directe. Soient E et F' deux ensembles et f : F — F une
application. Soit &y une tribu donnée de E.
a.Montrer que [ : (E, &) — (F,{0, F}) est mesurable.

L’image directe de &y par f est la classe de parties de F' notée f(&p) et définie par
f(&)={B CF, f7(B) € &}
b.Vérifier que 'image directe de &y par f est une tribu, et qu’en revanche {f(A), A € &}
n’en est pas une en général.
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c.Montrer que si % est une tribu rendant f : (E, &) — (F,.%#) mesurable alors .# C
(&) (autrement dit f(&p) est la plus fine des telles tribus .%#).

d.Si f est une fonction constante, déterminer la tribu f(&p).

e.Soient A € & une partie E et a et b deux éléments distincts de F'. Déterminer f(&p)
dans le cas ou f est la fonction a deux valeurs définie par f(z) =asiz € Aet f(x) =0
siz ¢ A.

f.Faire de méme en supposant maintenant que A n’est pas dans &j.

11. Partitions, extractions et mesurabilité. Soient (E, &) un espace mesurable
et (fn)nen une suite de fonctions mesurables sur (E, &).
a.Si (A;,)nen est une partition dénombrable de FE telle que A,, € & pour tout n € N,
montrer que la fonction f définie sur E par

f(z) = fu(z) sizeA,

est une fonction &-mesurable.
b.Si N est une application mesurable de (E, &) dans (IN, Z(IN)), montrer que la fonction
g définie sur E par

est &-mesurable.

12. Mesure invariante par une application. Soient (F, &) un espace mesurable
et f une application mesurable de (F, &) dans lui-méme. On pourra penser a I’ensemble
FE comme a espace des états d’un systeme physique, aux parties A € & comme aux
événements observables dans une expérience donnée (par opposition aux états = € E,
identifiables aux singletons {x}, qui correspondraient & une connaissance complete du
systéme et qui exigeraient donc une précision maximale pour étre détectés), et & f comme
a lapplication qui régit I’évolution du systéme entre deux instants successifs : si I’état
est z = fO(x) au temps ¢t = 0, état sera f(z) = f'(z) au temps t = 1, f(f(z)) = f?(x)
au temps t = 2, etc.
a.Justifier en une phrase que I’ensemble des événements observables dans une expérience
est, par nature, stable par complémentation et par réunion finie (si de plus il contient
Iensemble E lui-méme, un tel ensemble de parties, s’appelle une algébre de Boole). Que
penser de ’axiome de stabilité par union dénombrable ?
b.Montrer que la mesure image f,u (voir la définition ci-dessus) est bien une mesure sur
(E,&).
c.Considérons le cas ou (E,&) = (R, Z(R)), ou f(z) = 2x pour tout x € R et o p est
la mesure de Lebesgue. Calculer la mesure f,u des intervalles du type [a, b] avec a,b € R
et a <b.

Une mesure p sur (E, &) est f-invariante si fipu = .
d.Interpréter en une phrase le fait que f préserve u, dans le cas ou F est un domaine
de 'espace physique ou a lieu un écoulement fluide stationnaire, ou u est la mesure de
Lebesgue et ou f(x) € E est la position a I'instant ¢ = 1 d’une particule du fluide qui se
trouvait en x € E a l'instant ¢t = 0.
e.Donner un exemple de fonction f : R — R différente de I'identité, telle que la mesure
de Lebesgue soit f-invariante.
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f.Si f est la fonction définie dans la question (c), déterminer toutes les mesures finies
f-invariantes sur (R, Z(R)).

g.Soient n € N*, E = {1,...,n} et & = Z(F). Soit f une permutation de E. Déterminer
les mesures f-invariantes sur (F,&). On rappelle que f détermine une partition o7
de FE, constituée des cycles de f; autrement dit, les parties A € & sont de la forme
A={ny,...,ni}, avec f(n;) =mn;y1 pour i =1,....k — 1 et f(ng) = n1.

13. Tribu invariante d’une application. Soient (F, &, 1) un espace mesuré et f
une application mesurable de E dans lui-méme, au sens que pour toute partie A € & on
a f1(A)eé&.

Une partie A € & est stable par f si f(A) C A. La tribu stable, .#, est I’ensemble
des telles parties de F.

a..# est-elle une tribu de £'7 Si f est bijective ?
b.Montrer que A est stable si et seulement si A C f~1(A).

Une partie A € & est invariante par f si A = f~Y(A). La tribu invariante, .#, est
I’ensemble des telles parties de F.
c.Montrer que .# est une tribu de F.

Une partie A € & est presque invariante par f si la différence symétrique de A et
de f71(A) est de mesure nulle; la différence symétrique de deux parties A et B, par
définition, est la partie AAB = (A\ B) U (B\ A). La tribu presque invariante, ¢, est
Iensemble des parties mesurables (i.e. appartenant a &) presque invariantes.
d.Montrer que _# est une tribu.
e.Montrer que si p est la mesure de comptage on a . = 7.

On considere dorénavant le cas particulier o n est un entier naturel non nul, £
lensemble {1,....,n}, & la tribu &(FE), p la mesure de comptage et f une permutation
de E. On rappelle qu’alors le cycle d’'un élément = de E, que ’on notera Z, est I’ensemble
des images itérées successives de z par f : 7 = {..., f1(x),z, f(z), f2(z) = f(f(x)),...}.
f.Montrer que ’ensemble des cycles de E forme une partition de FE.
g.Déterminer la tribu invariante de f.

L’application f est ergodique si les parties mesurables presque f-invariantes sont
négligeables (c’est-a-dire de mesure nulle) ou de complémentaire négligeable.

h.A quelle condition sur la partition formée par les cycles de E 'application f est-elle
ergodique ?
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2. Solutions

1. Ensembles dénombrables (I).
Correction.
a.L’application ® : IN? — IN définie par
P+ap+g+1)

(p,q) = 5 +4q

est une injection, ce qui montre que IN? est dénombrable. Supposons que pour n > 1 donné,
IN™ soit dénombrable, c’est & dire qu’il existe une application injective ®, : IN® — IN. Alors,
I’application composée

N = IN? x N PN N2 8y

est aussi injective. Ceci montre par récurrence que IN” est dénombrable.

b.Soient (Xi)i=1,...,n une famille finie d’ensembles dénombrables et f; : X; — IN des injections.
Leur produit donne une injection [] X; — IN™ et on sait déja que le terme de droite s’injecte
dans IN, ce qui montre que le produit fini est dénombrable.

c.Par hypothese, il existe une injection {0, 1} — HXG' Or Z(IN) et {0, 1} sont en bijection

eckE
(par l'application qui & une partie associe sa fonction indicatrice). De plus, &(IN) n’est pas

dénombrable. On en déduit que [],. 5 Xe n’est pas dénombrable.

2. Ensembles dénombrables (II).

Correction. On se ramene au cas de X = IN.
a.L’ensemble des parties finies de IN est dénombrable : Vn € IN, I'ensemble X, des parties de IN a
n élélements est dénombrable car X,, C IN". L’ensemble des parties finies de IN est X = U,,en Xy,
qui est donc dénombrable.
b.Soit Y I'ensemble des parties infinies de IN. Alors Z(IN) = X UY. Si Y était dénombrable,
alors Z(IN) aussi, ce qui n’est pas le cas.

3. Fonctions monotones.

Correction.
a.0n suppose f croissante. Pour tout y €la, b], soit ¢(y) = lim,_,, f(x) — lim,_,,_ f(z). Soit
J = {y €la,b]|¢(y) > 0}. On voit que J est 'ensemble des points de discontinuité de f dans
Ja,b[. On a de plus J = UpenJ(n) ou J(n) = {y €la,b]|é(y) > 1/n}. Or J(n) est fini car
L1J(n)| < f(b) = f(a). On a ainsi montré que J est dénombrable.
b.¥n € IN, soit Ky lensemble des points de discontinuité de f dans | —n,n[. D’apres a), K, est
dénombrable. L’ensemble K = U, cn K, est donc dénombrable et c’est I’ensemble des points de
discontinuité de f.

4. Exemples de limites de sous-ensembles.

Correction.
a.ll suffit de démontrer I’énoncé pour une suite déroissante, par passage au complémentaire.
Donc soit (A, )n>1 décroissante : on a

limsup A4, = ﬂ U Ay = ﬂ A,, liminf A, = U ﬂ Ay = ﬂ Ay
" n>1 k>n n>1 " n>1 k>n E>1

Donc lim,, A, = Np>14,. Si (A)n>1 est croissante alors lim,, A, = Up>14,.
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b.Les suites (A,) et (A’,) sont décroissantes. Donc :

lim A, = () An =1[0,1],  limA, = (] A, =[0,1]

n>1 n>1

c.On pose A, := [1/n,1]. Cette fois (A,,), est croissante et :

lim {1,1} = {1,1} =0,1].
n—+oo | N n>1 n
d.Si z € [-2,1], alors = appartient & B,, pour une infinité de valeurs de I'indice n (en 'occurence,
toutes les valeurs paires > 2). Il en est de méme si « € [—1,2] (les valeurs impaires de n jouant
maintenant le réle clef). On a donc [—2,2] C limsup,, B,. D’autre part, si z ¢ [—2,2], on a
x ¢ B, a partir d’un certain rang; donc x appartient au plus & un nombre fini de parties B,, et
x ¢ limsup,, B,,. Par conséquent,
limsup B,, = [-2,2].

n—-+oo
Pour la limite inférieure des B,,, on peut utiliser un argument similaire. Si z € [—1, 1], alors
x € By, pour tout n. On a donc [—1, 1] C liminf,, B,,. D’autre part, si « ¢ [—1, 1], il existe une
infinité de valeurs de l'indice n pour lesquelles ¢ B,,. Donc z ¢ liminf,, B,,. Finalement,
liminf B,, = [-1,1].
n—-+oo
e.Non : on a toujours liminf,, B,, C limsup,, B,, tandis que [—2, 1] n’est pas inclus dans [—1, 2].

f.On a
lirlln [an,bn]) =[-1,1] <= 1i£11]1[ambn] =11
<~ a, < -1, b, <1 pour tout n assez grand.
g.0Oui : par exemple, si a, = —1 et b, = 14+ (—1)"/n pour n > 1, alors en faisant de méme qu’a
la question (a). on peut vérifier que
limsuplan, b,] = [-1,1] et liminfla,,b,] =[-1,1];

n——+o00 n—+00

donc lim,, [a,, b,] n’existe pas, bien que lim,, a,, et lim, b, existent toutes deux.

5. Exemples élémentaires de tribus.

Correction.
a.Analyse — La tribu & engendrée par 'ensemble des singletons de E contient les unions finies
ou dénombrables de singletons, c’est-a-dire les parties finies ou dénombrables de E. Elle contient
donc aussi le complémentaire des parties finies ou dénombrables de F.

Synthese — L’ensemble des parties A de E telles que A ou A€ est finie ou dénombrable est
bien une tribu, et il contient les singletons de E. C’est donc &.
b.Notons .% la tribu engendrée par I’ensemble des paires de E. Les paires de F, en tant qu’unions
de deux singletons de E, sont dans la tribu & de la question précédente. Donc % C &.

Réciproquement, si z, y et z sont trois éléments distincts de E, par exemple le singleton

{z} = {z, v} 0{z, 2} = ({z, ¥} U {2, 2}°)°
est dans la tribu .% ; donc & C %. Dong, si le cardinal de E est supérieur a 3, on a .F = &.
Dans le cas ol E est un ensemble & deux éléments, disons {1,2}, .Z est la tribu grossiere
{0, E'}, tandis que & est la tribu Z(E) = {0, {z},{y}, E}.
c.La tribu engendrée par ’ensemble des parties de E contenant A est ’ensemble des parties B
de E qui contiennent A ou dont I'intersection avec A est vide.
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d.Soient & et .# deux tribus quelconques de E. La tribu engendrée par
ENF={Aec P(E),AcE et Ac F}

est &N .F elle-méme. Mais on prendra garde que généralement la partie
EUF ={Aec PE), AcEouAecF}

de Z(E) n’est pas stable par union finie, donc a fortiori pas par union dénombrable. En réalité,
la tribu engendrée par & U . est

o(UF)={AUB, Ac & et Be F}.
e.La tribu de R engendrée par & = {[0, 2], [1, 3]} contient forcément

0,10,1[,[1,2],]2, 3], 0, 2],10,3], 1, 3], [0, 1{U]2, 3],
{ R, [0,1[¢,[1,2]2,]2,3]¢,[0,2]2, [0, 3]2, [1, 3]¢, ([0, 1[U]2, 3])¢ } '
Cet ensemble de 16 parties est stable par union et par complémentation. C’est donc la tribu
o(4f) cherchée.
Une réponse plus conceptuelle consiste & remarquer que o(«/) est aussi la tribu engendrée
par la partition de R & 4 éléments {[0,1[,[1,2],]2,3],[0, 3]¢}, et posseéde donc les 2* éléments
donnés.

6. Tribus et partitions.

Correction.
a.La tribu engendrée par {A} est {0, A, A°, E}. C’est bien 'union de {(}, E} et d’une partition
{4, A}
b.La tribu engendrée par une partition «# = {A, B,C} est

o(a/) = {0, E,A,B,C, A, B¢,C} = {0, E, A, B,C,BUC,C UA, AU B}.

c.La tribu engendrée par une partition au plus dénombrable &7 = {A;,i € I} (I C IN) contient
les unions (forcément au plus dénombrables)
U4

i€J
de parties A; € &, i€ J, J C 1.
Or, puisque la partition &7 est supposée au plus dénombrable, I’ensemble des telles unions
contient & = Uxe s A et est stable par passage au complémentaire :

(&
(U Ai> = 4
icJ jede
(avec la convention que I'union d’un ensemble vide de sous-ensembles est ’ensemble vide).
Donc o (%) est ’ensemble des unions de parties A € <.
d.Pour tout z € Fonax € Z. Donc UyepZ = E et ensemble &g = {Z},cp est un recouvrement
de E. Pour voir que &7z est une partition, il reste & montrer que deux parties distinctes de E
appartenant & o7z sont disjointes. De fagon équivalente, considérons deux parties Z, § € <7 non
disjointes et montrons qu’elles coincident. Il existe z € Z N gy. Comme z € T, z appartient a
toutes les parties A mesurables contenant x. Donc Z C Z. Réciproquement, montrons que Z C Z.
Supposons d’abord que z ¢ Z. Alors il existe une partie mesurable A € & telle que z € A et
x ¢ A, donc z ¢ A° et © € A°. Comme & est une tribu, A° € &. Donc z ¢ Z, ce qui est
contraire aux hypotheses. Donc x € z. Mais alors le méme argument qui a servi a montrer que
Z C x montre 'inclusion inverse. Finalement, £ = z. Par symétrie, on a de méme y = z. Par
transitivité on a £ = y. Donc &7z est bien une partition de E.
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e.Si & est une tribu au plus dénombrable, T est I'intersection au plus dénombrable de parties
A€ &, donc T € & Comme pour tout x € F on a x € I, pour toute partiec A € & on a

Ac|J=
r€A

Mais d’apres la définition des classes Z, I'inclusion inverse est vraie aussi, de sorte que pour toute
partie A € & on a
A= ]z

z€A
D’apres la question précédente, ceci montre que la tribu & est engendrée par la partition @7z =
{Z, x € E}.
f.Supposons que & est engendrée par une partition au plus dénombrable %. Pour tout x € E on
aT=NgcacrA € B. Donc og C A.

Réciproquement, soit B € % et supposons par 'absurde que B ¢ . Soit « € B. Par
définition de T on a & C B. Comme B ¢ &z, on a donc B ¢ z. Mais T € %, ce qui est
incompatible avec le fait que £ est une partition.
g.La tribu de R engendrée par la singleton {[0, 1]} est, d’apres la question (a),

& ={0,[0,1],[0,1]°,R}.
Elle est donc engendrée par la partition
{[07 1]a [Ov HC} = {[07 1]7] — 00, O[U}Oa +OO[}

et possede 22 = 4 éléments. (Remarquons que [0, 1]¢ n’est pas connexe, puisqu'il est constitué de
deux segments ; pourtant, contrairement a une erreur commune, il n’y a aucune raison de séparer
ses deux composantes connexes. )
La tribu engendrée par la paire {[0, 1], [0, 2]} est aussi engendrée par {[0, 1],]1, 2]}, donc aussi
par la partition
{[0,1],]1,2],] — 00, 0[U]2, +o00[} ;

elle possede 23 = 8 éléments.

h.Supposons d’abord que la tribu Z(R) de R est engendrée par une partition 2/ dont les classes
d’équivalence ne soient pas toutes des singletons de R. Soit A € o7 une classe non réduite a un
singleton. La tribu engendrée par & est incluse dans la tribu engendrée par ’ensemble des parties
de E contenant A. Mais d’apres la question (c) de l'exercice (2), cette derniére est strictement
incluse dans Z(R). Ceci est contraire & ’hypothese.

Donc la tribu &Z(R) ne peut étre engendrée a priori que par la partition {{z}, = € R}.
D’apreés la question (a) de exercice (2), cette partition n’engendre que la tribu des parties
qui sont au plus dénombrables ou de complémentaire au plus dénombrable ; or par exemple ni
lintervalle [0, +oo[ ni son complémentaire ne sont dénombrables. Donc la partition de R en
singletons n’engendre pas Z(R).

Finalement, aucune partition de R n’engendre la tribu Z(R).
i.Supposons par 'absurde que & est une tribu (infinie) dénombrable. D’apres la question (d) elle
est engendrée par une partition .7 et les parties A de & sont exactement les unions de classes
A, € &. Donc & est en bijection avec &(/). De deux choses 1'une : soit la partition &7 est
finie, auquel cas & elle-méme est finie; soit &7 est infinie, auquel cas & a au moins la puissance
du continu. Ceci est en contradiction avec ’hypothese.

7. Tribus et topologies.
Correction.
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a.Les définitions de tribu et de topologie different par les propiétés suivantes : une tribu est
stable par passage au complémentaire et une topologie est stable par union quelconque (et non
seulement dénombrable).

b.La topologie usuelle de R, engendrée par les intervalles ouverts, n’est pas une tribu parce
qu’elle n’est pas stable par passage au complémentaire : par exemple un singleton {z}, z € R,
ne s’obtient pas comme union d’intersections finies d’intervalles ouverts.

c.La tribu et la topologie engendrées par une partition dénombrable &/ de E sont toutes deux
lensemble des unions de parties A € & (cf. exercice 3).

(Mais généralement les deux notions ne coincident pas. Par exemple, les topologies usuelles
sont rarement stables par passage au complémentaire, puisque dans ce cas chaque composante
connexe serait munie de la topologie grossiere. Donc avec les topologies généralement utilisées
les tribus boréliennes contiennent strictement la topologie qui les engendre.)

8. Exemples de fonctions mesurables.

Correction.
a.Pour toute partie borélienne B de R, 'image inverse de B par 14 est A, A¢ ou E selon que B
contient respectivement 1 et pas 0, 0 et pas 1, ou {0,1}. Donc 14 est mesurable si et seulement
siAdeéd.
b.Supposons d’abord que f est constante sur chaque partie A € 7. Notons a4 la valeur prise
par f sur chaque partie A. On a f = >, aals. D’aprés la question précédente, chaque
fonction 1 4 est mesurable. Comme & est au plus dénombrable, f est donc la limite d’une suite
de fonctions mesurables. Donc f elle-méme est mesurable.

Réciproquement, supposons par ’absurde que f est &-mesurable mais qu’il existe une partie
A € o et deux éléments de A sur lesquels f prenne deux valeurs distinctes, disons y et z.
Considérons les deux parties B = AN{f =y} et C = AN{f = z}. B et C sont deux parties non
vides, disjointes, et sont dans &. En particulier ce sont des unions de parties C' € 7. Or elles
ont toutes deux une intersection non vide avec A € of. Ceci est absurde.
c.Un élément = de E appartient a A si et seulement si pour tout entier n > 1 il existe un entier
N tel que pour tout entier p > N et pour tout entier ¢ > N on ait |f,(z) — fy(z)] < 1/n. Donc

A=V U N NA = fal <1/n)

n>1 N>0p>N qg>N

Or, p et ¢ étant fixés, les fonctions f, et f, étant mesurable, il en est de méme de |f, — fq.
Comme lintervalle [0,1/n[ est borélien, les parties {|f, — fy| < 1/n} appartienent & &, ainsi
donc, grace a la stabilité de & par unions et intersections dénombrables, que A.

Autre démonstration : Puisque R est un espace métrique complet, pour tout x € E la suite
réelle (fn(z))n est de Cauchy si et seulement si elle est convergente dans R, donc si et seulement
si la fonction h = limsup f,, — liminf f,, s’annule en x. Donc

A=h"({0).

Or h est mesurable, et le singleton {0} est borélien. Donc A est &-mesurable.
d.Non. Un contre-exemple est donné par l'identité id : x — x de (E, Z(F)) dans (E, {0, E'}),
ot E = {0,1}; en effet, {0} € Z(E) alors que (id~!)~1({0}) = {0} ¢ {0, E}.
e.Pour n > 1 et x € R, notons
_[n si|z| <1/n

gn(z) = { 1/z si|z]>1/n

et
hn(ﬂﬁ) = gn(:v) Ir, + 0.]1{0} = gn(m) Ig,.
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Pour tout n les fonctions g, : R — R sont continues, donc boréliennes. Comme R, est ouvert, il
est borélien ; donc la fonction indicatrice de cette partie de R est borélienne. Donc h, : R — R
est borélienne, comme produit de deux fonctions boréliennes. Or (h,,) converge simplement vers
la fonction f. Donc cette derniere est borélienne.

Une variante astucieuse consiste a introduire la suite des fonctions f,, définies par f,(z) =
x/(z? +n), qui sont continues sur R, donc boréliennes ; (f,,) converge simplement vers f donc f
est borélienne.

Deuxi¢me démonstration : La fonction g : R+ R telle que g(x) = 1/|z| si  # 0 et g(0) =
400 est continue, donc borélienne. Comme de plus R, est borélien, la fonction f =g (Il]R»ﬂ+ —1g~)
est borélienne quand on la voit comme une fonction (R, Z(R)) — (R, Z(R)). Or f est & valeurs

dans R et Z(R) C #Z(R). Donc f est borélienne de I'espace mesuré (R, Z(R)) dans lui-méme.

9. Tribu image réciproque.

Correction.
a.Pour toute partie B € %y de I, f~1(B) est par définition une partie de E, donc est dans
b.L’image réciproque de %, par f est une tribu grace aux propriétés de commutation que f~!
verifie avec les opérations ensemblistes (formules de Hausdorff).
c.Soit & une tribu rendant f : (E,&) — (F,.%) mesurable. Pour toute partie A € f~1(.%) il
existe B € Fg telle que A = f~1(B); donc A € &. Donc .Fg est plus grossiere que &.
d.Si f est une fonction réelle étagée, elle s’écrit comme une somme finie

f= Z ylip=yy

yef(E)

Donc f~1(%(R)) contient exactement les unions d’ensembles de niveaux {f = y} de f. Autre-
ment dit, f~1(%) est la tribu engendrée par la partition de E en les ensembles de niveaux de
I

e.La tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles ouverts bornés B de R. Donc la tribu
image réciproque de Z(R) par sin est engendrée par les images réciproques de tels intervalles par
sin. Il suffit donc de déterminer ces dernieres. Comme la fonction sin est & valeurs dans [—1, 1],
on peut supposer sans perte de généralité que B est inclus dans [—1, 1]. Pour y € [—1, 1], notons
arcsiny l'unique angle x € [—7/2,7/2] dont le sinus vaut y. Comme sin est 27-périodique et
possede la symétrie sinz = sin(r — x) pour tout x, on a

sin™!(B) = (arcsinB U(ﬂ' — arcsin B)) + 277,

ou par exemple 7 — arcsin B est une notation abrégée pour {m — arcsiny,y € B}.

10. Tribu image directe.

Correction.
a.ftM)=0e& et fTYF)=FE€ &, donc f: (E,&) — (F,{0,F}) est mesurable.
b.Le fait que I'image directe de & par f est une tribu découle des formules de Haussdorff.

En revanche {f(A4), A € &} n’est pas forcément une tribu. Par exemple, si f n’est pas
surjective alors F' ¢ {f(A), A € &}.
c.Soit .Z une tribu rendant f : (E, &) — (F,.%) mesurable. Pour toute partie B € %, f~1(B) €
&y ; done, par définition de f(&p), on a B € f(&). Donc f(&) est plus fine que Z.
d.Si f est une fonction constante, montrons que f(&y) = Z(F). Notons y l'unique valeur de f.
Soit B € Z(F). Siy € B alors f~}(B) = E € & donc B € f(&); inversement si y ¢ B alors
f71(B) =0 € & donc B € f(&). Donc f(&) = P(F).
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e.Pour toute partie B € Z(F) on a

0 si{a,b}NB=1

_ A siaeBetb¢ B
1) _

Fm(B) = A° sia¢ BetbeB

E si{a,b} C B.

Donc f(&) = P(F).

f.Supposons maintenant que A n’est pas dans &. Une partie B de F est dans f(&p) si et seulement
si f7Y(B) € &, c’est-a-dire, d’apres le raisonnement de la question précédente, si f~1(B) = 0 ou
R, c’est-a-dire si B contient soit ni a ni b, soit les deux. Donc f(&p) est la tribu engendrée par
I’ensemble des parties de F' qui contiennent a et b ou qui sont d’intersection vide avec la paire

{a,b}.

11. Partitions, extractions et mesurabilité.
Correction.
a.Pour toute partie borélienne A de R, on a

W= Aanfal(4).

nelN

Or les fonctions f,, sont mesurables donc f, “}(A4) € & pour tout entier n. Par suite, les axiomes
de définition d’une tribu font que f~!(A) est dans &. Donc f est mesurable.

b.Cette question est un cas particulier de la précédente : en effet, si on pose 4, = {z: N(z) =
n}, on obtient f = g, et par ailleurs les A,, ainsi définis sont bien dans & car N est mesurable.

12. Mesure invariante par une application.

Correction.
a.Observer qu'un événement A se produit, c’est observer que 1’événement contraire A° ne se
produit pas, et vice-versa; donc l’ensemble & des événements observables est naturellement
stable par passage au complémentaire. De méme, observer que 'un des deux événements A ou B
se produit, c’est observer que 1’événement AU B se produit ; donc 'ensemble & est naturellement
stable par union finie. Donc 'ensemble & des événements observables est naturellement une
algebre booléenne.

L’axiome de stabilité par union dénombrable est moins intuitif, comme tout ce qui a trait
a linfini. C’est la pratique mathématique qui a vraiement imposé cet axiome, sans lequel les
algebres de Boole sont des objets trop généraux pour avoir une riche théorie de la mesure.
b.f.u est bien définie sur & parce que f est mesurable. D’autre part, comme f~*() =0, on a
(fer(0) = p(@) = 0. Enfin, soit (Ay), est une famille d’éléments, deux & deux disjoints, de la
tribu &. On a f~1(U,A,) = U, f~1(A,). La famille (f~1(A,)), est disjointe, donc la propriété
de o-additivité de p implique celle de f.p. Donc f.u est une mesure sur (E, &).
c.Sia<bona

Fonlla, b)) = (a2, b/2)) = * 2

d.Supposons que E est un domaine de I’espace physique ot se produit un écoulement fluide et
que p est la mesure de Lebesgue, c’est-a-dire le volume euclidien sur E. Notons f,(z) € E est
la position a l'instant ¢ = n d’une particule du fluide qui se trouvait en x € E a Uinstant ¢ = 0.
Si I’écoulement est stationnaire, la suite des applications f, est stationnaire : f, = f,+1 pour
tout n, et 'on peut noter f 'application d’évolution du fluide entre deux instants n et n + 1
quelconques séparés par une unité de temps.
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Dans ces conditions, si de plus p est f-invariante, pour tout borélien A de E on a (fiu)(A) =
w(A) = u(f~1(A)); le fluide qui se trouvait dans le domaine f~1(A) & I'instant n se trouve dans
le domaine A & linstant n + 1, et ’égalité dit précisément que le volume de cette partie du
fluide est inchangé. L’invariance du volume p par la loi d’évolution f est donc la traduction
mathématique de la propriété physique d’incompressibilité.
e.La mesure de Lebesgue est invariante par exemple par la translation f : x — = + 1. En fait,
c’est évident sur les intervalles, puisque si @ < b on a

FA(a, b)) = Ma+1,b+1]) =b—a = Afa, b)) ;

mais 'invariance de A par f en général découle du théoreme de prolongement de Carathéodory.
f.Soit p une mesure invariante pour la fonction f de la question (d). Pour tout = > 0, on a
w([0,2]) = w([0,2/2]) donc, puisque w est supposée finie, p(]z/2,2]) = 0. Comme 0, +00] est
une union dénombrable de tels intervalles, 1(]0, +oco[) = 0. De méme, p(] — 00,0[) = 0. Donc
#(R\ {0}) = 0. Finalement, on voit que p ne charge que le singleton {0}. Notons m = u({0}) €
[0, 4+00[. Alors = mdy, ol m € [—00, 00] et ol dg est la mesure de Dirac en 0.
g.Soit 4 une mesure sur £. Notons a, = u({z}), r € X. Comme X est finionapu=7) v a0,

Supposons p f-invariante. Pour tout z € X, on a a, = af-1(z), b, par récurrence on voit
que si z et y appartiennent au méme cycle de f on a a, = a,. Donc la fonction z € X +— a, est
constante sur chaque cycle de f ; autrement dit, elle induit une fonction a sur /. Réciproquement,
si a induit par passage au quotient une fonction sur la partition <7, la mesure p est bien f-
invariante.

Donc les mesures f-invariantes sont les mesures de la forme

= Z&A <Z(5$>, avec a: A€ o — ay € [0,+00] ;

Aedf z€A

autrement dit, ce sont les mesures p qui, restreintes a chaque cycle de f est sont uniformes.

13. Tribu invariante d’une application.

Correction.
a..Z peut étre une tribu, comme le montre ’exemple ou f est I'identité de E et ou donc .4 = &.

Mais ce n’est pas le cas en général : si E = {0,1} et si f(0) =0et f(1) =0, le singleton {0}
est stable sans que son complémentaire, {1}, le soit.

Un contre-exemple dans lequel f est bijective est la contraction borélienne f : R — R,
x — x/2. Alors par exemple le segment [0, 1] est stable, tandis que son complémentaire ne 'est
pas.
b.Si A est stable, f(A) C A, donc f~1(f(A)) C f71(A). Or A C f~*(f(A)). Donc A C f~1(A).

Réciproquement, si A C f~1(A), alors f(A) C f(f~(A)). Or f(f~*(A)) = A. Donc A est
stable.
c.D’abord on a f~1(0) =0, donc 0 € .#.

D’autre part, si A € .#, on a f71(A°) = (f~1(A))¢ = A°; donc .# est stable par passage au
complémentaire.

Enfin, si (A;) est une suite de .7,

FHUA) = Ui f7HA) = UiA;,

donc U;A; € 4. Donc . est aussi stable par union dénombrable.
Donc .# est une tribu.
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d.D’abord on a f~*(0) =0, donc f~(0)AD =0, donc P € 7.
Remarquons ensuite que pour toutes parties A et B on a AAB = (AN B°) U (A°N B), et
donc A°AB¢ = AAB. Donc, si A est presque invariante,

FTHA)AA = (fTH(A)°AA° = f7H(A)AA

est p-négligeable (c’est-a-dire de p-mesure nulle) et A€ #.

Soit enfin (A4;) une suite de _#. Notons B; = f~1(4;). On a

(UZAZ) A (Uij) = (UlAl \ Uij) @] (Uij \ UZAZ) C UZ(AZ \ Bl) @] Uz(Bz \AZ) = U; A;AB;.

Donc U; A; est presque invariante.

Donc _# est une tribu.
e.Comme l'ensemble vide est de mesure nulle, on a toujours ¥ C _Z.

Si p est la mesure de comptage, I'unique partie de mesure nulle est la partie vide, auquel cas
on adonc S = 7.
f.Pour tout « € E, le cycle T contient z. Donc les cycles sont des parties non vides de E et ils
recouvrent £ = U,eg{z}. De plus, les cycles sont deux & deux disjoints. En effet, si = est a la
fois dans deux cycles g et z, il existe deux entiers relatifs p et ¢ tels que z = fP(y) = f%(z), donc
y = f47P(z) est dans Z; mieux, § C z. Par symétrie, § = Z. Donc {Z,z € E} est une partition
de E.
g.La tribu invariante de f est la tribu engendrée par 'ensemble des cycles de f.
h.Si cette partition contient au moins deux classes distinctes Z et 7, alors par exemple T est une
partie de E qui est f-invariante et distincte de @) et de E. Donc f n’est pas ergodique.

Inversement, supposons que f ne possede qu'un seul cycle. Supposons par l'absurde qu’il
existe une partie A € Z(E) \ {0, E} f-invariante. Soient alors z € A¢ et y € A. Comme f n’a
qu'un seul cycle, il existe un entier relatif p tel que y = fP(x). Donc x € f~P(A). Or f~1(A) = A,
donc par récurrence f~P(A) = A. Donc x € A, ce qui est contradictoire.

Donc f est ergodique si et seulement si elle ne possede qu’un seul cycle.



Chapitre 2

Mesures et intégration

1. Exercices

1. Mesures images.
a.Soit (X, .#7,v) un espace mesuré, (Y, %) un espace mesurable et f : (X, o) — (Y, %)
une fonction mesurable. Montrer que p : % — R, définie par u(B) = v(f~1(B)) est
une mesure sur (Y, %). On écrit p = f.v.
b.Soit (X, «7,v) = (]0, 1], #(]0,1[), ) avec A mesure de Lebesgue. Soit p une mesure de
probabilité quelconque sur (R, B(R)) et soit :
F(t) = p((—o0,t)),  tER
la fonction de répartition de p. Soit f :]0, 1[— R définie par
f(z) :=inf{t: F(t) >z}, x €]0,1].

Prouver que p = fi.
c.Calculer la fonction f de la question précédente pour les p suivantes :
01 + 02

2 Y
p=(a+1)z% gy (z)dz, o> -1,

ou ¢, est la Delta en x, voir I’exercice précédent.

p="0z, p= p=1pgz(z)dr,

2. Le théoréme de récurrence de Poincaré. Soient (F, &, ) un espace de pro-
babilité et f : E — E une application mesurable qui préserve p : fip = p.

SiAe & etxe A, xest A-récurrent s'il existe une infinité d’entiers naturels n tels
que la n-iéme image itérée de = par f soit dans A : f"(x) € A. Notons A Pensemble des
points A-récurrents.
a.Montrer que, pour toute partie A € &, A est de mesure pleine dans A, c’est-a-dire
que pu(A) = wu(A) (théoréme de récurrence de Poincaré, 1899); on pourra considérer
I’ensemble mesurable B = A\ A des points de A qui ne sont pas A-récurrents, écrire B
comme la réunion dénombrable des ensembles B,, des points de A qui ne retournent pas
dans A aprés un temps fini n (n > 1), montrer que pour tout n > 1 les parties f~"*(B,,),
k € IN, sont deux a deux disjointes, puis conclure en utilisant la finitude de u.

Considérons une boite séparée en deux par une cloison étanche, et supposons qu’un
gaz constitué d’un grand nombre N de molécules soit initialement confiné dans I'une des
deux parties. Si on enléve la cloison, 'expérience montre que le systéme évolue vers son
équilibre statistique ou les molécules de gaz sont réparties uniformément, & de petites
fluctuations pres, dans toute la boite; cette constatation a été formalisée par le Second
Principe de la Thermodynamique.

17
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b.Cette expérience est-elle compatible avec le théoréme de récurrence de Poincaré (pa-
radoxe d’Ehrenfest, 1957) 7

3. Entropie d’une partition. Soit £ un ensemble de cardinal fini n > 1, muni de
la tribu discrete & (E) et de la mesure de probabilité uniforme pu, c’est-a-dire telle que
pour tout x € E on ait pu({z}) = 1/n. Maintenant soit 7 une partition de E. L’entropie
de o est le réel positif

H(e) = = 3 p(A)In pu(A).

Aed
a.Quelle est I'unique partition d’entropie nulle ?
b.Soit A une partie de E de cardinal k telle que 0 < k < n. Quelle est 'entropie de la
partition {A, A}, en fonction de n et de k7
c.Montrer que si la partition o/ posséde une classe A non réduite & un singleton I’entropie
de o/ n’est pas maximale. En déduire la partition de E d’entropie maximale.
d.Supposons qu’une expérience de laboratoire permette de déterminer a quelle partie A €
&/ un certaine quantité physique = € E appartient. Expliquer en une phrase pourquoi
Ientropie H (/) mesure la qualité du dispositif expérimental.

4. Pourquoi la tribu borélienne ? Nous allons montrer que la mesure de Le-
besgue ne se prolonge pas en une mesure sur Z(R) qui soit invariante par translations.
Ce fait justifie qu’en Théorie de la mesure on s’intéresse a une classe plus petite de
parties de R, par exemple a la tribu borélienne de Z(R).
a.Montrer que I’application pu, longueur des intervalles, ne se prolonge pas en une mesure
sur Z(R) invariante par translation. Indication : Soit R la relation d’équivalence sur
I = [0,1] qui identifie deux nombres réels dont la différence est un nombre rationnel.
Soit. A un systéme de représentants de R, c’est-a-dire une partie de I qui contienne un
et un seul point de chaque classe d’équivalence ; I’existence d’une telle partie repose sur
I’axiome du choix non dénombrable. On pourra raisonner par ’absurde et déterminer la
mesure de A.
b.Déduire de ce qui précede que Z(R) est strictement inclus dans Z(R).

5. Une mesure diffuse purement atomique. Soit F un ensemble dont le cardi-
nal est strictement supérieur au dénombrable. Soit & la tribu engendrée par 1’ensemble
des singletons de F, c’est-a-dire la classe des ensembles au plus dénombrables ou de
complémentaire au plus dénombrable. Posons enfin, pour A € &, pu(A) = 0 si A est au
plus dénombrable et p(A) =1 si A¢ est au plus dénombrable.
a.Dans le cas particulier ou F est I’ensemble R, donner un exemple de partie qui ne soit
pas dans la tribu &.
b.Montrer que p est une mesure de probabilité (c’est-a-dire une mesure (positive) telle
que j(E) = 1).
c.Vérifier que p est diffuse, c’est-a-dire que pour tout x € E on a u({z}) = 0.
d.Déterminer les atomes de u, c’est-a-dire les parties A € & de mesure strictement
positive et telles que pour toute partie B € & incluse dans A on a u(B) = 0 ou pu(A\B) =
0. En déduire que p est purement atomique, c’est-a-dire que E est I'union d’atomes de

L

6. Fonctions intégrables.
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a.La somme de deux fonctions intégrables est-elle intégrable 7

b.Le carré d’une fonction intégrable est-il intégrable ? Une fonction de carré intégrable
est-elle elle-méme intégrable ?

c.La composée de deux fonctions intégrables est-elle intégrable ?

d.Soit p une mesure sur un expace mesurable (E,&). Soit (f,)nen une suite de fonc-
tions mesurables positives qui converge simplement vers f. On suppose qu’il existe une
constante K telle que [ f,, du < K pour tout entier n. Montrer que

/fdu<K.

7. Le Théoréme de Scheffé.
a.Soit (X, o7, p) un espace mesuré, f € L1 (X, o7, 1) et (fn)n>1 une suite de L1(X, o7, )
telle que

lm [ fudu = / Fdy

Montrer que si les fonctions f,, sont positives et si la suite (f,,) converge presque partout
vers f, alors (f,) converge vers f dans L'. (On pourra considérer g, = min(f, f,) et
utiliser I'égalité |f — fn| = f + fn — 29n)
b.Soit f, € L'(R, %, \) définie par f, = nlyo.1/n) — PLj—1 /00

— Montrer que (fy)n>1 converge vers 0 sur R.

— Montrer que lim, [ f,d\ = 0.

— La suite (f,)n>1 converge-t’elle vers 0 dans LP (p > 1)7

8. Inégalité de Fatou stricte. Notons )\ la mesure de Lebesgue de l'intervalle
[—1,1]. Soit g la fonction définie sur [—1,1] par g(z) = 1 si € [0,1] et g(x) = 0
sinon. Soit encore (f)nen la suite de fonctions définie par f,,(z) = g(x) si n est pair et
fn(x) = g(—x) si n est impair. Montrer que

/ (hminf fn> d\ < lim inf/fn dA.
n—-+o0o n—-+o0o

9. Un critére d’intégrabilité. Soit (E, &, 1) un espace mesuré. Pour toute fonc-
tion mesurable réelle f sur £ on note ¢ la fonction

pr:teRT = u({f>1t}).

a.Montrer, si f étagée positive, que ¢ est mesurable, étagée et positive et que la formule
suivante est satisfaite :

(1) [ oa= [ san

b.L’identité précédente est-elle vraie dans le cas d’une fonction mesurable positive quel-
conque ?
c.Est-elle vraie dans le cas d’une fonction intégrable quelconque ?
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d.Montrer que pour toute fonction mesurable sur E & valeurs dans R™ et pour tout
p €]0,00[ on a

[orau=p [ uits >t

Soit, ||-|| une norme mesurable sur (R%, %%) (d > 1) telle que la mesure de Lebesgue
de la boule unité

BY={z e R% || <1}
soit finie; rappelons en particulier que ||| : R — RT est une fonction homogene,
c’est-a-dire telle que pour tout x € R et pour tout p € R on a ||pz| = |p| ||z||.

e.Utiliser ce qui précede pour trouver la condition sur les entiers d > 1 et p > 1 pour
que la fonction

frzx— —=
(1"

soit intégrable sur B¢ par rapport & la mesure de Lebesgue.

10. Une application du théoréme de convergence monotone. Soit f : [0,1] —
R une fonction mesurable. Déterminer la limite de

! dt
/o VI®Z+1/n

11. Une application du théoréme de convergence dominée. Soient a et b
deux réels tels que a < b, et f :]a,b[— R une fonction borélienne bornée intégrable par
rapport a la mesure de Lebesgue et telle que lim,_,,+ f(x) = v € R. Montrer que pour

tout t €]a, b[ la fonction x — f(z)/+/(x — a)(t — z) est intégrable sur |a, t], puis calculer
lim /(@)
t—at la,t[ \/ (l’ — CL) (t — l’)

dzx.

12. Intégration par rapport a une mesure image. Soient f : (E,&) — (F, %)
une application mesurable et p une mesure bornée sur (E,&). Notons f.u la mesure
image de p par f, c’est-a-dire la mesure de (F,.%) définie par

fen(B) = p(f~1(B))

pour toute partie B € .%.
a.Montrer qu’'une fonction ¢ : FF — R .#-mesurable est f,u-intégrable si et seulement si
¢ o f est p-intégrable et que dans ce cas les deux intégrales coincident :

/E¢Ofdﬂz/F¢d(f*M);

cette égalité fondamentale est la formule d’intégration par rapport ¢ une mesure image.
Dans le cas particulier ou f est un difféomorphisme entre deux ouverts de R, la mesure
image fyu peut étre explicitée en fonction du déterminant de la différentielle de f, et la
formule devient alors la formule du changement de variable.
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Considérons dorénavant le cas particulier ou (F,.#) = (R, ZA(R)) et ou ¢ est la

fonction identité de R.!
b.Ecrire I’égalité de la question précédente dans ce cas.
c.Trouver dans la vie courante un exemple d’espace mesurable (E, &) (différent de R
lui-méme) et de variable aléatoire f pour chacune des deux mesures images suivantes :

— loi binomiale de parametres n € IN et p € [0,1] :

n
faopt = Z CFpk(1 — p)" %6, (ol 6 est la mesure de Dirac en k).
k=0

— loi uniforme sur une partie A de R.
Par exemple, pour la loi binomiale on pourra se référer a un jeu de loto ou 'on tire n
boules parmi une infinité, ayant deux couleurs possibles dans une proportion de p et
1—p.

13. Centre de masse. Soient K un compact de R%, m une mesure bornée portée
par K (c’est-a-dire m(K°¢) = 0) et M = m(K) la mesure de K. On pourra penser a m
comme & une distribution de masse dans K C R?% et & M comme & la masse totale de la
distribution.
a.Décrire la mesure m dans le cas particulier ou la distribution de masse comprend
une masse ponctuelle (chargant un point p € RY) et une masse linéique (chargeant une
courbe continue v : [0, L] — R?, L > 0, paramétrée par son abscisse curviligne).
b.Montrer qu'’il existe un unique point g(m) € R tel que

ulgm) = 5 [ ula) dmo)

pour toute forme linéaire u sur R?. Pour définir ¢, on pourra commencer par s’intéresser
aux formes linéaires z € R? — z;. Le point g(m) s’appelle le centre de masse de la
distribution m.

c.Si my et my satisfont aux mémes hypotheses que m, montrer que g(my + ms2) est le
barycentre des points g(m;) affectés des coefficients m;(R?) (propriété d’associativité du
centre de masse).

14. Noyaux probabilistes. Soient (X, .%7) un espace mesurable et v un noyau sur
(X, o), c’est-a-dire une application

v:Xxo =R (z,4) = v(z,A)
satisfaisant les deux propriétés suivantes :
a) pour tout x € X, lapplication v(z,) : A € & +— v(x, A) est une mesure;
b) pour tout A € &7, la fonction v(-, A) : z € X — v(x, A) est o/-mesurable.

a.Soit p une mesure sur «/. Montrer que I’application notée uv et définie par
wv s —RT, Ae /(du) v(-,A) = /du(m) v(z, A)
est une mesure (dans 'intégrale, il est ici plus agréable noter la mesure avant la fonction).

1. En Théorie des Probabilités, la fonction f s’appelle alors une variable aléatoire et la mesure image
f«p s’appelle la loi de f.
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b.Soit f une fonction mesurable positive. Montrer que la fonction notée v f et définie
par

i X = RY, :n'—>/d(u(:r,-))f—/u(x,dy)f(y)

est une fonction positive «/-mesurable.
c.Avec les notations précédentes, montrer qu’on a la regle d’associativité suivante :

[ = [ dutws)

d.Montrer que, si w est un autre noyau, 'application
vw: X x o - RY, (2,A4)— /V(:U,dy)w(y,A)

est un noyau.

Dans la suite, on décrit des exemples de noyaux.
e.Montrer que si 6 : X — X est une application mesurable, ’application

vg: X x o - R, (z,A) = 14(0(x))
définit un noyau ; puis montrer que si n > 1 on a ()" = vgn (ou la puissance du noyau
est prise au sens de la question (d)).
f.Calculer Avy en fonction de la mesure image de \ par 6 lorsque X est l'intervalle [0, 1],

&/ sa tribu borélienne et A la mesure de Lebesgue sur [0, 1].
g.Expliciter cette mesure Ay dans le cas ou 6(x) = 2z (mod 1).

Dans la suite, on suppose que X est un ensemble dénombrable muni de la tribu
P(X). Soient M : X2 — R™* une application quelconque et vy, application

vy X x P(X) =5 RY, (2,4) = Y M(z,y)laly).
yeX
h.Montrer que vj; est un noyau et caractériser en fonction de M les noyaux vy tels
que pour tout z € X la mesure vys(z,-) soit une probabilité ; vy prend alors le nom de
noyau de probabilité.
On suppose désormais que vjp; est un noyau de probabilité.
i.Montrer que si pg est une probabilité sur X, pour tout entier n > 1 la formule

n({z}) = po({z1}) M(z1,22) ... M(2p—1,20), = (z1,....,25) € X",
définit une probabilité sur (X", Z(X")).
j-Montrer qu’il existe au plus une unique probabilité ; sur X7 telle que pour tous n € IN,
pEZetaxf,..x)c X, on ait
p({x € X2, xp = a9, o, 2ppn = 20}) = pin (25, ..., 29).
(Un théoreme de Kolmogorov affirme qu’'une telle probabilité u existe. En Probabilités,

M s’appelle une matrice de transition, pg est une probabilité initiale, et les noyaux
probabilistes servent a étudier les chaines de Markov.)
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2. Solutions

1. Mesures images.

Correction. b. Piste : démontrer que pour tout z €]0,1] et ¢ € R on a F(t) > z si et
seulement si f(z) < t; trouver une expression explicite pour f~!([t,+oc[) pour tout ¢t € R;
vérifier que A(f~1([t, +o0[)) = u([t, +00]).

2. Le théoréme de récurrence de Poincaré.
Correction.
a.On a R
A={zxe A, Yn>13p>n fP(z) € A},
donc le complémentaire B de A dans A est
B={reA In>1%>n fPz) ¢ A} = Ups1 By,

avec
B, ={z €A Vp>n f(z) ¢ A}.

L’ensemble B,, est donc la partie de A des points qui ne reviennent plus dans A & partir du

temps n.

Fixons un entier n > 1. La suite (f~P(B,,))p>1 de parties de E n’a pas de raison, en générale,
d’étre disjointe. Nous allons cependant montrer que la suite extraite (f~*"(B,,))x>1 obtenue en
ne gardant que les exposants p multiples de n est disjointe. Supposons par I’absurde qu’il existe
deux entiers 1 < k < [ tels que f~*"(B,,) N f~"(B,) C E soit non vide. Soit  un point dans
cette intersection. Alors le point y = f"*(x) appartient & B,, et son image par U=k) aussi,
puisque

By 3 f" () = "R (F ().
Or B,, est I’ensemble des points z € A tels que z ne revient plus dans A & partir du temps n. Ceci
est en contradiction avec les propriétés de y, puisque n(l — k) > n. Donc la suite (f~*"(B,,))k>1
est disjointe.

Comme g est invariante par f, les parties f~"*(B,,), k > 1, ont toutes méme mesure u(B,,).
Comme p est finie, cette mesure est nulle. En particulier, B,, est de mesure nulle pour tout entier
n > 1. La o-additivité de p implique

p(B) = p(Un>1Bn) < u(By,) =0.

Comme A est 'union disjointe de A et de B, on a bien pu(A) = u(A) + p(A\ A) = u(A), soit
u(A) = p(A).

(Un renforcement considérable de ce théoréme de Poincaré, dii & Birkhoff (1931), fera objet
d’un exercice ultérieur.)
b.Pour I'expérience décrite, I'espace E est I'espace des phases du gaz, c’est-a-dire I’espace des
positions et des vitesses de chacune des N particules (voir n’importe quel livre de Mécanique
statistique, par exemple celui de Landau et Lifshitz). Comme N est typiquement de l'ordre de
la constante d’Avogadro ~ 10?3, la dimension 6N de E est trés grande. L’application f est celle
qui régit I’évolution du systéme pendant par exemple une unité de temps.

Admettons que les hypotheses du théoreme de Poincaré sont vérifiées et considérons une
partie mesurable A qui soit une boule de petit rayon, centrée en la condition initiale choisie, ou
les molécules sont toutes dans une moitié de la boite, avec des vitesses données. Le théoreme
de Poincaré affirme qu’avec une probabilité totale par rapport aux conditions initiales dans A
I’état du systeme repassera par A, et méme une infinité de fois. Autrement dit, en attendant
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suffisament longtemps on est certain de voir le gaz, sans aucune influence extérieure, se confiner
dans une moitié de la boite!

Mais le théoreme de Poincaré ne dit rien quant au temps n minimum pour revenir & une
situation tres dissymétrique; or ce temps peut étre tres long, plus long que la durée d’une
expérience de laboratoire, voire méme que la durée de vie de 'univers. A inverse, les lois de la
thermodynamique ne sont justifiées, en Mécanique statistique, qu’a la limite quand le nombre N
de particules tend vers I'infini et donc quand le temps de retour a une situation tres dissymétrique
tend vers U'infini. Donc les domaines de validité de ces deux prédictions divergentes sont disjoints.

3. Entropie d’une partition.

Correction.
a.Soit &7 une partition de F d’entropie nulle. Une partie A € &/ n’est pas vide, donc sa mesure de
comptage n’est pas nulle. Dans la définition de I’entropie, tous les termes de la somme ont méme
signe, donc sont tous individuellement nuls : pour toute partie A € &7, on a u(A)Inu(A) = 0,
et donc u(A) = 1. Donc A est Pensemble E tout entier. L’unique partition d’entropie nulle est
donc la partition grossiere {E}.
b.En appliquant la définition de I’entropie on obtient

H{AAY) = —pu(A)lnp(A) - p(A°) In p(A°)

() (R0

c.Soit A € & une partie de cardinal k tel que 2 < k < n. Un simple calcul permet de vérifier
que
k. k k-1, k—1 1_ 1

———In— < — In
n on n n non

donc si x est un élément de A on a

—p(A) Inp(A) < —p(A\{z}) Inp(AN\ {z}) — p({z}) Inp({z}).

Donc 'entropie de la partition obtenue & partir de & en subdivisant A en A\ {z} et {z} est
supérieure & ’entropie de 7.

Donc la partition d’entropie maximale est la partition de E en singletons et son entropie
vaut Inn.
d.D’apres la question précédente, I'entropie H (%) d’une partition &7 est d’autant plus élevée
que les parties A € & sont petites; donc H croit avec la sensibilité de I’appareil de mesure.

4. Pourquoi la tribu borélienne ?

Correction.
a.Supposons par 'absurde que p se prolonge en une mesure sur (R, #(R)) invariante par les
translations. Par définition de A, pour tout réel z € I il existe un unique a € A et un unique
r € Q tels que x = a + r. Donc

ICUeqA+r), A4+r={a+racA}.
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On a
p(I) < p(Ureq(A+71)) (croissance) = Z w(A+r) (c-additivité)
reQ
= Z u(A) (invariance par translation)
reQ
_ 0 siu(Ad)=0
o oo sipu(A4) >0,

Comme p(I) = 1, la seule possibilité est que p(A) soit strictement positive.

Comme A est 'union de 49 = AN[0,1/2] et de A3 = AN [1/2,1], nécessairement parmi
Ap et A; il existe une partie de mesure strictement positive. Supposons par exemple que l'on a
1(Ag) > 0 (Pautre cas étant analogue). On a

Ureqno,1/2)(Ao +7) C 1,

et cette union est disjointe d’apres la définition de A. Donc, par les mémes arguments que ci-

dessus on a
u(l) > Z p(Ag +1) = Z 1(Ao) = 400,
reQn[o,1/2] reQn[0,1/2]
ce qui est absurde puisque p(l) = 1.
b.Si A était borélien, le méme raisonnement avec la mesure de Lebesgue conduirait & une ab-
surdité analogue. Donc A est un exemple de partie non borélienne de R.

5. Une mesure diffuse purement atomique.

Correction.
a.Dans le cas ou E = R, 'intervalle [0, +00[ n’est pas dans & parce que ni lui ni son complémentaire
] — 00, 0[ ne sont au plus dénombrables.
b.Parmi les axiomes qui définissent une mesure de probabilité, seule la o-additivité de u n’est
pas immédiate. Soit {A;};ecs une famille au plus dénombrable de parties A; € & deux a deux
disjointes.

Si pour tout indice j € J la partie A; est dénombrable, alors U; A; elle-méme est dénombrable
et ’on a bien

n(U;A45) = ZM(AJ‘) =0.

Sinon, il existe j € J tel que A; soit non dénombrable. Or les Ay sont deux & deux distinctes
et A;° est au plus dénombrable. Donc Ui, A C A;¢ est au plus dénombrable. Donc p(A4;) =1
et, pour tout indice k # j de J, u(Ag) = 0. Dans ce cas on a bien

p(UjA;) =1 = pu(A;) + > p(Ag).
k]

c.Un singleton étant en particulier une partie finie de F/, sa mesure est nulle. Donc p est difffuse.
d.Si A € & est un atome de p, on doit avoir u(A4) > 0, donc A est ni finie ni dénombrable.

Réciproqument, considérons une telle partie A de &. Soit B € & une partie incluse dans
A. Si B est au plus dénombrable, ;(B) = 0. Sinon B¢ est au plus dénomrable et u(A\ B) =
(AN B¢ < pu(B°) = 0. Donc A est un atome.

Les atomes de p sont donc les parties A € & de complémentaire au plus dénombrable. En
particulier, F' lui-méme est un atome, propriété qui fait de g une mesure purement atomique.

6. Fonctions mesurables.
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Correction.
a.L’espace Z*(E, &, 1) des fonctions réelles intégrables sur u est un espace vectoriel. En parti-
culier, la somme de deux fonctions réelles intégrables est intégrable. On peut aussi redémontrer
ce résultat de fagon élémentaire, d’ailleurs en le généralisant au cas des fonctions éventuellement
infinies.

Soient donc f et g deux fonctions intégrables. D’apreés I'inégalité triangulaire on a |f + g| <
|f| + |g]- Par croissance de l'intégrale des fonctions mesurables positives on a

/|f+g|du§/ \fldu+/ gl dp < .
E E E
Donc f + g est intégrable.

b.Une fonction intégrable n’est pas forcément de carré intégrable. Par exemple, la fonction
x — 1/x est intégrable sur ]0,1] par rapport a la mesure xdz (et son intégrale vaut 1), tandis
que l'intégrale de son carré par rapport a la méme mesure est infinie.

Réciproquement, une fonction de carré intégrable n’est pas forcément elle-méme intégrable.
La fonction x + 1/x en donne un exemple sur |0, +o0].
c.La composée de deux fonctions intégrables n’a aucune raison, en général, d’étre intégrable. Si
f: R — R est la fonction constante égale a zéro et si g : R — R est la fonction qui vaut 1 en
zéro et zéro partout ailleurs, alors f et g sont intégrables alors que g o f, qui est constante et
égale a 1, n’est pas intégrable.
d.La convergence simple de la suite (f,,) vers f implique que f = liminf,, f,. Le lemme de Fatou
donne alors

/fd,ugliminf/fndugl(.
n—-+4o00

7. Le Théoréme de Scheffé.

Correction.
a.Si on pose g, := min(f, f,,), alors presque partout g, tend vers f et 0 < g, < f. Donc par
convergence dominée : limy, o0 [ gndp = [ fdp. Donc :

[15 = sutdu= [ raws [ fadu=2 [ gudu—o

b.La suite (f,)n>1 ne tend pas vers 0 dans LP pour tout p > 1, parce que :

1

/Ifnlpdu:/n nde =207 > 2.

n

8. Inégalité de Fatou stricte.
Correction. Comme liminf,, f, est la fonction indicatrice de {0}, on a

) - frr o -
D’autre part, ff2n d)\ — A([O7 1]) =1 et ff2n+1 d)\ = )\([_1,0]) = 1, donc
liminf/fn d\=1.

L’inégalité recherchée en découle.

9. Un critere d’intégrabilité.
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Correction.
a.Soit f: F — Ry mesurable étagée. Notons t1,...,t, > 0 les valeurs prises par f :

f= Z tj]lf=tj

1<j<n
et
/fdu: > tinf =t
E 1<j<n
Maintenant, pour tout ¢ > 0 on a
[}J(E) sit <ty
HAF > ) = Shcjentl{f = 1)) site <t <tipr (V€ {1,in —1})
0 sit, <t.

Cette fonction de t est constante sur les intervalles [0,¢1] et [tg, tp+1[ (K = 1,...,n — 1), et nulle
sur [t,,+o0o[; ces intervalles formant une subdivision finie de R™, cette fonction est en escalier.
Donc son intégrale vaut

pEY+ > S ou{f =t3) ) (s —ti)

1<k<n—1 \k<j<n

= pBEY+ Y > (e —te_)u({f =t;})

1<j<n 1<k<j

= pBEY+ Y (t—t)ul{f =t})
1<j<n

= 2 tnf =t}

1<j<n

/Efdu.

b.Si f est une fonction mesurable positive, il existe une suite croissante (f,, ), de fonctions étagées
positives qui converge simplemement vers f. D’aprés la question précédente, pour tout n on a

/R (> 1) de = /E fodp.

D’aprés le Théoréme de convergence monotone, le membre de droite tend vers [ g fdu et Ton
a pu({fn > t}) —=n p({f > t}); par suite le Théoréme de convergence monotone montre que le
membre de gauche tend vers [p. u({f > t})dt.

Donc 'identtité de la question précédente reste vraie pour les fonctions mesurables positives
quelconques.
c.Cette identité ne peut pas étre vraie pour les fonctions intégrables de signe quelconque, par
exemple parce que fR+ p({f > t}) dt est un nombre positif, alors qu’il existe bien siir des fonctions
dont l'intégrale est strictement négative.
d.D’apres ce qui précede appliqué & la fonction f? on a

/Efp dp = /]R+ w({fP > t}) dt = /M w({f > 7)) dt.

La formule cherchée se déduit du changement de variable ¢ = sP, qui se montre directement (si
l’on ne dispose pas de la formule du changement de variable) en passant par les fonctions étagées

/ w({f > 1)) di
R+



28 2. MESURES ET INTEGRATION

(pour lesquelles la fonction & intégrer est en escalier), comme dans les deux premieéres questions
de I’énoncé. Finalement on a

/Ef” dp =p/]R+ w({f > s})sP~ds.

]]-IEB”’
llzf|

/ Alda) :/ deA:/ ptPIN (A%) dt,
a ]| E R+
1

1
Ad::{er:f(x)>t}={xEBd:”x>t}=Bdﬂth.

1
/ A(dil;) _ p/ tpfl)\ Bdﬂ*Bd dt
B |zl R+ t
P / tpfldt+/ ==L gt | \(BY).
[0,1] [1,+00]

Cette quantité est finie si et seulement si 1 —p < 1let 1+d—p > 1, c’est-a-dire si et seulement
sid>p.

e.D’apres la question précédente, en prenant f(x) = on a

ou

Donc

10. Une application du théoréme de convergence monotone.
Correction. Pour tous n > 1 et x € [0, 1], notons

1
T) = ——-
= i
La suite (f,,) est croissante positive et converge simplement vers
. YIf@)]  sif(z) #0
¢.x€[0,1}»—>{ 1/0 = 400 si f(r) = 0.
D’apres le théoreme de convergence monotone, on a donc

1 U
/0 fn(a:)dx—>‘/0 @) € [0, +o0]

quand n tend vers 4o0.

11. Une application du théoréme de convergence dominée.

Correction. Soit t €]a, b|. La fonction = +— — @ ogt borédlienne sur a,tl.
Ja,b] (C=nIT= Ja, ]

Soit M un réel tel que | f| < M sur a, b]. L’intégrale de Riemann (généralisée) fat ﬁ dx

étant absolument convergente, on en déduit que z — ——=—— est intégrable sur |a, t[. Or,
g q 0 g Ja, 1]

f@) o done o vs —_I@)
b s s Ly e S iy o T e

Soit (t,)nen une suite dans ]a,b| telle que ¢, — at. Pour chaque n > 1, en faisant le
changement de variable z — a + (¢, — a)x, on a

f(z) e — o
/1a,tn[ @—a)(tn — ) /10,1[9"( ) da,

est intégrable sur |a, t[.
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ou gp(z) = Hatltn=a)2) 7, suite (gn)n converge simplement vers ——— sur |0, 1] et satisfait

z(l—x) z(l—x)
Pestimation |g,(x)| < M/+/x(1 — ). D’apres le théoréme de convergence dominée, on obtient :

dr = .

/ f(x) dr — v
Jata V(T —a)(tn — ) j01[ V(1 —z)

La suite (t, ), étant quelconque, on en déduit que

. (@) .
lim /]a,t[ ( dx = ~vm.

t—at x —a)(t, — )

12. Intégration par rapport a une mesure image, loi d’une variable aléatoire.

Correction.
a.Remarquons d’abord que si ¢ est #-mesurable alors ¢ o f est &-mesurable, parce que f lest;
mais la réciproque n’est pas vraie.

Soient ¢* les parties positives et négatives de ¢. Elles sont les limites croissantes respectives
de deux suites de fonctions étagées positives (¢),cw. Pour tout n € IN, ¢ prend un nombre
fini de valeurs, donc s’écrit comme une combinaison linéaire (finie) de fonctions indicatrices :

+
On =D 2l

z€ER

Par définition, l'intégrale de ¢ relativement & f.u vaut

[ordrm = % strader=2)
r )
= Z zu({oE o f =2}) (par définition de la mesure image)
z€i (F)
— Y u{éEes—2)

zE€¢Eof(E)

- /Efb?fOfdu;

la troisieme inégalité découle du fait que ¢ o f(E) C ¢ (F) et si z € ¢ (F) \ ¢ o f(E) alors
{6F o f = 2} = D et done u({6F o f = 2}) = 0.

La fonction ¢ est f.u-intégrable si et seulement si la limite de chacune des deux suites
croissantes ([ ¢ d(f.pt))nen est finie, donc si et seulement si la limite de chacune des deux
suites croissantes ( [ & o fdu)nen est finie, donc si et seulement si ¢ o f est u-intégrable. Dans
ce cas, les deux intégrales coincident.
b.Pour une variable aléatoire, ’égalité devient :

[ = [ i,

Cette formule ramene le calcul de I'intégrale de la variable aléatoire f sur ’espace abstrait E a
celui de l'intégrale de = sur R, relativement a la loi f,u de la variable aléatoire f.
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c.— Supposons tirer n boules parmi une infinité de boules ayant deux couleurs possibles. Notons
ces couleurs par exemple 0 et 1, et supposons qu’elles soient présentes dans des proportions
respectives de 1 — p et de p. L’espace E des telles expériences possibles peut étre identifié a
Iensemble des n-uplets = = (21, ...,2,) de {0,1} C R.

Le fait qu’il y ait une infinité de boules implique que la proportion des boules d’une couleur
donnée n’est pas modifiée apres le tirage d’un nombre fini de boules. Sous cette hypothése, E est
donc muni de la mesure de probabilité u telle que

p({z}) = p' @ (1 — p)n ),

ol f: E — {0,..n} C R est la variable aléatoire définie par f(z) = > 1 | z;.
L’intégrale de f est le nombre moyen de boules de la couleur 1 parmi les n boules tirées.
D’apres la question précédente, cette intégrale vaut

[ rau= [ aatrp)

La loi de f, soit la mesure f.pu, est déterminée par sa valeur sur les singletons {k}, k € {0,...,n} :

fon({k}) = p{z € E, f(z) = k}) = Cip*(1—p)" "

Globalement, elle vaut donc
fen ="y Cho*(1 = p)"*6 ;
k=0

c’est la loi binomiale. L’intégrale de f vaut

/ fdp=Y kChpt(1—p)*.
E k=0

— Dans un langage de programmation, le générateur de nombres aléatoires est censé avoir
une loi uniforme sur [0, 1], ou, de fagon plus réaliste, sur 'intersection de [0, 1] avec ’ensemble
des nombres décimaux a un nombre fini fixé de décimales ; cette intersection est un ensemble fini.

Pour calculer une approximation du nombre 7, une méthode tres efficace est de tirer un
grand nombre de points au hasard dans le carré [—1,1]? avec un tel générateur aléatoire, puis de
regarder la fréquence a laquelle les points sont dans le disque de rayon 1; cette fréquence tend
vers m/4 quand le nombre de points tend vers l'infini. C’est la méthode de Monte-Carlo.

— Nous aurons ’occasion de rencontrer d’autres mesures images, notamment la loi normale,
dont la description exige néanmoins le concept de densité par rapport a la mesure de Lebesgue.
En Théorie des Probabilités, on montre que sous des hypotheses assez générales le résultat
d’une mesure expérimentale soumises a de petites fluctuations aléatoires suit une loi normale
(gaussienne). Nous démontrerons en exercice la version la plus simple de ce résultat, connue sous
le nom de Théoreme central limite.

13. Centre de masse.

Correction.
a.Notons m, la masse de p dans une certaine unité, par exemple le kilogramme. Notons dt la
mesure de Lebesgue de 'intervalle [0, L] et p : [0, L] — [0, +00[ la densité linéique de masse de ~y
exprimée dans la méme unité de masse que m,, : si v est continue, elle est mesurable, la mesure
image 7, pdt = (pdt) oy~ de pdt par 7 est bien définie et si A est un borélien de R?, la masse
de la partie de courbe contenue dans A est

(s pt) (4) = / La(Y() plt) dt.
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Alors la mesure m s’écrit

m = mpdy + Y« (pdt).
b.En prenant comme formes linéaires les formes coordonnées w; : z +— x; (i = 1,...,d), on voit
que les composantes (g1, ..., gn) du point g(m) recherché satisfont forcément

1
9 =17 /gcz dm(z), ie{l,..n},

ce qui prouve que g(m), s’il existe, est unique. De plus cette formule définit bien un point de R,
parce que les fonctions composantes = — x; sont bornées sur K et donc m-intégrables.
Par linéarité, la formule

u(gm) = 57 [ u(e) dm(a)

est alors satisfaite pour toute forme linéaire u sur R<.
c.Le centre de masse de my + mso est

1 1
g(m1+m2) = M/xd(ml—kmg)—w</a}dm1—|—/xdm2>
1
YA (Mrg(ma) + Mzg(ms))

(ces intégrales & valeurs vectorielles étant définies comme les vecteurs dont les composantes sont
les integrales des composantes des intégrandes). C’est bien le barycentre des points g(mi) et
g(mo) affectés chacun de la masse M7 ou M.

14. Noyaux probabilistes.
Correction.
a.La fonction pv : & — RT vérifie :

a) uv(0) = [dp(z)v(z,0) = [du(z)0=0.

b) wv est o-additive, puisque, si (A,) une suite de parties de X deux & deux disjointes,

uv(Upd,) = /du(az) v(z,UnA,) (définition de pv)

= /dﬂ(x) Z v(z,A,) (o-additivité des mesures v(z,-))
= Z/du(m)y(x,An) (théoreme de convergence monotone)

= Zuu(An) (définition de pv).

Elle est donc une mesure positive.

b.Comme f est mesurable et positive, il existe une suite croissante (f,,) de fonctions mesurables,
étagées et positives, qui converge uniformément vers f. Chaque fonction f,, est une combinaison
linéaire finie de fonctions indicatrices :

fn = Z Z]l{fnzz}.
Zefn(X)
Donc on a

i@ = [viadn) fal) = Y vl (=D

Zefn(X)



32 2. MESURES ET INTEGRATION

et vf, est mesurable. De plus, d’aprés le théoreme de convergence monotone on a

0N @) = [ v dy) (11 f)) = lim 1 v, ().

Comme v f est la limite (croissante, mais peu importe) d’une suite de fonctions mesurables, elle
est elle-méme mesurable.
c.Si f est étagée, mesurable et positive, les deux quantités

Jawmi= ¥ ([autovetr==n) -

zef(X)

Jauwn = [ane ([vieansw) = S ([ auavietr=2) -

zef(X)
coincident. Le cas général ou f est une fonction mesurable positive découle alors du théoreme de
convergence monotone.
d.Pour tout x € X, v(z,-) est une mesure, donc, d’aprés la question (a), la fonction A +—
(vw)(x, A) est une mesure. Par ailleurs, pour tout A € &7, w(-, A) est une fonction mesurable,
donc, d’apres la question (b), la fonction 2 — (vw)(z, A) est mesurable. Donc vw est un noyau.
e.Pour tout z € X et tout A € &7, on a

vo(z, A) = 1a(0(2)) = bo(a)(A) ;

donc vy(z,-) est la mesure de Dirac en 6(x). De plus, la fonction 2 — 1 4(6(z)) est mesurable
comme composée de fonctions mesurables. Donc vy est un noyau.
Par ailleurs, on a

VB(w, 4) = / v, dy) v(y, A) = / By (4) v(, A)
= vp(0(z), A) = vgz(z, A).

Par récurrence on trouve la formule annoncée : vy = vgn.
f.On a

et

Av(A)

/ Ndz) v(z, A) = / Adz) 14 (0())

_ /)\(daz) Lo (a) () = A(B1(A)) = 0.A(A).

g.Considérons maintenant la fonction # particuliere donnée dans 1’énoncé. La fonction = €
[0,1] — 2z est continue donc borélienne. Donc la fonction

0:ye(0,2] =y (modl) =yl i+ (y—1)Ipg+(y—2)1y

elle-méme est borélienne parce qu’elle est se calcule comme somme et produit de fonctions conti-
nues et de fonctions indicatrices de parties boréliennes.

La mesure 6, coincide avec A sur les intervalles de R. Or ’ensemble des intervalles de [0, 1]
est un w-systeme. Donc 6, A = .
h.Pour tout A C X, la fonction z — vy (x, A) est mesurable parce que X est muni de la tribu
P(X), qui rend mesurable toute fonction sur X. De plus, on a bien vy () = 0 et, si (A,,) est
une suite de parties de X deux & deux disjointes, 1y, 4, = >, 14,, ce qui implique comme
précédemment que vys(z, -) est o-additive ; donc vps(z, -) est une mesure. Donc vy est un noyau.
Elle est un noyau probabiliste si et seulement si vps(x, X) = 1 pour tout = € X, c’est-a-dire

> M(zy)=1 (VzeX).

yeX
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i.Comme X™ est un ensemble dénombrable, une mesure sur X" est uniquement définie par sa
valeur sur les singletons. La seule chose & vérifier est donc que u, (X™) = 1. Mais ceci découle de
la question précédente et de la récurrence suivante :

(X" =t (Upexn{a}) = D ua({a})

rzeXn

Z Z po({z1}) M(zq,22) ... M(2n—1,2n)

r1€X z,e€X

Z Z wo({z1}) M(z1,22) ... M(zp—2,2n_1)

z1€X  xp_1€X

=Y m{mp) =1L

r1EX

Jj-L’unicité découle encore de I'unicité d’une mesure définie sur un 7-systeme.






Chapitre 3

Interversion de limites et d’intégrales

1. Exercices

1. Intégrales et primitives.
a.Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Montrer que la fonction

F:ze€lab — f(t)dt
[a,2]
est une primitive de f (F est dérivable sur [a,b] et F' = f).
b.Donner un exemple de dérivée f mesurable non continue.
c.Soient f : [a,b] — R une fonction mesurable bornée, et F' une primitive de f. Montrer
que l'on a

/ f(x)dx = F(b) — F(a).
[a.b]

d.Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions dérivables de dérivées bornées. Montrer que I’'on
a la formule d’intégration par parties :

flg=1fala—[ 14"
[a,b] [a,b]

e.Déduire de la question (c) U'intégrale sur [1,+oo[ de la fonction f, : x — 1/2%, a € R,
et montrer que f, est intégrable sur [1,400] si et seulement si > 1.

f.Notons Ing x = x et, pour tout p > 1, In, x = In,_; Inz. Montrer que pour tout p € IN
la fonction In,, est naturellement définie sur un intervalle |a,, +00], avec ap = —o00, a3 =0
et, pour tout p > 2, a, = e% 1. Généraliser alors la question précédente en montrant
que la fonction

1

Ip z(Inz)(Ing x)...(Inp,—1 z)(Iny )« (p € )

est intégrable sur [a) + 2, +00[ si et seulement si o > 1.

2. Passages a la limite dans une intégrale.
a.Calculer les limites des intégrales suivantes quand n tend vers 400 :

1 3 n
1+nz T\"
[ e = [T (14 2) e,
Uy, /0(1+:c2)” T, Up /0 +n e x

wn:/ sin(7x) gz
0

1+ axn
35
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—x

b.Pour tout entier naturel n et pour tout = € [0, +o0[, soit f,(z) = %

a) Montrer que, pour tout n, f, est intégrable pour la mesure de Lebesgue.

b) Pour tout entier naturel n, soit a, = f]R+ fn(x)dz. Montrer que la suite (ap)n>0

est convergente et calculer sa limite (On rappelle que f0+ e~ dy = ).

1 6777,15

O ﬁdt.

c.Calculer la limite de la suite u,, = n

3. Interversions d’une somme de série et d’une intégrale.
a.Soit a et b deux réels strictement positifs. Pour z € R}, soit

xe—ax

Tl et

f(z)

Montrer que

o

1
dr = _
o 1= 2 Gy

b.Soit p une mesure sur R telle que la fonction x — e soit p-intégrable. Donner un
exemple d’une telle mesure p, puis montrer que pour tout nombre complexe z on a

[ee] zn
Z'/ " dp(z) :/ e du(x).
n=0 R R
c.Montrer que la fonction f : [1, +oco[— R définie par
o0
fx) = Z ne "¢
n=1
est intégrable sur [1, +oo] relativement a la mesure de Lebesgue, et calculer son intégrale.

4. Dérivation sous le signe somme. Soit

_SinT

f(zt)=e 110, 100[(@)-

x
a.Montrer que pour tout ¢ > 0 la fonction x — f(x,t) est intégrable par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R.

b.Montrer que la fonction F' définie par

F(t):/Rf(x,t)da:

est dérivable sur |0, +o0].
c.Exprimer F' & l'aide de fonctions élémentaires.
d.Peut-on en déduire que la fonction x — sinx/z est intégrable sur [0, +oo[?
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5. Calcul d’un équivalent par la méthode de Laplace. Cet exercice utilise la
formule du changement de variables telle qu’elle sera démontrée ultérieurement ; elle est
formellement la méme que pour les fonctions intégrables au sens de Riemann.

Soit f :]0,1[— R une fonction borélienne intégrable par rapport a la mesure de
Lebesgue. On suppose que f possede une limite f(17) € R, a gauche en 1. On veut
démontrer ’équivalent suivant quand n tend vers 4o :

D)
In—/o 2" f(x)dx —

a.Montrer que I, tend vers 0 quand n tend vers +oo.

b.Montrer I’équivalence voulue dans le cas ol f est de classe C* sur [0, 1], en faisant une
intégration par partie.

c.Pourquoi ne peut-on pas généralement appliquer le théoréme de convergence dominée
directement & nl, 7

d.Démontrer I’équivalent de I,, en coupant U'intervalle [0, 1] en deux : un voisinage de 1
sur lequel f est bornée et ou 'on pourra faire le changement de variables y = ™, et son
complémentaire.

6. Formule de Stirling par la méthode de Laplace. Cet exercice aussi exige
d’utiliser la formule du changement de variables telle qu’elle sera démontrée ultérieurement.
On veut montrer la formule de Stirling :

n\n
n! ~ (—) v2mn quand n tend vers +oo.
e

a.Montrer par récurrence que pour tout n > 0 on a

o0
n!:/ z"e " dx.
0

b.Pour n > 1, faire le changement de variable x = nu dans l'intégrale précédente.
c.Trouver un équivalent de
1
/ (ue™™)" du.
0

d.Trouver I’équivalent analogue de floo (ue™)™ du, et en déduire la formule de Stirling.

7. Partie finie de Hadamard. Soient a« < b € R, f : [a,b] — R une fonction
intégrable, et F : [a,b] — R définie par I'intégrale de Lebesgue

F(z) = / F(t) dt.

a.Montrer que F' est continue sur [a, b].
b.On suppose dans cette question que f est continue. Montrer que F' est dérivable sur
[a, b] et a pour dérivée f. En déduire que f possede une primitive, et que, réciproquement,
si Fy est un primitive de f, on a f; f(t)dt = Fy(b) — Fy(a).

Soit ¢ : [0,1] — R une fonction de classe C*.
c.Déduire de la question précédente qu’il existe une fonction 8 continue telle que

¢(z) = ¢(0) + 2 0(x).
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d.Dans quels cas la fonction x +— ¢(z)/x est-elle intégrable sur [0, 1] (on pourra utiliser
le fait, apres avoir démontré, que 1/ n’est pas intégrable) 7 En déduire que, dans tous

les cas, quand € tend vers 0, la limite, notée P.f. fol o(t)/tdt, de

/1 qbf)cthr(ﬁ(O) Ine,

existe (partie finie de Hadamard de fol o(t)/tdt).

8. Dérivation sous le signe somme — un cas pathologique simple. Considérons
la fonction
f: 0,1 - R
(t,z) — f(t,z)=|t—z|

a.Montrer que pour tout ¢ € [0, 1] la fonction = — f(t,x) est intégrable par rapport a la
mesure de Lebesgue sur [0, 1] et calculer son intégrale h(t).

b.Pouvait-on déduire du théoreme de dérivation sous l'intégrale sur un intervalle ouvert,
donc sans calculer h explicitement, que h serait dérivable ?

c.Adapter la démonstration du théoréme de dérivation sous 'intégrale global pour démontrer
que h est dérivable sans calculer h(t), en utilisant le théoreme de convergence dominée

et le théoreme des accroissements finis.

9. Des questions de sommabilité. Soit f une fonction a valeurs complexes,
intégrable par rapport a une mesure p sur un espace mesurable (E, &).
a.Soit B, = {n —1 < |f| < n}. Montrer que u(B;,) < co pour tout n > 2.
b.Montrer que

i nu(By,) < oo.
n=2

c.En écrivant, pour N > 2,

N n m2 N m2
S0 B = 3 3 ulB)
n=2m=2 m=2n=m
montrer que
oo n m2
>3 B < o0
n
n=2m=2

d.Montrer que, pour n > 2,

/|f2]l{|f|<n} du=/|f|211{f|<1} dp + Z/|f|2]13m dp.
m=2
e.En déduire que

|
an/|f’2]1{|f<N} dp < oo.
n=1
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10. Le théoréme ergodique de Birkhoff (1931). Soient (E, &) un espace me-
surable, f : E — FE une application mesurable et © une mesure de probabilité de E.

On suppose que p est invariante : pour toute partie A € &, on a fiu(A) =
u(f~1(A)) = u(A). On suppose aussi que u est ergodique : pour toute partie A € &
telle que f~1(A) = A on a u(A) =0 ou 1.

Soit enfin ¥ : E — R une fonction p-intégrable. Le but du probléeme est de montrer
que pour u-presque tout point z € F la moyenne des valeurs de ¢ le long de l'orbite
positive z, f(z), f(f(z)), ... de x converge vers la moyenne de 9 :

n—1
rlzkz_ow(fk(x)) —>/Ewdu quand n — +o0.

a.Interpréter ce résultat lorsque v est la fonction indicatrice d’'une partie B € &.
b.Dans le cas ou E est ’ensemble fini {1, ..., p}, ou & = Z(E), et ou p est la probabilité
uniforme (u({k}) = 1/p quel que soit k € {1,...,p}), caractériser les permutations f
pour lesquelles p est ergodique.

c.En quoi le théoreme de Birkhoff renforce-t-il le théoréme de récurrence de Poincaré ?

Commencons par considérer une fonction auxiliaire ¢ : E — R qui soit p-intégrable.
Notons

n—1
= Z(p o fk(x) et F,(zr) =max(S1(x),...,Sp(x)).

d.Montrer que pour tout x on a

(2) Fop(z) = ¢(z) + max (0, Fn o f(x)) .

e.Montrer que la partie A = {z, F, (33) — 400} est mesurable.

f.Montrer que A est invariante (f~!(A) = A) en utilisant I’égalité (2). En déduire que
A est négligeable ou de mesure pleine.

g.En utilisant encore I'identité (2), montrer que sur A la suite des fonctions F, 1 — F, o f
tend simplement vers ¢ ; puis justifier soigneusement que

OS/(Fn+1—Fn)dM:/(Fn+1—Fnof)dM —>n—>+oo/80dﬂs
A A A

h.En déduire que si [, @ du <0, u(A) =0.
i.En déduire que si fE wdu <0,

. Sn
limsup — < 0 p-presque partout.
n n

j-Montrer que quel que soit € > 0 on a

lim sup — Z Yo fF< / Wwdu+¢e  p-presque partout ;
E

n—+4oo N

on pourra appliquer la question (i) & la fonction ¢ = ¢ — [ pldu —e.
Le méme raisonnement appliqué a —1 montre que quel que soit € > 0 on a

liminf — Z po fF> / Ydu —e  p-presque partout.
E

n—+oo N
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En faisant tendre € vers 0 on voit que les limites inférieure et supérieure coincident
u-presque partout, ce qui prouve le théoreme annoncé.

Voici deux applications du théoreme ergodique de Birkhoff a la Théorie des Nombres.

Considérons le cas particulier ou E est U'intervalle [0, 1] muni de la tribu borélienne,
f:10,1[— [0, 1] 'application

x =0,z12923... — 0, x92324... = 10 (mod 1) = partie décimale de 10z,

et ¢ la fonction indicatrice de la partie B = [0,1/10].

k.Montrer que la mesure de Lebesgue A est invariante.

1.Montrer qu’il existe une orbite dense, c’est-a-dire qu'’il existe un = € [0, 1] tel que
I'adhérence de I’ensemble {f*(x)}renw égale [0, 1].

On admettra qu’alors A est ergodique.
m.Caractériser les nombres = = 0, z12223... tels que f¥(x) € [0,1/10], puis interpréter
en une phrase l'affirmation du théoréme de Birkhoff dans cette situation.
n.(Difficile) Montrer que le chiffre de gauche du nombre 2™, n € IN, en base 10 est plus
souvent un 7 qu'un 8. On admettra que si f : [0,1[— [0, 1] est la rotation z — = + «
(mod 1), avec a ¢ Q, alors f est ergodique; ceci sera démontré ultérieurement, en
utilisant le Théoreme d’injectivité de la Transformation de Fourier des mesures finies.

11. Inégalité de Jensen et entropie d’une partition. Soient u une probabilité
sur (E,&), ¢ :]a,b]— R une fonction convexe avec —oco < a < b < 400 et f: E —]a,b[
une fonction intégrable relativement a p.
a.Prouver 'inégalité de Jensen :

cb(/fdu) S/cb(f)du;

on pourra utiliser le fait que le graphe d’une fonction convexe est ’enveloppe supérieure
des fonctions affines qu’elle domine.
b.Ecrire cette inégalité en termes de la probabilité image fpu.
c.En déduire 'inégalité de Jensen finie, obtenue dans le cas particulier oun E =]a, b|,
& = AB(Ja,b)), f(x) =z et p =3 | by, 6y désignant la mesure de Dirac en z et les
a; étant des réels tels que Y ;" oy = 1.

Soit &7 une partition mesurable finie d’un espace de probabilité (F,.%,v) ; mesurable
signifie que & C &. On rappelle que ’entropie de <7 est le réel éventuellement infini

H(o) ==Y v(Ad)Inv(A),
Aed/

(voir I’exercice du Chap. 1), avec la convention 0ln0 = 0.
d.Interpréter H(</) comme l'intégrale sur E d’une certaine fonction I, associée a <7,
mesurable et & valeurs dans [0, +00] (I est la fonction d’information de 7). En déduire
une formule pour ’entropie d’une partition mesurable quelconque.
e.Le nombre fini n € IN, de parties A € & étant fixé, montrer que 'entropie de &7 est
maximale si toutes les parties A € &/ ont méme mesure ; on pourra utiliser 'inégalité de
Jensen finie.
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2. Solutions

1. Intégrales et primitives.
Correction.
a.Quel que soient = € [a,b] et h € [a —x,b — z] \ {0}, par linéarité de I'intégrale on a

T — F(z @+h
7o (h) = il +h})L F(@) = %/ f(¢)dt.

Soit € > 0. Comme f est continue en z, il existe un réel H > 0 tel que quel que soit 0 < h < H
on ait |f(x + h) — f(z)] <, donc

72(h) = f(2)] < e
Donc 7, possede une limite en h = 0 et cette limite vaut f(z).
b.La fonction F' : 2+ z?sin(1/z) (prolongée par la valeur 0 en 0) est dérivable, mais sa dérivée
f n’est pas continue en 0 : si z # 0, on a f(z) = 2zsin(1/x) —sin(1/z), qui n’a pas de limite en
0.
c.Soit (gn)n>1 la suite de fonctions sur [a, b] définie par

() = le taux d’accroissement de F entre z et z+ 1/nsiz+1/n<b
Int) =1 0 sinon,
soit
F(z+1/n) — F(z)
gn(-r) = 1/1’L
0 sib—1/n <z <b.
Pour tout x € [a, b], il existe un rang N > 1 tel que z < b — 1/N. Alors, pour tout n > N on a

n(z) = F(x+ 11/n) F(x)

/n
Or, par hypothése F est dérivable sur [a, b] de dérivée f. Donc la suite numérique (g, (z)) converge
vers f(z). De plus, (gn (b)) est la suite constante égale & 0. Donc la suite de fonctions (g, ) converge
simplement sur [a, b] vers la fonction f1 4 (.

Soit n > 1. Par hypothese, f est bornée. Donc M = supy, ) |f| est finie. D’apres le théoréme
des accroissements finis, pour tout « € [a,b — 1/n] on a |g,(x)] < M. Cette dernieére majoration
est trivialement vraie si b — 1/n < 2 < b. Donc sur [a,b] on a |g,| < M ; donc (g,,) est dominée
par une fonction intégrable.

D’apres le théoreme de convergence dominée, on a

sia<z<b-—1/n

lim gn(z)de = (x)de = f(z)dx.
" Jla,b] [a,b] [a,b]

Nous allons calculer le membre de gauche d’une autre fagon. Comme f est intégrable sur [a, b],
elle 'est aussi sur [a,b — 1/n]. Donc, par linéarité de 'intégrale on a

b—1/n b—1/n
/ gn(x)dx:n/ F(m—l—l/n)dw—n/ F(x)dx.
[a,b] a a

D’apres la formule d’intégration par rapport a une mesure image et comme la mesure de Lebesgue
est invariante par translation (on pourrait aussi utiliser la formule du changement de variable,

a venir dans le cours), la premiere intégrale du membre de droite vaut n fab +1/n f(x) dz. Donc,
encore en utilisant la linéarité de I'intégrale (ou la relation de Chasles),

b at+1l/n
/ gn(x) dx = n/ F(-T) dr — n/ F(I) dx.
[G«,b] b*l/n a
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Soit € > 0. Comme F est dérivable donc continue en 0, il existe un rang n & partir duquel on a
|F(z) — F(a)| <€ pour tout z € [a,a + 1/n],

donc, par croissance de U'intégrale,

a+1/n
n/ F(x)dr — F(a)| < e.

Donc
at+1l/n
n/ F(z)dx —=p— 00 Fla)
a

et, de méme,

b
n/ F(z)dr —p— 100 F(D).
b—1/n

Donc
lim gn(x) dz = F(b) — F(a),
™ Jab]
et la formule cherchée en découle.
d.La fonction f est dérivable, donc continue, donc borélienne. De plus, f’ est automatiquement
borélienne parce que f’ est la limite simple de la suite

| n(f(@+1/n) — f@)) sie<b-1/n
Oz €la b { 1/ (b) sinon.
De méme, g et g’ sont boréliennes.
Comme f et g sont dérivables, elles sont bornées. Comme de plus f’ et ¢’ sont supposées
bornées, f'g’ = f'g + fg' est bornée. D’apres la question précédente on a donc

/ (fg) = /It
[a,b]

Par ailleurs, f'g et fg’ sont bornées donc intégrables sur [a, b]. Donc

/(fg>’= Fa+ [ sq.
[a,b] [a,b] [a,b]

En comparant les deux expressions obtenues on obtient la formule voulue.
e.(Une réponse possible serait de citer le résultat analogue pour l'intégrale de Riemann généralisée,
puis d’en déduire le résultat pour l'intégrale de Lebesgue. Il est cependant préférable, dans un
cours qui prétend contruire un outil d’intégration plus puissant que l'intégrale de Riemann, de
se passer totalement de celle-ci.)

Soit d’abord « # 1. Pour tout A > 1, d’apres la question (c) on a

/ de -1 [ 1 r 1 (1 1 >H % sia>1
7: P = - — n—+4o0o o —
(1,A] T a—1[z71]  a-1 Aot 400 sia<1.

Comme la fonction 1/x% est positive, la suite des fonctions

—a A

est croissante en fonction de A. Donc d’apres le théoréme de convergence monotone on a

/ dx 1 sia>1
— = a—1
[1,400] T 400 sia< 1.
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Donc x — 1/x® est intégrable quand a > 1 et non intégrable quand o < 1. Dans le cas a = 1,
on démontre de facon analogue que floo dx/x = 400 et donc que x — 1/x n’est pas intégrable
sur [1, +ool.

f.L’intervalle de définition de In, se détermine par récurrence. Une primitive de g, est

{ ;11 (Inp2)'~*) sia#1

o —
In,1 2 sia=1.

Le raisonnement est alors analogue & celui de la question précédente.

2. Passages a la limite dans une intégrale.
Correction.
a.Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définies sur [0, 1] par

1+ na®
(14 a22)n

Ces fonctions sont boréliennes parce qu’elles sont continues sur [0, 1].

La suite (f,) converge simplement (mais pas uniformément) vers la fonction f : x +— 0 si
z €]0,1] et 1 si z = 0. D’autre part, pour tout « € [0,1] on a (1 + 2?)" > 1+ na? > 1 + na3,
donc |fn(x)] < 1; la constante 1 est intégrable sur [0, 1] (parce qu’elle est mesurable positive et
que son intégrale vaut 1). Donc, d’apres le théoréme de convergence dominée,

. 11—|—nx

Soit (gn)n>1 la suite de fonctions définies sur [0, +oo[ par

gn(z) = (1 + %)n e_zmll[oﬁn] (z).

Les fonctions x +— (1 4+ 2/n)"e~2* sont continues donc boréliennes ; les fonctions 10,5, €n tant
que fonctions indicatrice des boréliens [0, n], sont aussi intégrables. Donc les f,, en tant que
produits de fonctions mesurables, sont mesurables.

La suite (g,) converge simplement vers la fonction g définie sur R* par g(x) = e~ *. Par
ailleurs, on a 1+ z/n < e*/" donc (1+x/n)" < e*, donc g,(z) < g(x). L’intégrale de Riemann
de g sur R* est absolument convergente, donc g est Lebesgue-intégrable. D’apres le théoréme de
convergence dominée on a donc

fn(x) =

+o0 +o0
lim gn(x) dx = / g(x)dr = 1.
0

n—-+oo 0

Soit (hn)n>1 la suite de fonctions définies sur [0, +oo| par

sin(mx)

hn(z) = Tr

Ces fonctions sont continues donc mesurables.
La suite (h,) converge simplement vers h : x — sin(mz)1)o1(z) sur R*. De plus, pour tout
n>2ona

1
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La fonction k étant continue par morceaux, positive et bornée sur R+, égale & 1/2? au voisinage
de +oo0, son intégrale de Riemann est absolument convergente; donc k est intégrable sur R*.
Donc d’apres le théoreme de convergence dominée on a

1

2

lim by dx = / sin(rz) de = —.
0

n—-+o0o R+ s

b.On commence par supposer dans toute la suite n > 0.

a) Pour tout x €]0, +o0[, la suite de fonctions f,(z) = \/85;; est croissante et

—x

e
v
Pour tout n et tout > 0, on dispose de la majoration

fn(.’L‘) S %1]071[(.’17) + 6_z]l[17+oo[($).

f) :=lim f, (z) =

x
de f,(x) par deux fonctions intégrables.

b) Le théoréeme de Beppo Levi nous donne la convergence de a,, vers l'intégrale de f. Le
changement de variable permet de conclure que la limite est /7.

c.La fonction \e/_l—% est continue sur [0, 1] donc intégrable (et son intégrale coincide avec son

intégrale de Riemann). On fait le changement de variable u = nt :

n e—u e—u
Uy = ———du = ———1g.(u) du.
|} et L, g tenw

Posons
—Uu

gn(u) = \/T—%H[O,n] (w).
Les g,, forment une suite croissante de fonctions positives mesurables qui converge ponctuellement
vers la fonction u +— e~ ". Le théoreme de Beppo Levi implique que la suite u,, des intégrales de
ces fonctions tend vers
/ e “du=1.
R+

3. Interversions d’une somme de série et d’une intégrale.
Correction.
a.Pour x >0 on a

f(.’l?) = i fn($)7 avec fn(x) = me—(a+nb)x.
n=0

Les fonctions f, étant toutes positives, on peut intervertir sommation et intégration, de sorte
que l'on a

oo oo ad 1
[ [ Spwar=3 [ h@de=30 o

la derniere égalité découle par exemple d’une intégration par partie.
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b.Un exemple de mesure recherchée est la mesure de Dirac en un point z € R.
La suite (f,) avec f,(z) = Y p_o(22)¥/k! converge simplement vers f : z — e**. De plus
elle satisfait les majorations suivantes :

B ) |xz|k el |z 1 1 < |22 22
[F@)] <Y = el = e (Mgaygpopy + Lggagspay) < el e
k=0

par hypothese, la fonction x — e’ est p-intégrable, et ceci implique que la fonction constante
z s el#l’ < el#”e7” Test aussi, donc les f,, sont bien dominées par une fonction x +— el#l” 4 e2®
qui est p-intégrable.

Donc le théoreme de convergence dominée implique

i [ fu@ (o) = [ flo)duto)

n—-+oo

Or par linéarité de I'intégrale on a

= 2" K _
;M4¢MM—An@ww.

Donc on a la formule voulue :

li k _ zx )
Jm ,;:0 o /]Rx du(x) /Re du(x)

—nx

c.Les fonctions f,, : x — ne sur [1, 4o00[ sont positives et mesurables. Donc on peut intervertir
la sommation de la série et I'intégration, de sorte que

- —nx _ - —nx _ - -n __ 1
/[1 Zne dx—nz:l/[lﬂ_oo[ne dx—nZ::le =7

400l 1

(Comme le résultat est fini, en particulier la fonction f est intégrable.)

4. Dérivation sous le signe somme.

Correction.
a.Fixons t > 0. En tant que produit d’une fonction continue par la fonction caractéristique d’un
ensemble mesurable, la fonction

_geSinzT

x— flx,t)=e 10,400[()

est mesurable par rapport & la mesure de Lebesgue sur R. De plus on a | f(z,t)| < e™*"1jg 4 oo (),
ol cette derniere fonction est intégrable puisque son intégrale de Riemann est absolument conver-
gente. Donc x — f(z,t) est intégrable sur R.
b.Pour tout tg > 0 fixé, il existe deux réels a et b tels que 0 < a < tg < b. Alors pour tout x > 1
la fonction t — f(z,t) est dérivable sur ]a, b[ et sa dérivé satisfait & la majoration

of

E(x, t)’ = efxt]l]oﬁoo[(x),

cette derniere fonction étant intégrable.
Donc F est dérivable en ty €]0,+00] et on peut intervertir dérivation par rapport a t et
intégration par rapport a x :

F'(tg) = 7/11167“0 sin x1yg yoo((7) dv = — /[0 ]eﬂ”t“ sinz dx.
,+oo
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c.Pour tout ¢t > 0 et tout A > 0, deux intégrations par parties montrent que

A A
/ e "sinzdr = —e P cosA+1—te Msin A — 2 / e " sinzdr.
0 0

—tx

Donc l'intégrale de Riemann de x — e~ sinz sur [0, +-o00[ vaut

/ e sinzdr =1/(1 +t?).
0

Cette intégrale est absolument convergente, donc elle coincide avec l'intégrale de Lebesgue, de
sorte que

-1
Ft)= —.
Q 1+1t2
Donc il existe un réel ¢ tel que F'(t) = —Arctan ¢ + c.

Pour déterminer ¢, on peut remarquer que |F(¢)| < f[o oo e **dx = 1/t. Donc

lim F(t) =0,

t—+o0
c=m/2et
F(t) = n/2 — Arctan t.

d.On voit que la limite de F' quand ¢ tend vers 0 vaut 7/2. On pourrait étre tenté d’en déduire
en passant a la limite sous le signe somme que sinz/x est intégrable sur [0,4o00[ et que son
intégrale vaut /2. Mais le fait est que sinx/x n’est pas intégrable (ceci sera démontré dans le
chapitre suivant). On peut certes montrer que la limite quand a tend vers 400 que foa sinz/x dx
tend vers 7/2, mais ceci ne résulte pas du théoreme de convergence dominé appliqué directement

a f(xz,t).

5. Calcul d’un équivalent par la méthode de Laplace.

Correction.
a.Pour tout z € [0,1], la suite numérique (2" f(z))nen tend vers 0. Donc presque partout sur
[0, 1] la suite de fonctions (2™ f(z))nen converge simplement vers 0. Par ailleurs, pour tout n € IN
la fonction z +— 2" f(x) est dominée sur [0, 1], en valeur absolue, par la fonction intégrable f.
Donc d’apres le théoreme de convergence dominée l'intégrale I, tend vers 0 quand n tend vers
+00.
b.Une intégration par parties montre que

nly = (f(l) —/le"“f’(as) da:) .

Le premier terme du membre de droite de I’égalité tend vers f(1). Le second tend, lui, vers 0,
comme une simple application du théoreme de convergence dominée le montre (remplacer f par
/' et n par n+1 dans la question précédente). Finalement, nI, — f(1), et 'équivalent en découle.
c.Quand n tend vers +oo, la suite de fonctions (fn(x))nen = (nz™f(x))nen tend simplement
vers 0 presque partout. Pour appliquer le théoreme de convergence dominée, il faudrait de plus
montrer que la suite (f,), est majorée par une fonction intégrable, presque partout sur [0, 1].

Mais une telle fonction intégrable, en général, n’existe pas. En effet, si elle existait, on pourrait
appliquer le théoreme de convergence dominée et conclure que nl, tend vers 0 quand n tend vers
+00. Or la question (b) prouve que ce n’est pas le cas, déja quand f est classe C*.
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d.Comme f a une limite finie quand x tend vers 1, il existe deux réels a € [0,1] et M > 0 tels
que |f(x)] < M sur [o, 1].

Notons f,(z) = na™ f(z). Quand n tend vers 400, la suite (f,) tend simplement vers 0 sur
[0, ). En outre, comme nz™ tend vers 0, on a |fy(x)| < |f(z)] sur [0,«a] & partir d’un certain
rang. Donc, d’apres le théoréeme de convergence dominée,

/ na" f(x)dx — 0.
0
Par ailleurs on a

1 1
/mc”f(x)dw=/ y ) dy.

an
(Ici on admet que la formule du changement de variable est valable aussi avec l'intégrale de
Lebesgue). Or la suite des fonctions y'/™ f(y*/ ")1[qn 1] tend simplement vers la fonction constante
f(17) et elle est majorée en valeur absolue par la fonction constante M, qui est intégrable sur
[0, 1]. Donc, d’apres le théoreme de convergence dominée,

[ et [ 5004y = 00,

Finalement, nl, — f(17), et, si f(17) #0,
1 _
/ 2" f(x)dx ~ M

0 n

6. Formule de Stirling par la méthode de Laplace.

Correction.
o0
I, :/ z"e " dx.
0

a.Notons
On a Iy = 1. De plus, pour tout n € IN une intégration par partie montre :

In+1

I, = .
n+1

Donc par récurrence I,, = n! pour tout n € IN.
b.Quand on pose x = nu, la formule du changement de variable donne

oo
n!:/ ™ (ue™")" du.
0

c.Notons f(u) = ue™™. La fonction f posséde un maximum en 1. Il est donc naturel de scinder
Iintégrale fooo f"du en 1, et ’hypothese de simplicité suggere que chacun des deux bouts aura
une contribution équivalente, en Cst/(y/ne™).
Soit a € [0,1] & choisir ultérieurement. La suite de fonctions (v/ne™f(u)™),en satisfait
I'estimation :
n
e st < v (He) s ol

donc elle converge uniformément vers 0 sur [0, «]. Donc

lim /Oa Vne™ f(u)" = 0.

n—+oo
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Rappelons la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégrale pour une fonction f : [z, 2 +
h] — RP de classe C"*1 :

Fath) = fla@)+ f@ht L f @+ O @)

! 1 n rn n
+(/O —(1=1 f“(az+th)dt>h“;

cette formule se démontre par récurrence en intégrant le reste intégral n fois par parties. Dans
notre cas, ot f(u) =ue ™™, z=1letzx+h=uona:

flu) = =— 2—16(u —1)? +/0 %e*“*”w”(z —tu—1))dt (u—1)>3

1
e
1
e

ol p est une fonction de classe C* sur [0, 1]. Une nouvelle application de la formule de Taylor-
Lagrange prouve existence d’une fonction p; de classe C*° sur [0, 1] et telle que

1 5 =170+ p(w)

fu)" = on©
Alors
n
1 1 ——(u—=1)*1+ pr(u)(u—1
En posant v = %(u — 1) (et en admettant la formule du changement de variable, qui ne sera

justifiée pour I'intégrale de Lebesgue qu’ultérieurement), on obtient :

2 2
/al Vne f(u)" du = /0 \/§e_v (1—%’2(”)\/;”> dv,

vn/2(a—1)

olt v — p2(v) := p1(u) est une fonction de classe C*° sur [—4/n/2,0]. On a maintenant intérét a
choisir le réel « € [0, 1] de fagon que par exemple |p;(u)(u — 1)| < 1/2 sur [a, 1], soit, de fagon

équivalente,
2
P2 (v)\/;v
s . . 2 2 .
Dans ces conditions, la suite de fonctions | exp | —v* [ 1 — pa(v)1/ —v converge simple-
n

nelN

1

§§ sur [—4/n/2,0].

2 e N
ment vers v — e~V sur [—oo, 0] et satisfait I’estimation :

o (-2 (1o 2)

est intégrable sur | — 0o, 0]. D’apres le théoréeme de convergence dominée, on a

2
—v°/2
<e v /2

ot v eV /2
donc

1 0 ,
lim Vne f(u)" du = / e " dv.

n—+o00 . oo
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Or f?oo e dv = /7/2 (cette intégrale se rencontre souvent, notamment en Mécanique sta-
tistique et analyse harmonique; elle sera ’'objet d’un exercice ultérieurement). Donc on obtient

I’équivalent :
1
n\" [mn
—U\T Jy ~ (7) .
/O(UB )" du c 5

d.Le calcul analogue sur [1, +o0o[ montre :

/loo(ue_“)" du ~ (g)n %

Finlement, on trouve :

7. Partie finie d’Hadamard.

Correction.
a.Soient ¢ €]a,b] et (z,) une suite de [a,c[ qui tend vers ¢ (par valeurs inférieures). La suite
(f 1j4,2,)) converge simplement vers la fonction f 1, [ et est dominée par la fonction |f|, qui est
intégrable. D’apres le théoreme de convergence dominée, on a

lim F(z,)= lim / fit)ydt = . [f()dt ft)dt = F(c).

n—-+oo n—-+oo [a c]

Donc F est continue & gauche sur |a,b]. De méme on voit que F est continue & droite sur [a, b[.
Donc F' est continue sur [a, b].
b.Soient ¢ € [a,b] et h € R tels que ¢+ h € [a,b]. Le taux d’accroissement de F entre ¢ et ¢+ h

vaut
c — F(c cth
Te(h) = w - %/ f(t)dt.

Comme f est continue en ¢, pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que pour tout ¢ tel que |t —c| < n
on ait | f(t) — f(¢)| < e. Alors, si |h| <, par croissance de l'intégrale on a

[7e(h) = f(e)| < e
Comme ceci est vrai pour tout €, F' est dérivable en c et F'(¢) = f(c). C’est dire que f posséde une
primitive et que F' est la primitive de f telle que F'(a) = 0. Si F est une primitive quelconque de
f, comme (F —Fy) = 01il existe un réel ¢ tel que F = Fy+c; comme F(a) =0, on a c = —Fy(a),
donc

b
/ F(t)dt = F(b) = Fo(b) — Fo(a).

c.D’apres la question précédente,
o) = 00) = [l

D’apres la formule du changement de variable (¢t = uz),

d(z) — p(0) = 20(x), avec §(z / ¢ (tx)

Pour tout ¢ € [0, 1], la fonction « — ¢(tx) est continue. Comme ¢ est continue, pour tout x € [0, 1]
la fonction ¢ — ¢(tx) est intégrable et dominée par une une constante qui ne dépend pas de x.
Donc la fonction 6 est continue sur [0, 1].
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d.D’apres la question précédente, on a

T 0
o) _ 00y

x x
ol 6§ est continue donc intégrable. Donc x +— ¢(x)/x est intégrable si et seulement si x — ¢(0)/x
est intégrable, c’est-a-dire si et seulement si ¢(0) = 0.

Nous venons d’utiliser le fait que 1/x n’est pas intégrable. Redémontrons ce fait classique,
pour lexemple. Notons f : [0,1] — Ry, o — 1/z si  # 0, et, par exemple, f(0) = 0. Soit
A €]0, 1]. La fonction logarithme est une primitive de f sur [4, 1] et la restriction de f & 'intervalle
[A, 1] est de classe C*°, donc continue. D’apres la question précédente, on a donc

1
dt
— =—-InA >0,
a t
et, en particulier, f est intégrable sur [A,1]. De plus, la suite croissante des fonctions positives
fL/n,1), n > 1, converge simplement vers f sur |0, 1], donc presque partout sur [0, 1]. D’aprés
le théoreme de convergence monotone, on a donc

at 1
— =lim—1In— = 4o0.
[0.1] " n
Donc 1/x n’est pas intégrable sur [0, 1].
Maintenant, comme ¢(t) = ¢(0) + t0(t), on a

/:(bit)qub(O) lne:[ <¢(to)+9(t)> dt + ¢(0) 1n6:/€19(t)dt;

comme 6 est continue sur [0,1], d’apres le théoreme de convergence dominée cette quantité a
bien une limite quand € tend vers 0.

8. Dérivation sous le signe somme — un cas pathologique simple.
Correction.
a.Pour tout (t,z) € [0,1]* on a

[t — x| <2,

ou la fonction constante x — 2 est intégrable sur [0, 1]. Donc, pour tout ¢ € [0, 1] la fonction
x +— |t — x| est intégrable. Cette dernitre est continue, donc son intégrale coincide avec son
intégrale de Riemann. Un calcul élémentaire donne alors, pour tout ¢ € [0,1] :

t 1
1
F(t):/ \tfx|da::/(tfa:)d:c+/ (x—t)de =1 —t+ =.
[0,1] 0 t 2

b.Le polynome F est bien siir dérivable, mais ceci ne découle pas directement de I’application du
théoreme de dérivation sous l'intégrale. L’application du théoréme de continuité des intégrales
dépendant d’un parametre ne pose certes pas de probléme. Mais, pour tout ¢ € [0, 1] la fonction
x — |t — x| est dérivable en dehors de la partie A-négligeable {t} de [0,1], c’est-a-dire sur
Pensemble [0,1] \ {t}. Quand ¢ décrit U'intervalle [0, 1], les points de non-dérivabilité décrivent
l'intervalle [0, 1] tout entier. Donc il n’existe pas de partie négligeable de [0,1] (indépendante de
t) en dehors de laquelle pour tout ¢t € [0, 1] la fonction x — |t — x| serait dérivable.
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0
c.Soit t € [0,1] et commengons par montrer que I'on peut définir f[o 1 a—{(t,x) dz. Pour tout

0
x € [0,1], la fonction s — |s — x| est de classe C! sur [0, z[U]x, 1] ; sa dérivée g(s,z) = a—{(s,x)
y est continue, donc intégrable. Quitte & prolonger cette dérivée en s = x, en posant par
exemple g(z,2) = 0, on obtient une fonction & — g(s,z) A(dx)-intégrable sur [0,1], dont on
note 'intégrale, qui ne dépend pas du prolongement choisi pour g,

of
—(s,x)dx.
-

On veut montrer que, pour toute suite (s, )nen de [0, 1] ayant ¢ pour limite et telle que s, # ¢
pour tout n, la suite numérique

Flsn) = F() _ [ flsno) = fta) -
Sp— 1 [0,1] Sp — 1t ’

of

ot

La fonction s — f(s,z) étant dérivable en s = ¢ pour tout x € [0, 1]\ {¢t} (donc pour presque
tout x), la suite

converge vers f[o 1 (t, ) dz. Soit (sy,) une telle suite.

f(snvx) — f(t,.’t)

Sp — t

0
converge simplement vers —f(t, x) pour presque tout z € [0, 1]. D’autre part, on a

ot

f(sn, ) = f(t )

Sp — 1

<1

pour tout n et pour tout x € [0,1]. (Remarquons d’une part que cette estimation ne découle pas
d’une simple application du théoreme des accroissements finis puisque la fonction s — f(s,x)
n’est pas dérivable en s = x ; d’autre part il aurait suffit que cette estimation soit satisfaite pour
presque tout z € [0,1].) Donc d’apres le théoréme de convergence dominée la fonction h est
dérivable et sa dérivée vaut f[0,1] —(t,z) dx.

ot

9. Des questions de sommabilité.
Correction.
a.Soit n > 2. On a

p(B) < ulfn = 1< 171)) < g [ 1f1dn <

(Pavant-derniére derniére inégalité, qui est évidente, est 'inégalité de Bienaymé-Tchebitchef).
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b.On a
(o) (o)
Z nu(B,) = Z / nlp, dp  (chaque terme étant positif, ces sommes sont définies)
n=2 n=2"FE

o0
= / Z nlp, dyp  (série & termes positifs)
Ep=2

IN

/ > (Ifl+ D, dyu  (par définition de By,)
E n=2

< / 1+ DL 1< f1<to0) dut
E

IN

/ [fldi+ p({|f] > 1}) (croissance et linéarité de I'intégrale)
E

< 2 / |f]dp  (inégalité de Bienaymé-Tchebitcheff)
E
< o0 (par hypothese sur f et u).

c.Pour N >m >2ona

N n 4 N N
>3 Mt = 3 (3 )t
n=2m=2 m=2 \n=m
Or
N N
1 1 1 1 1 1 1 2
— < — )= =< <z
gnQ_Tgnn(nfl) E(nl n) m—1 N ”"m-1"m
Donc
N n m2 N oo
— < <
Z " #(Bm) <2 Z mp(Bp) <2 Z mp(Bm) < 0o
n=2m=2 m=2 m=2
A la limite quand N tend vers oo on a
oo n 2
m
Z ?ﬂ(Bm) <o
n=2m=2

d.L’égalité cherchée est une conséquence directe du fait que

n
L fjeny = Lgpicy + D 1p,-

m=2

e.Sur {|f| <1} on a |f|? < |f]|, donc
/|f|2]1{|f\<1}du§/|f|]1{\f\<1}dlt§/|f\dﬂ<00-

1
Donc il suffit de vérifier que -7, — /\f|2]l{‘f|<N} dp < oo. Sur By, on a |f| < m, de sorte

n?
que [ |f*1g,, du < m?u(B,,). De la question (d) il résulte :

/\f|21{\f|<n} dy S/\flzﬂ{\f\<1}du+ > mu(B).
m=2
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En utilisant la question (c) et le fait que > ~- , 1/n? < oo, on voit que

=1
Z ?/‘f|2ﬂ{\f|<N} dp < .

n=2

10. Le théoréme ergodique de Birkhoff (1931).

Correction.
a.Soit ) = 1p la fonction caractéristique d’une partie B € &. On a 1) o f¥(x) = 1 si la k-itme
image itérée de = est dans B, et ¢ o f¥(z) = 0 sinon. La somme Y p—¢ 1 o f*(x) est égale au
nombre de passages de la f-orbite de  dans B pendant I'intervalle de temps [0, n—1]. La somme
de Birkhoff Zz;é 15 o f¥(z)/n est égale & la probabilité de passage de la f-orbite de x dans B
pendant lintervalle de temps [0,n — 1].

Donc le théoréme de Birkhoff affirme que si f est ergodique, pour presque tout z la fréquence
a laquelle la f-orbite de z visite B est asymptotiquement égale a la mesure de B.
b.Dans le cas particulier indiqué, les permutations f pour lesquelles la probabilité uniforme est
ergodique sont exactement les permutations possédant un cycle unique. En ce sens, l'ergodicité est
une propriété d’indécomposabilité (qui ne tient pas compte d’éventuels sous-ensembles invariants
négligeables).
c.Avec les mémes notations que dans la question précédente, le théoreme de Poincaré affirme
que les itérées par f de presque tout z € B repasseront une infinité de fois par B ; autrement
dit, que presque partout dans B la somme

> U(fF (=)
k=0

tend vers 'infini quand n tend vers +oc. Le théoreme de Birkhoff est un renforcement considérable
de ce résultat, puisqu’il donne une estimation quantitative de cette somme partielle.

d.On a
Foi1(x) = max(Si(x),S2(x),..., Snt1(x))
— max (p(@), 9(@) + (@), o 9(@) + P (@) + o+ 9 ())
= (@) + max (0, 0(f(2)), ..., p(f(2)) + ... + (f"F(2)))
= ¢(x) +max (0, F,(f(x))).
e.On a
A = {z,F,(z) = +oo}
= {2, VK e NIN e NVn> N F,(z) > K}
= Nkew Unen MnsnF, (K, +00]).
Or I'application f et la fonction ¢ sont mesurables, donc les fonctions F,, sont mesurables; donc
pour tout n > 1 et pour tout K € IN la partie F, *([K, +o0[), image réciproque d'un borélien par
une fonction mesurable, est dans la tribu &. Donc la partie A elle-méme, obtenue par intersections

et unions dénombrables de telles parties, est dans &.
f.On a les équivalences suivantes :
r€A & lim F,41(z) =400 (argument de suite extraite)
n—-+oo

& lim F,(f(x)) = +oo (d’apres ’égalité de la question (d))

n—-4oo

& f(z) e A
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Donc f~1(A) = A. En outre y est ergodique. Donc A est de mesure nulle ou pleine.
g.Soit z € A = f~1(A). Comme f(z) € A, si n est assez grand on a F,,(f(z)) > 0 et, d’apres la
question (d),

Foii1(z) = o(z) + F,(f(2))

(attention, en général ce rang n dépend de x). Donc la suite réelle (Fj,11(z) — F, o f(x)), est
stationnaire et sa limite vaut ¢(x). Donc la suite (F,+1 — F), o f), converge simplement vers ¢
sur A.

De plus on a

Fn+1—Fn090_<P = maX(OaFnO(p)_Fnow
. —Fh,op siF,op<0
B 0 sinon.

Comme F,, est croissante, la suite (gn)n = (Fnt1 — Fn 0 @ — ¢)n est décroissante, et positive.
Comme la fonction Fy — F o ¢ — ¢ est intégrable, quitte & soustraire son intégrale & (gn,)n, on a
une suite négative décroissante. D’apres le théoreme de Beppo Levi,

/(Fn+1—Fnof)du—>n/<pd#-
A A

Par ailleurs, d’apres la formule d’intégration par rapport & une mesure image, on a

/A Fyofdu— /f L Fadron)

(cf. le chapitre 2 d’exercices). Or A et u sont invariantes : f~1(A) = A (donc f(A) = A) et

fepp = . Donc
/FnOfd,u:/Fnd,u.
A A

Enfin, la suite de fonctions (F},) est croissante. Par croissance de 'intégrale,

A A
On a montré :

OS/(Fn-i-l_Fn)dﬂz/(Fn+1_Fnof)d:u_m—>+oo/‘Pdﬂ-
A A A

h.Supposons que p(A) # 0. Comme on I'a vu, on a alors u(A) = 1. Donc [, pdu = [, edpu.
D’aprés la question précédente, cette derniere quantité est positive. Par contraposition, si || pedu <
0, u(A) =0.

i.Si [, pdp <0, A est négligeable donc p(dz)-presque partout = appartient a A° = E'\ A. Or,
quelque soit z € A¢, la suite croissante (F,(z)), ne tend pas vers +o00, donc est majorée par un
certain réel M,,. Donc

Fn(x)

. n
lim sup
n n n n n o n

Comme S, (z) < F,(x),
limsup Sy, (z)/n <0.
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j-Posons ¢ = — fE Ydy—e. On a fE wdpu = —e < 0. Donc d’apres la question précédente,

n—1
1
lim sup — Z o(f¥(x)) <0  p(dz)-presque partout,
k=0

n—+oo N

soit

n—1
1
lim sup - Z Y(fF(x)) < /E Ydu—+e p(dr)-presque partout.
k=0

n——+4oo

Considérons le cas particulier o E est l'intervalle [0, 1] muni de la tribu borélienne, f :
[0,1[— [0, 1] Papplication z = 0, z1x2x3... — 0, Zox324... €t ¢ la fonction indicatrice de la partie
B =[0,1/10[.
k.Soit [a,b] un intervalle de [0, 1[. Son image réciproque par f est

I Ya,b]) = {0,iz125..., i € {0,...,9}, 0, 2125... € [a,b]}.

Elle est donc I'union disjointe des dix intervalles [0, ia1as...; 0, b1 ba...], 7 = 0, ..., 9. Donc sa mesure
de Lebesgue est 10(b — a)/10 = b — a = X([a,b]). Donc f.A = Ao f~! coincide avec \ sur le -
systeme formé par les intervalles. De plus, fi A est invariante par translation. D’apres le théoreme
d’unicité de la mesure de Lebesgue, fuA = .

1.Considérons le réel = obtenu en juxtaposant d’abord chaque chiffre 0,1,2,...,9, puis chaque
mot a deux lettres, c¢’est-a-dire chaque nombre compris entre 0 et 99, puis chaque mot a trois
lettres, etc. Les images itérées de ce réel x par f passent arbitrairement pres de n’importe quel
réel ; donc l'orbite de = est dense.

m.Les nombres x = 0, 1 2273... tels que f¥(z) = 0,24 1Tx12... € [0,1/10[ sont les nombres tels
que zpy+1 = 0. Le théoreme de Birkhoff affirme que pour A-presque tout z, le chiffre 0 revient
dans le développement décimal de = avec la fréquence asymptotique A([0,1/10[) = 1/10.

Ce raisonnement peut étre fait avec chacun des dix chiffres 0, ..., 9. On a ainsi prouvé que pour
presque tout nombre x € [0, 1] la fréquence de chacun des dix chiffres dans son développement
décimal est 1/10. Les tels nombres sont qualifiés de normauz. On ne sait pas, par exemple, si 7
est normal ou anormal.
n.Le chiffre de gauche de 2™ est p € {1, ...,9} ssi logy5 2™ (mod 1) € [logyq p,log,y(p+1)[. D’autre
part, l’application a — 2a “lue” dans la variable x = log;ya est x — x + log;, 2. Considérons
donc 'application

f: 00,1 —[0,1]
x — x +logyp2 (mod 1).
L’application f est une translation, donc préserve la mesure de Lebesgue.

Remarquons par ailleurs que a = log;, 2 est irrationnel (parce quune puissance de 2 n’est
jamais divisible par 10), et montrons que pour cette raison l’application f est ergodique relati-
vement & la mesure de Lebesgue. Soit A un borélien de [log;, 2, 1| qui soit f-invariant.

Comme A = f~'(A) on a 14 = Ly-1(4y. Or Ly-1(4) = L4 0 f. Notons c,, n € Z, les
coefficients de Fourier de 1 4 :

1
an/ Ta(z)e 2™ d.
0

Ceux de 14 o f valent alors

1
/ ]lA(J? 4 a)e—127rnx de = cnezQ'rrnoz
0
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(dans lintégrale, on a considére en fait le prolongement de 14 en une fonction 1-périodique
sur R). Par injectivité des coefficients de Fourier (ce résultat sera revu dans le chapitre sur la
transformation de Fourier), pour tout k € Z on a

(1 _ 6i27rna) Cn = 0.

Comme « est irrationnel, na n’est entier que pour n = 0. Donc pour tout n € Z \ {0} on a
¢, = 0. Donc 14 est constante presque partout. C’est dire que A est négligeable ou de mesure
totale 1. Donc f est ergodique, comme toute translation irrationnelle sur le cercle [0, 1].

Donc le théoreme de Birkhoff s’applique, notamment a la fonction indicatrice de chacun des
deux ensembles B = [log,, 7,10g;, 8 et C = [log; 8,1ogy 9] : dz-presque partout, les fréquences
asymptotiques de passage de z + nlog;q2 (mod 1) dans B et dans C sont dans un rapport de

drx(B)  logy8 —logy 7

= > 1.
dz(C)  logyn9 — logy 8

Mais par symétrie ceci est vrai pour tout = € [0, 1], et en particulier pour z = log;,1 = 0. Ceci
signifie précidément que le chiffre de gauche de 2" est plus souvent un 7 qu’un 8.

11. Inégalité de Jensen et entropie d’une partition.

Correction.
a.D’abord, comme toute fonction convexe, ¢ est continue donc mesurable.

D’autre part, toujours parce que ¢ est convexe, son graphe est ’enveloppe supérieure des
droites affines qu’elle majore; si I est 'ensemble de ces droites affines et si pour tout i € I la
i-iéme droite affine a pour équation z = a;y + b;, la fonction ¢ s’écrit

d(y) = sup(a;y + b;).
el

Soit i € I. Comme f est p-intégrable, par linéarité la fonction = — a; f(x)+b; est p-intégrable.
Par ailleurs,
ai f(x) +b; < ¢(f(2)).
Ceci implique que la partie négative (¢ o f)~ de ¢ o f est majorée par celle (a;f(z) + b;)~
de a;f(z) + b;, qui est finie. Donc ¢ o f posséde une intégrale (mais elle n’est pas forcément
intégrable).
Par croissance de l'intégrale on a donc pour tout @ € I

( / fdu) < [otr@)dn
¢</fdu) < [ oty dn.

b.Notons v la probabilité image de u par f. D’apres la formule d’intégration par rapport a une

mesure image on obtient
10} (/ xdu) < ¢dv ;
Ja,b] la,b]

autrement dit, la valeur de ¢ au centre de masse du segment ]a, b[ (pour la répartition de masse
v) est inférieure & la moyenne de ¢ sur |a, b]. (C’est sous cette forme que I'inégalité de Jensen se
comprend le mieux parce que p et f n’y jouent séparément aucun role particulier : seule compte

v.)

Donc
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c.En particulier si ) ; a; = 1 on obtient

dlanxy + ... + aney) < a1é(z1) + ... + and(xy,) ;
autrement dit, la valeur de la fonction convexe ¢ en la moyenne pondérée de n points est inférieure
a la moyenne pondérée des valeurs de ¢ en ces points.

d.H(o) = =3 scy W(A)Inpu(A) est lintégrale de la fonction étagée I, définie sur E par
Iy(z) = —Inp(Z), ol T € & est la classe de la partition contenant z. La formule

H(et) = / Ly dp,

garde un sens pour toute partition mesurable puisqu’elle définit H (<) comme I'intégrale d’une
fonction mesurable positive.

e.Notons ¢ la fonction définie par ¢(x) = xlnz si > 0 et ¢(0) = 0. Cette fonction est
strictement convexe parce que sa dérivée seconde sur |0, +o00[ est strictement positive. L’entropie
de & vérifie

H) = — 3 o((4) = —n (i > ¢<u<A>>>

Acd

IN
|
S
<

1
( Z V(A)) (d’apres I'inégalité de Jensen finie)
" Acd

< —ng (711) =Inn.

Or Inn est précisément I’entropie des partitions a n éléments A de mesures identiques v(A) = 1/n.
N.B. : Comme ¢ est strictement convexe, on peut montrer que cette valeur maximale est atteinte
uniquement pour de telles partitions.






Chapitre 4

Les espaces de fonctions intégrables

1. Exercices

1. Application de I’inégalité de Cauchy-Schwarz. Soient (E, &, 1) un espace
probabilisé et f et g deux fonctions borélienne, positives, intégrables et telles que fg > 1.

Montrer que
/fdu‘/gduzl.
E E

2. Convergence simple et convergence dans LP. Soient (F,&,pu) un espace
mesuré, f une fonction de L' (E, &, i) et (fn)n>1 une suite de L*(E, &, i) telle que

lim /fnd,u /fd,u.
n—-4o0o E

a.Montrer que si pour tout n > 1 la fonction f,, est positive et si la suite (f;,)n>1 converge
p-presque partout vers f, alors (f,)n>1 converge vers f dans L!. On pourra considérer

n — min<f7 fn)
On considére maintenant l’espace (R, Z(R), A) et la suite définie par
Jn=n101/n) — nL)_1/n 0
b.Montrer que (fy)n>1 converge vers 0 et que limy, o fR fndX=0.

c.La suite (fy)n>1 converge-t-elle vers 0 dans LP, p € [1,+o00[?

3. Normes LP. Soient (E, &, u) un espace probabilisé et f une fonction borélienne,
positive et intégrable.
a.A laide de 'inégalité de Holder, montrer que si u({f > 0}) < 1 alors

lim [ f][, = 0.

p—0t

b.Montrer que
lim /E 17 dyi = p({f > 0}).

p—0+
c.Montrer que, pour tout p €]0,1[ et tout x €]0, +o0],
2 = 1]

<z+|lnz|

On suppose désormais que f > 0 et que In f aussi est p-intégrable.
d.Montrer que

-1
lim
p=0t Jg D

dp = /Eln(f) du.

59
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e.Montrer que

T (151, = exo ([ m(yan).

4. Séries de Fourier dans L?. Les séries de Fourier sont un cas particulier de la
transformée de Fourier, mais on peut les étudier indépendamment.

Considérons 'intervalle C' = [0, 1] muni de la tribu borélienne et de la mesure de
Lebesgue. On considere I'espace de Hilbert L?(C) des fonctions complexes, muni du
produit scalaire complexe (produit hermitien) défini par

1
0.0),2 = [ oie)at.
0
Un tel produit hermitien définit naturellement une norme par la formule :

9]z = v {: b)-

On vérifiera ou on admettra que les résultats démontrés dans le Cours pour les espaces
de Hilbert réels se transposent aux espaces de Hilbert complexes.

Soit (en)nez la famille de fonctions définie par e, (t) = ™27t
a.Montrer que la famille (e, ),ez est orthonormée.

Considérons d’abord une fonction complexe ¢ définie sur C et indéfiniment dérivable.
Pour tout n € Z on pose

cn(9) = (¢, en)r2 = /C P(t)en(t) dt,

puis
N
Sn(@)B)= 3 euldealt).

n=—N

b.Montrer en faisant deux intégrations par parties que la série de somme partielle

Sn(®)(t) converge.
c.Montrer que

! sin (7 —
su(o)0) = [ oo™ T L DES0)

d.En déduire que Sy converge vers ¢ uniformément sur C.
e.En déduire que si ¢ appartient a 'orthogonal de (e, )nez alors ¢ = 0. En admettant la
densité de C*°(C) dans L?(C), montrer que (ey)nez est une base hilbertienne de L?(C).

Soient a € R et g € L?(C). Considérons I’équation
ft+a (mod 1)) — f(t) = g(t)

de.

d’inconnue f € L?(C).
f.Montrer que si « est rationnel, alors en général 1’équation n’a pas de solution.
g.Donner un exemple avec a ¢ @ ol I’équation admet une solution non constante.
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h.(Difficile) Donner un exemple ou ’équation admet une solution avec o ¢ Q et g(t) =
anl en(t)/2".
Comme seconde application des séries de Fourier, on se propose de retrouver la
formule classique suivante :
I 72
2=

n>1
i.Calculer les coefficients de Fourier de la fonction ¢ qui est impaire et 1-périodique, qui
vaut 1 sur [0,1/2].
j.-Exprimer > # en fonction de 3, ﬁ
k.En déduire le résultat cherché, en utilisant 1’égalité de Parseval.

5. Espérance conditionnelle et théoréme ergodique de Birkhoff *. Soient
(E,&, 1) un espace de probabilité et .# une sous-tribu de & (c’est-a-dire une tribu
incluse dans &). Soit p# la restriction de p a la sous-tribu % ; autrement dit, si 7 est
I'identité de (E,&) dans (F,.%), ngz est la mesure image de p par m. Nous noterons
LP(&)=LP(E, &, p) et LP(F) = LP(E, F, uz).
a.Montrer que si ¢ € L(.7) alors

/Eww:/Ewdu.

b.Montrer que L?(.%) est un sous-espace vectoriel fermé de L?(&).
c.En déduire que pour toute fonction ) € L?(&) il existe une fonction qui est unique
presque partout, que nous noterons g, telle que ¥ — ¥ soit dans 'orthogonal de
L (7).

En théorie des Probabilités, la fonction 1 & est appelée I’espérance conditionnelle de
1 relativement a la tribu .&.
d.En utilisant le théoreme de Radon—Nikodym, montrer de méme que pour toute fonction
Y € LY(&) il existe une fonction 17 € L'(.%) unique presque partout, telle que pour

toute partie A € . on a
Jvdu= [ vsus
A A

e.Calculer ¢ quand % est la tribu engendrée par une partition mesurable &7, en
supposant que I'union des parties A € & qui sont p-négligeables est néligeable. Décrire
les cas particulier ou % est respectivement la tribu grossiere {(}, E'} et la tribu engendrée
par le singleton {A}, A étant une partie donnée &-mesurable de E.
f.Calculer ¥z quand E = [0,1], & = £(]0,1]) et quand .Z est la tribu engendrée par
I'ensemble des singletons de [0, 1].
g.Montrer la version générale du théoreme ergodique de Birkhoff :

Si f: E — FE est une application &-mesurable préservant la probabilité p (c’est-a-
dire fupu = p) et si ¢ € LY(&), quand n tend vers +o00 on a

1

n—1

- Z Y(fF(x)) = 1y p-presque partout,

n
k=0

ot & ={A e &, f~1(A) = A} est la tribu invariante de f.



62 4. LES ESPACES DE FONCTIONS INTEGRABLES

On adaptera I’Exercice correspondant du Chap. 3 (ou ’on supposait f ergodique, et
ou la tribu invariante .# était donc la tribu grossiére), en posant notamment, a la fin,
p=¢—9Ys—c
h.Vérifier directement la validité du théoreme de Birkhoff dans le cas ou E = {1, ...,n},
neN,, &= P(E), et f est une permutation de E se décomposant éventuellement en
plusieurs cycles.
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2. Solutions

1. Application de ’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Correction. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1§/Eldu§/E\/EduS\//Efdu-\//Egdu~

2. Convergence simple et convergence dans L”.

Correction.
a.Les hypotheses ne permettent pas de majorer de fagon simple les fonctions |f,, — f| par une fonc-
tion intégrable commune. Donc on ne peut pas appliquer directement le théoréme de convergence
dominée & (|fr, — f|)n>1-

Soit g, = min(f, f,,). La suite (gn)n>1 converge p-presque partout vers f et elle est dominée
par f € L'. Donc d’apres le théoréme de convergence dominée on a fE Gn dit — fE fdu.

Or, |f = ful = f + fn — 2gn, donc :

/|fn—f|du:/fdu+/fndu—2/gndwnﬁ+m 0.
E E E E

Donc (fy)n>1 tend vers f dans L'.
b.Pour tout = # 0, si n est assez grand, |z| > 1/n et f,(xz) = 0. D’autre part, f,,(0) = 0 pour
tout n. Donc (fy,)r tend simplement vers 0.

Par ailleurs, pour tout n > 1, on a fR fndX = 0. Donc la limite de f]R fn dX est nulle quand
n — —+00.
c.Soit p € [1, +oo[. Comme f]R‘ | fn|P dX = 2nP~! ne converge pas vers 0, (f,)n>1 ne converge pas
dans LP.

3. Normes LP.
Correction.
a.Soit p €]0, 1[. Puisque ﬁ + ﬁ =1, on a, par I'inégalité de Holder,

/Ef”du = /Efpll{f>o}du
) 1/(1/p) " 1/(1/(1-p))
</(fp) /”du> (/(]l{f>0}) ) _p)dﬂ>
E E
D 1-p
([ro) ()
E E

Dong, si p({f >0})<1lona

151, < ([ £d0) Gt > o) 2y

b.Si p €]0,1[, on a [fP| < 14 f, ot 1+ f est intégrable. D’autre part, f? — 1;s~0y quand
p — 0. Donc, par le théoréme de convergence dominée,

tim [ = [ 00> 0} = s > 0)),

p—0t

IN

IN
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c.Si x €]0, 1], le théoréme des accroissements finis donne : 2° — 27 = —plnx e pour un certain
& €lplnz,0[. Donc : W;%ll <|Inzl.
Si @ € [1,400[, le méme théoreme des accroissements finis donne : 2P — 17 = (z — 1)pnP~1
: L 2P =1]
pour un certain 1 €]1, z[. Donc : — <.
Par conséquent, pour tout z €]0, +oo], @ <z+|lnz|

d.La famille de fonctions £ p;l tend simplement vers In f quand p — 0%. En outre, d’apres la

question précédente, on a

p
ou, par hypothese, f + |In f| est intégrable. Donc d’apres le théoreme de convergence dominée,

lim /-1 dp = / In(f) dp.
E

p—0t E P
e.Comme maintenant {f > 0} = E, la question b montre que lim,_,o+ [, f?dp = 1.
D’autre part, pour tout p €]0,1], ||f||p = exp[%ln S fP dp). Puisque Inz ~ x — 1 quand

‘<f+lnf|,

z — 1, on a, quand p — 0T,

bl (o) [ 2

Donc la question d permet de conclure :

Jim 171, =exp ([ m(pyan).

4. Séries de Fourier.
Correction.
a.La famille (e, )necz est orthonormée : (€, €n) = O n.
b.La convergence uniforme de la série > ¢, (¢)e, découle de la majoration :

e =| [ ottty = 1| [ o0eaiy] < 190
c.On a
N
SN(¢)(t) = Z/ ¢(9)e—i2ﬂn€ deeizﬂ-nt
7o
n N
= eiQﬂ'n(th)
/0 ¢(9)XN: df
[t ysin(m(2N +1)(t - 0))
a /qu(e) sinm(t — 6) do.
d.Comme

N .
Zei%m _sinm(2N 4 1)7
~ B sinmT

et, par intégration,

N .
1= [ eult)ydt = sinr@N + D7,
C C SINTT
-N
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o) = Sn(t) = [ W =20O) 4o £ 1)t — 0) b
o sinm(t — 0)
Posons
_ o) —8(0)
V0= -0y

Comme ¢ est indéfiniment dérivable, la fonction (6,t) — () est indéfiniment dérivable et
I'on a :

lo(t) = Sn(t)] =

/ Y (0) sinm(2N + 1)(t — 0) d&‘
C

supy o [/ (0)|
m2(2N +1)%°

1
T /Cw(e) sin(2N 4+ 1)(t — 0) d&’ <
Donc la suite (ZJXN cn(d)en)New converge uniformément vers la fonction ¢ sur C.
e.Soit ¢ € L?(C) appartenant & l'orthogonal de la famille (e,)nez. Ses coefficients de Fourier
cn (@) sont tous nuls. D’apres la question précédente, ¢ elle-méme est donc nulle.
Soit maintenant f une fonction appartenant a l'orthogonal de (ey,)nez dans L?(C). Comme
la convergence uniforme implique la convergence dans L2, pour toute fonction ¢ € C°°(C) on a

<¢a f>L2 = <ch(¢)envf>
Z

Donc f appartient & 'orthogonal de C*°(C) dans L?(C). En admettant que C*°(C) est dense
dans L?(C) (ce qui se montre en construisant des opérateurs de lissage, par convolution avec des
fonctions plateau), on voit que forcément f = 0.

Donc (e,,)nez est une base hilbertienne de L?(C).
f.Si f et g sont dans L2(C) et satisfont dt-presque partout I’égalité

ft+a) = f(t) = g(D),

la fonction t — f(t+a)— f(t) — g(t) appartient & L? et y vaut 0. Donc ses coefficients de Fourier
sont tous nuls : pour tout n € Z on a

en(f) (€M = 1) = culg)-

Maintenant supposons que « est rationnel : il existe un entier relatif n tel que na € Z, donc
tel que e’ = 1. Il suffit de supposer que le n-ieme coefficient de Fourier de g n’est pas nul pour
aboutir a une contradiction.
g.Si g est la fonction t +— sin2xt et si @« = 1/2, alors f : t — —1/2 sin 2nt est solution. Ici,
a = 1/2 est rationnel mais la fonction g n’a pas d’harmonique correspondant & n = 2.
h.Si g(t) =", > en(t)/2™ et a ¢ Q, on peut résoudre formellement pour tout n I’équation

en(f) (eina - 1) = cn(9)-

= cn(®) (en, g) 12 = 0.
2 7

L

en posant

1
en(f) = 20 (ena — 1)’

Pour que la formule

£ = 3 el etz

7
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définisse bien une solution dans L?(C), il faut encore que cette série converge dans L?, c’est-a-dire

que l'on ait :
S leaHP =)

Z N
Cette inégalité est liée aux propriétés arithmétiques de « : il faut que na/27 ne soit pas trop
proche d’un entier en fonction de ce que 2" est grand. Une fagon simple de montrer qu’il existe
de tels nombres o est de montrer qu’il en existe un ensemble de mesure strictement positive,
donc une infinité non dénombrable. Soit D  le borélien de R défini par :

2
< 0.

1
on (eina _ 1)

D%T:{aGIR, Vn € N* Yk € Z |na — 2kn| > |TZT}.

Un calcul élémentaire montre que si 7 est suffisamment grand et v suffisamment petit alors D, ;

est de mesure strictement positive. Il suffit donc de choisir o dans un tel ensemble, puisqu’alors
on a:

1 1

]:[\I>t<
2
1 0
< -
- n;* 22n (minkez |na — 2kﬂ'>
22
car 1 — cosxz > — pour tout z € [—m, 7] (mais pas sur R!)
T
2 2T
7T |n|
< (O) X e
nelN*
i.Un calcul direct montre que pour tout n € Z on a
0 et —2i
con =0 et ¢ = —.
2n 2n+1 7('(2’)1—"- 1)
j-On a
1 1 1
2=l gt
n>1 n>1 n>0
donc
I I
5 = - .
a1 n 3 "0 2n+1
k.L’égalité de Parseval s’écrit
Il = D leal?,
neZ

soit S )
1=— —_—
w2 nzzo (2n +1)2

1 _ 2 S it ;s
Donc ano T =T /8, et, d’apres la question précédente,

5. Espérance conditionnelle et théoréme ergodique de Birkhoff.
Correction.
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a.Soient 1)* les parties positive et négative de ).
Soit () une suite croissante de fonctions .#-mesurables positives, qui admette 1)+ pour
limite. D’apres le théoreme de convergence monotone,

/wi dyir :ligT/wf di.

Comme les fonctions ¥ sont .Z-mesurables et étagées, elles sont &-mesurables et leur
intégrale par rapport a p égale leur intégrale par rapport a pg.

Donc
[ vdus = [ van

b.Les définitions ont pour conséquence directe que L?(.%) est un sous-espace vectoriel de L?(&).

De plus, soit (1, )nen une suite de fonctions de LQ( #) qui converge dans L?(&) vers une
certaine fonction ) : fE [, — ¥|?dp — 0. En particulier, la suite (1), est de Cauchy dans
L?(&), donc aussi dans L?(.%), d’apres la question précédente.

Or L?(Z) est un espace complet, donc (1), converge vers une certaine fonction ¢ dans
L2(F). Mais ¢ € L2(&), et, d’aprés I'unicité de la limite dans L2(&£), on a ¢ = v. Donc la limite
¥ de (¥,), appartient & L%(.%), qui est donc un sous-espace fermé.
c.Pour toute fonction ¢ € L?(&) il existe une unique classe d’équivalence de fonctions, que
nous noterons ¥, telle que 1 — ¢ # soit dans I'orthogonal de L?(.%). Autrement dit, 1 & est la
projection de v sur L?(%).
d.Soit 1 € L'(&). Quitte & prendre successivement les parties positive et négative de 1, on peut
supposer que ¥ est positive. Notons v, la mesure définie sur .# de densité ¢ par rapport a p :

A) :/A’L/Jdlj,.

La mesure vy, restreinte a %, est absolument continue par rapport & p.z, donc d’apres le théoréme
de Radon-Nikodym il existe une fonction (précisément, une classe de fonctions) g € L'(F)
telle que vy, = Yz ® ug. Alors, pour toute partie A € .% on a

A¢du=A¢9uy-

e.Soit .# la tribu engendrée par une partition &/ C &. Soit A € &/ une classe de la partition.
Comme 7 est #-mesurable, ¥« est constante sur A. De plus,

/ Ydp = / Vg dug =z |ap(A).
A A
Si A n’est pas p-négligeable, la valeur constante de ¥ & en restriction a A est donc

_ wad/J
vl =S

Si .7 est la tribu grossiere {0, E'}, la fonction ¢ g est simplement la fonction constante égale
a l'intégrale de v sur FE.

Supposons maintenant que % est la tribu {0, A, A°, E} engendrée par un singleton {A},
A € &. Considérons la fonction définie sur E par :

) Jotbdp size A
wO'IH{ J4e ¥ dp sinon.

Ses ensembles de niveaux sont A et A°, donc elle est mesurable de (F,.#) dans (R, Z(R)). Par
ailleurs, son intégrale sur A ou sur A€ coincide avec celle de 1. Donc, par unicité, 1o = ¢ (égalité
entre classes d’équivalence de fonctions). Remarquons que par exemple si A est p-négligeable,
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alors ©g n’est pas unique en tant que fonction, puisque ©¥g peut en fait prendre n’importe
quelles valeurs sur A.

f.Comme 1 # est .#-mesurable, pour toute partie borélienne B de R, I'ensemble 1)z ~*(B) est
dénombrable ou de complémentaire dénombrable ; donc ¥ ~1(B) est de mesure nulle ou égale &
1. Donc 9 4 est constante presque partout. Donc ¥ & est la moyenne de 9 sur E.

g.La démonstration de I’'Exercice correspondant d’un chapitre précédent s’adapte mot pour mot.
La fonction ¥ » est constante u-presque partout sur toutes les parties f-invariantes minimales.
h.Soit f une permutation de E = {1,...,n}.

La tribu invariante .# de f est la tribu engendrée par la partition & de E formée par les
cycles de f. L’espérance conditionnelle d’une fonction ¢ sur E est donc la fonction ¢ qui, a
tout z de F, associe la moyenne de 1 sur le cycle de «x :

No—1

() = Ni S (@),
k=0

oi1 'on a noté Ny l'ordre de x, c’est-a-dire le plus petit entier naturel tel que fVo(x) = .

Soit x € E, et notons toujours Ny € IN l'ordre de x. Calculons un équivalent, quand N tend
vers 400, de la somme partielle de Birkhoff de x a un ordre N € IN,, en notant n le quotient
entier de N par Ny et r le reste de cette division (N =nNg +7r) :

N-—-1 nNg r
LY w0t = (Z () + ZW"N“*’“@)))
k=0 k=0 k=1

n—1(G+1)No—1

SO e @)+ S et @)
k=1

J=0  k=jNo

==

n—1 No—1 T

I
=]~
N
N
<
<
&
g
<
5

g
s
&

J=0 k=0 1
1 Mot r
= o [ X et @) +Z¢(f”N°+k(a:))>
" k=0 k=1
1 No—1 1 T
S =T O CIEE )]
’ k=0 k=1
1!
il k
N 2 Yt
k=0
ol la derniere ligne résulte en particulier de ce que
1 « nNo+k r No—1
- T - |
- gi/f(f (z)| < ” Iyneagw(yn < —, max 19(y)] = N 00 0

On a donc vérifié directement, dans ce cas particulier, le théoréeme de Birkhoff :
N-1 No—1

. V() = Yor(z) = NLO Z D(f*(z)) quand n — +oo.
k=0

N
k=0



Chapitre 5

Produits de mesures

1. Exercices

1. Questions élémentaires.
a.Donner un exemple, si E est un ensemble de cardinal supérieur & 2, de partie mesurable
de F x E qui ne soit pas un rectangle.
b.Donner un exemple de mesure u sur (R?, Z%?) qui ne soit pas le produit tensoriel de
deux mesures sur (R, %Z).

2. Carré de la mesure de comptage.
a.Montrer que Z(IN) ® Z(N) = 2(IN?).
b.Soit p la mesure de comtage de IN. Montrer que u ® p est la mesure de comptage de
IN2.

3. Un contre-exemple au théoréme de Fubini. Soient A la mesure de Lebesgue
de [0, 1] sur la tribu borélienne & = Z([0,1]) et p la mesure de comptage de [0,1] sur
P = 2([0,1]). Notons A = {(x,z),z € [0,1]} la diagonale de [0, 1]2.
a.Montrer que A € B R L.
b.Calculer les intégrales itérées de la fonction indicatrice de A,

[([1aeo o) aw o [ ([t ae),

c.Expliquer.

4. Mesure d’un graphe. Soit f : R? — R une fonction borélienne et soit I' =
{(z, f(x)), * € R?} son graphe.
a.Montrer que I' est une partie borélienne de R4,
b.Montrer que I' est Lebesgue-négligeable dans R4,

5. Applications du théoréme de Fubini.
a.Etudier I'intégrabilité de
1

f(fay):m

sur [0, +o0o[? en fonction du parametre o € R, et calculer I'intégrale de f dans les cas ol
cette intégrale est finie.

69
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b.Utiliser le fait que 1/x = fooo e~ "t dt pour montrer que

. 4 sinx
lim
a—oo J x

T
do = =
T

Puis montrer que pourtant la fonction sin z/z n’est pas intégrable sur [0, +oc[; on pourra,
en raisonnant par ’absurde, en déduire que sin? z/z serait elle-méme intégrable, et mon-
trer que ceci conduit & une contradiction.

c.Soient 0 < a < b deux réels et soit f la fonction réelle sur [0,1] x [a,b] définie par
f(z,y) = 2¥. On muni [0, 1] X [a, b] de la tribu borélienne. Montrer que f est intégrable
par rapport a la mesure de Lebesgue et en déduire la valeur de

1 l‘b — 0
dx.
o Inz

d.Pour tout y €]0, 4+o00[, notons [y] la partie entiere de y, q(y) = [y/7] + 1 et r(y) =
y — [y/7]m. Soit f: R}? — R la fonction définie par

Flz,y) = e W Vry),

La fonction f est-elle intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue sur ]0, +o00[?? (On
pourra méme calculer son intégrale en utilisant le fait que Y, 5, n~? = 7%/6.)

e.Pour a € R, soit f, : R?> — R la fonction définie par f.(z,y) = e~ —azy—y?
Déterminer les valeurs de « pour lesquelles f,, est intégrable par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R? et, quand elle est intégrable, calculer son intégrale I, en utilisant le fait

que [ e dx = /7.
/ e dx :
R

f.Calculer

on pourra utiliser ’astuce qui consiste a élever cette intégrale au carré, a convertir par
application du théoreme de Fubini le résultat en une intégrale sur R?, puis & passer en
coordonnées polaires.

6. Calculs de volumes de solides.
a.Calculer le volume de ’ellipsoide solide de demi grands axes a, b et ¢; on rappelle que
ce solide a pour équation x?/a? + y2/b? + 22/ < 1.
b.Pour a > r > 0, calculer le volume du tore solide A obtenu par révolution autour de
I’axe des z de

A={(y,2) : (y—a)®+2%<r?.

c.Soit A un borélien du demi-plan (y, z), y > 0. Montrer que I’ensemble A de R3 obtenu
en le faisant tourner autour de ’axe Oz est borélien et que son volume vaut

V= 27T/ ydydz.
A
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d.Calculer les moments d’inertie principaux de l’ellipsoide plein, en supposant que la
répartition de masse est uniforme. On rappelle que le moment d’inertie de D’ellipsoide
par rapport a 'axe des z, par exemple, est le nombre

I, = / r? dz dy dz,
E

ou r = /x2 + y? est la distance a I'axe des z.
e.Calculer le volume de la boule B™ de rayon 1 en dimension n; on pourra faire une
récurrence sur la dimension.

7. Intégrale curviligne. Soient I et J deux intervalles compacts de R, a: I — R3
et B:.J — R3 deux applications injectives de classe Cl et ¢ : I — J, s =t = ¢(s) un
difféomorphisme de classe C! tels que a = 8 o ¢. Les deux chemins « et 3 sont donc
deux paramétrages de la courbe C' = a(I) = 5(J). Notons A; et Ay les restrictions de la
mesure de Lebesgue respectivement a I et a J.
a.Montrer que si f : a(I) — R* est une fonction borélienne positive on a

/foa | d)\]:/foﬁ 18/]] dA.
I J

b.En déduire que les mesures o, (||o/|| @ A7) (image par « de la mesure de densité ||o/||
par rapport & A7) et B.(||3’|| ® A;) coincident. Notons I, cette mesure de R3.
c.Interpréter ’égalité de la question précédente et donner une formule pour la longueur
L(C) de la courbe C faisant intervenir I¢.

Soit p une mesure sur I et soit p la mesure image de ||o/|| ® p par «. La mesure p
peut s’interpréter comme une répartition de masse, de charge électrique, etc. le long de
C.
d.Donner une expression de la longueur de la cardioide dont 1’équation en coordonnées
polaires est

r=1+cosf, 6¢€[-m, ],
et calculer la masse de cette cardioide en supposant que sa répartition de masse est
donnée par la mesure
1
p =00+ ——— e \[_
P VItsmg o

ol dp est la mesure de Dirac en 8 = 0.

8. Intégrale de surface. Soient K et L deux compacts de R?, o : K — R? et
B : L — R? deux surfaces paramétrées injectives de classe Cl et ¢ : K — L, (s,t)
(u,v) = ¢(s,t) un difféomorphisme de classe C! tels que a = Bo¢. Les deux applications
a et 8 sont deux paramétrages de la surface S = a(K) = B(L).
a.Montrer que si f : R? — RT une fonction borélienne positive on a

/foa da  Oa ds®dt:/foﬁ o8 , 98
K L

ds Ot ou Ov
b.En déduire une mesure og sur R? qui dépend de S mais pas son paramétrage. En
déduire une formule pour l'aire A(S) de la surface S, que l'on justifiera rapidement.
c.Calculer l'aire de la sphere $2 : 22 +y2+22 = 1 et du tore T? : (\/22 + y2—a)?+22 = r?
(0<r<a).

du ® dv.
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d.Montrer que pour la sphere la mesure og2 est invariante par rotation.

Considérons maintenant un compact K de R? et une fonction positive f : K — R*
de classe C'. Notons
S ={(x,y,2) €R?, 2= f(x,9)}
le graphe de f.
e.Trouver un paramétrage a : K — R? de S et en déduire une expression de I'aire de S

comme une intégrale sur K.
f.Calculer cette aire dans le cas ot K = {(x,y) € R?, 2% +¢y% < 1} et ou f(z,y) =

L oo 2
5(1’ +y°).
g.En revenant au cas général du début de ’exercice, montrer que

804/\8042 da||? || B ||? oo da\?

ds Ot 0s ot Os Ot

et en déduire une formule qui donne l’aire d’une surface dans R"™ en fonction de son
paramétrage o : K C R? — R".

9. Action lagrangienne et géodésiques. Soient I un intervalle compact de R,
a : I — R? une application injective de classe C! et L : R? x R?® — R une fonction
donnée de classe C2. L’action de « relative au lagrangien L est le nombre

Ap(a) = /[0 |, He®.0/@) gy 0

(Par exemple, la longueur de la courbe «(I) est donnée par laction de « relativement
au lagrangien L : (z,y) — |lyl|.)
a.Montrer que Ay («a) existe.

Soit de plus a : [0, 1] — R3 une courbe de classe C? telle que a(0) = a(1) = 0. Soit v,
une variation de o, définie par v¢(t) = a(t) +ea(t) pour tout € € [—1, 1] et tout ¢ € [0, 1].
b.Montrer que 'intégrale

/[O  Ha®+al0,a/(0) + () o0

est dérivable par rapport a € en 0. On note dAy(«) - a cette dérivée.
c.Montrer en effectuant une intégration par parties qu’on a

iae)-a= [ 37 (G000 - GE(0,0(0) ) as) o 0)
igj<s !

81’j

d.En déduire que si dAr(a) - a = 0 pour tout chemin a choisi comme plus haut les
équations d’Euler-Lagrange

oL d OL

T%(a(t),a'(t)) - aafyj(a(t),a'(t)) =0 (j=1,23)

sont satisfaites.

e.Montrer que si la fonction a — Ar(a) a un extremum local en un chemin «, ce chemin
satisfait les équations d’Euler-Lagrange. Récriproquement, les chemins satisfaisant les
équations d’Euler-Lagrange sont-ils automatiquement des extrema locaux ?
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f.Ecrire les équations d’Euler-Lagrange dans le cas particulier ou L est de la forme
L2

ou V : R? = R est une fonction de classe C'. Interpréter.
g.Quels sont les solutions quand V =07

Nous allons généraliser ceci au cas ou un point matériel se meut sur une surface
courbe, soumis & sa seule inertie, sur la piste de la Théorie de la Relativité générale!

Soit S une surface de révolution engendrée par la rotation autour de I'axe des z de
la courbe du plan des zz d’équation

x=f(z), 0<z<1,

ol f est une fonction strictement positive de classe C!.
h.Trouver un paramétrage F : K = [0, 27] x [0,1] — R? de S.

Soit L : K x R? = R le lagrangien défini par
1
L(0,2,0,2) = 5 [|dF(8,2) (©,2)]7,

ot ||| est la norme euclidienne de R3.

i.Expliciter L et les équations d’Euler-Lagrange pour un chemin a:t € I — (6,z) € K
tracé sur S.

j-Soit C : K x R? — R la fonction définie par C (0, 2,0, Z) = f(2)?0. Montrer que si «
satisfait les équations d’Euler-Lagrange, la fonction C(«, ) : I — R est constante.
k.Soit H : K x R? — R la fonction définie par

2
10.2,0.2) = 3 (7' + 72 + O I

Montrer que si « satisfait les équations d’Euler Lagrange, la fonction H (o, ') : I — R
est constante.

1.Décrire les géodésiques de S (qui généralisent les droites d’un espace euclidien), c’est-
a-dire les solutions a des équations d’Euler-Lagrange.

10. Calcul d’une intégrale multiple.
a.Montrer que la tribu Z(R1) ® 2 (IN) est '’ensemble des parties de Rt x IN de la forme
Unen(An x {n}) avec 4,, € B(RT).
b.Montrer que, si m est une mesure bornée sur Z(R™), il existe une unique mesure
bornée p sur B(R*) x 2(NN) telle que pour toute partie A € Z(R™) et pour tout n € IN
on ait

c.Calculer
/ e du(t, n)

en fonction de l'intégrale d’une fonction sur R*.
d.La mesure p est-elle toujours une mesure produit ?
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11. Propriétés élémentaires des fonctions I' et B et application a une
formule sommatoire. On pose, pour tous a,b € R},

+oo 1
M= [ e lerde et Blab)= [ o l1-0) e
0 0

a.Montrer succintement que la fonction I' : R} — R} est bien définie.
b.Montrer que

w/2
B(a,b) = B(b,a) = 2/ sin271 9 cos®~1 6 do,
0

c.Calculer B(1/2,1/2) et B(a,1).
d.Montrer que
['(a)I'(b)
B(a,b) = ——+~;

on pourra commencer par exprimer I'(a)T'(b) comme une intégrale double sur (R*)2,
faire le changement de variable (z,y) — (z,y + z), puis appliquer le théoreme de Fubini.
e.En déduire que I'(a + 1) = al'(a). En déduire 'expression de I'(n) lorsque n € IN,.
f.En déduire que I'(1/2) = /7 et que [;7° eV dy = \/7/2.

Soit maintenant f : RT™ — R™ une fonction mesurable. On veut montrer qu’il existe
un réel wy, > 0 indépendant de f tel que

+oo
/ N flah + . a2l et gy = wn/ F(t) ¢/ brtecan/ba=1 gy (%)
(R 0

g.Montrer qu’il existe un réel v, > 0 indépendant de f tel que

“+00

/ P14 o) e atm Ve = vy [ () mtten g,

(RI)" 0

h.Exprimer v, en fonction de la fonction I', en examinant le cas particulier f(t) = e™'.
i.En déduire la formule (%) et I'expression de wy,.

j-Montrer que
[ fllalyds = o [ 5t ar
R 0

ol pin, = 272 /T (n)2).
k.Appliquer cette formule au calcul du volume V,,(«) de la boule B"(0, ) centrée en 0
de rayon a dans R".

1.A quelle condition sur o € R la fonction z — 1/]|z|* est-elle intégrable sur la boule
B™(0,1)? Sur R™\ B"(0,1)?

12. Variables aléatoires indépendantes *. Soit (F, &, ) un espace probabi-
lisé. ! Si A n’est pas négligeable, la probabilité sachant la partie A est la probabilité,

1. La Théorie moderne des Probabilités, telle qu’elle a été axiomatisée par le mathématicien russe
Kolmogorov a la moitié du XXe siecle, est une branche de la Théorie de la Mesure. Mais pour des
raisons historiques et parce que ces deux théories se développent dans des directions propres, les concepts
communs possedent une double terminologie. Voila un lexique probabiliste de base : 'univers est ’espace
probabilisé E'; un possible est un élément x de F ; un événement est une partie mesurable A € & de E';
la probabilité sachant A se note u(-|A); une variable aléatoire est une fonction mesurable f : (E,&) —
(R, Z(R)); la loi de f est la mesure image f.u de p par f; Iespérance de f est son intégrale et se note
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notée u 4, définie par

_ uANB)
HaB) =)

a.Déterminer pp et gy, avec x € E, u({z}) # 0.

Deux parties A et B sont indépendantes si (AN B) = u(A)u(B).
b.Expliquer en une phrase pourquoi cette définition correspond a I'intuition, par exemple
en examinant le cas ou pu(A) # 0.
c.Montrer qu’une partie A donnée est indépendante de toute partie B si et seulement si
u(A) =0 ou 1.

Deux sous-tribus .7 et ¢ sont indépendantes si tout couple (4,B) € .7 x ¥ de
parties est indépendant.
d.Donner un exemple de partitions &7 et % du carré [0,1]? qui engendrent des tribus
indépendantes par rapport a la mesure de Lebesgue.

(VB € &).

Deux fonctions mesurables, f et g, sur (E, &), sont indépendantes si les tribus o(f) =
FHPBMR)) et a(g9) = g7 (#(R)) qu'elles engendrent sont indépendantes.

Par ailleurs, notons a = f,u et 8 = g, les mesures images de u par f et g.
e.Montrer que f et g sont indépendantes si et seulement si la mesure image de u par
(f,g9) : E = R2 z+— (f(x),g(z)) est le produit tensoriel a ® 3.
f.En déduire, quand f et g sont indépendantes, une formule donnant I'intégrale

/ h(f(x), g(x)) dis(z),
E

ot h: R? — R est une fonction intégrable, comme une intégrale sur E?2.

g.Analyser le jeu de loto qui consiste a tirer successivement k£ boules numérotées parmi
n, avec ou sans remise.

h.Analyser la situation décrite ci-dessous et répondre aux questions posées :

M. et Mme Lebesgue ont deux enfants. Quelle est la probabilité pour que le premier
enfant soit une fille ? Quelle est la probabilité pour que le premier enfant soit une fille
sachant que I'un des deux enfant s’appelle Sophie ? Quelle est la probabilité pour que le
premier enfant soit une fille sachant que Sophie est la cadette ?
i.Si f et g sont deux variables aléatoires indépendantes, calculer en fonction de « et g
la mesure image de y par f + g.

13. Exemples de produits de convolution.
a.Calculer fx f,ou f:z+— x_Q]l[LJroo[(:c) sur R.
b.Calculer la mesure convolée d’une mesure o-finie y et de la mesure de Lebesgue A sur
(R?, (R%)). Que se passe-t-il si p est une probabilité ?
c.Trouver une mesure o-finie u telle que pour toute mesure o-finie v on ait p * v = v.

14. Convolée de probabilités de Poisson *.

E[f] = [ f du; Vespérance conditionnelle de f par rapport & une sous-tribu .# (cf. le dernier exercice du
Chap. V) se note souvent E[f|.#]; enfin, la fonction caractéristique de u est sa transformée de Fourier.
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a.Calculer la convolée d’une mesure bornée sur (R, Z(R)) par la mesure de Dirac d, en
r € R.

La mesure de probabilité de Poisson 7, de parametre o > 0 est définie par

b.Montrer que cette somme infinie définit bien une mesure.
c.Calculer mq * 3.
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2. Solutions

1. Questions élémentaires.

Correction.
a.Soient x et y deux éléments distincts de E. La partie A = {(z, ), (v, y)} n’est pas un rectangle :
si on avait A = A; x As, on aurait € A; (parce que (z,z) € A) et y € Ay (parce que y € As),
alors que (z,y) ¢ A.
b.Soient z, y et z les trois points de R? définis par x = (0,0), y = (1,0) et z = (0, 1). Considérons
la mesure p = 0, +J, + 9., somme des mesures de Dirac de R? en les points x, y et z et supposons
qu’il existe deux mesures « et 5 de R telles que p = o ® 5. En écrivant la mesure des singletons
et des paires inclus dans {z, y, z} on voit que forcément a({0}) = «({1}) = 8({0}) = S({1}) = 1.
Or ceci est incompatible avec le fait que p({1,1}) = 0.

2. Carré de la mesure de comptage.

Correction.
a.La tribu Z(N) ® Z2(N) est évidemment incluse dans £?(IN?). Réciproquement, IN? étant
dénombrable, toute partie A de IN? est la réunion disjointe au plus dénombrable de ses singletons.
Or tout singleton de IN? s’écrit {(m,n)} = {m} x {n}, ce qui prouve que {(m,n)} € Z(N)®
P(N). Donc Z(IN?) C Z(N) ® Z(N). Par conséquent, Z(IN?) = 2(N) @ Z(NN).
b.Pour tout singleton {(m,n)} = {m} x {n}, on a

p @ p({(m,n)}) = p{m})u({n}) = 1.
Donc, si A € Z(IN) ® Z(N), on a
pond) = Y pouplmm)= Y 1=Card().

(m,n)€eA (m,n)€EA

3. Un contre-exemple au théoréme de Fubini.

Correction.
a.Par définition de la tribu produit, les applications coordonnées (z,y) — x et (z,y) — y sont
mesurables de ([0, 1]?, Z® £) dans ([0, 1], &) et ([0,1], &) respectivement. A fortiori (z,y) — y
est aussi mesurable de ([0, 1], Z® &) dans ([0, 1], £). Donc la fonction (z,y) — x —y, composée
des deux projections mesurables précédentes et de I’application borélienne (parce que continue)
([0,1)*, Z®2 B) — (R, B(R)), (z,y) — = —y, est mesurable. Donc la diagonale A = {z —y = 0},
image réciproque du borélien {0} par cette derniere application mesurable, est dans B @ Z.
b.Pour y € [0,1] on a [1a(z,y) A(dz) = A({y}) =0, donc

/u(dy) (/ /\(dx)]lA(x,y)> =0.

D’autre part, pour z € [0,1] on a [ 14(z,y) u(dy) = p({z}) =1, donc

[ o) ([ wtanaten) 1.

c.Bien que la fonction 1 4 soit mesurable et positive, on ne peut pas appliquer le théoreme de
Fubini parce que p n’est pas une mesure o-finie.

4. Mesure d’un graphe.
Correction.
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a.Soit
¢:RIXR >R, (z,9)— flz)—y.
Cette fonction est borélienne et I' = ¢~1({0}), donc I" est borélien.
b.La foncttion 11 est borélienne et positive et la mesure de Lebesgue A de R**! est o-finie.
D’apres le théoreme de Fubini on a donc :

AT) = / Ir(xy, .y 2d,y) dey ... dzg dy
Rd+1

/ </ ]lp(xl,...,xd,y)dy> dzy...dxg
RY \JR

/ dy({f (@, s 2a)}) dar ... dza
Rd

= / 0dzxy ...dxg = 0.
]Rd

Donc T est A-négligeable dans R%*! : ceci généralise le fait que la longueur d’un point (cas d = 0,
avec la convention que R = {0}), la surface d’une courbe (cas d = 1) ou le volume d’une surface
(cas d = 2) sont nuls.

N.B. : Par exemple le graphe d’une fonction continue f : [0,1] — R est d’aire nulle. Mais
ceci ne se généralise pas & I'image d'une courbe paramétrée continue v : [0, 1] — R? qui n’est pas
un graphe. Peano a en effet démontré qu’il existe de telles courbes v qui sont surjectives dans
[0,1]2, donc dont Daire de I'image vaut 1 (ou n’importe quelle réel positif). En revanche, si v
est dérivable, c’est une conséquence du théoreme des accroissements finis que son image est de
mesure nulle (version préliminaire du théoreme de Sard).

5. Applications du théoréme de Fubini.
Correction.
a.La fonction f est borélienne et positive. Par le théoréeme de Fubini on obtient :

[, seasar = [ ( /Hd) "

Or, pour tout y > 0, fR+(1 +xz+y) *dr < oo équivaut & o > 1. Donc f n’est pas intégrable si
a<1. Sia>1, pour tout y > 1 on a

1 1
dx = 14 y)te.
/]R+ I+z+y)> a—l( v)

Or, la fonction y — (1 + y)1 =< est intégrable si et seulement si a — 1 > 1, c’est-a-dire si a > 2.
D’apres le théoreme de Fubini, f est donc intégrable sur ]R2+ si et seulement si o > 2, auquel cas

1 1
/R (rzry % =0 D2

2
+

b.L’égalité 1/z = [ e~** dt implique, par linéarité de D'intégrale, que I'on a

/Smxdx:/ (/ e_’”tsinmdt) dx.
o T 0 0

La fonction (z,t) — e~ sinz est intégrable sur [0, a] x [0, +-o00[ parce que I'intégrale de sa valeur

absolue est finie :
/ le”*" sin x| dt dx
[0,a] X [0,400]




2. SOLUTIONS 79

a (o]
/ ( / le™" sin z| dt) dx  (théoréme de Fubini pour les fonctions positives)
0 0

a o
_ / | sin x| dr.
0 X

ol z — |sinz|/x est une fonction continue sur [0, a], donc bornée, donc intégrable.
Donc, d’apres le théoreme de Fubini on a

a : (o) a
/ Sy dr = / (/ et Siﬂ:ﬁdﬂ:) dt.
o T 0 0

Or, deux intégrations par parties montrent que

a 1 _ ,—at t :
/ o=t irt o iy — e~ %(cosa +tsina) '
0 1+12

Notons fa(t) cette expression. Comme on veut faire tendre a vers +o0o, on peut supposer que
a > 1. La fonction f, satisfait alors l’estimation :

w

sur RT.

falO € — (14 e (1+1) <

1+¢2 14¢2

De plus, f, tend simplement vers ¢ + 1/(1+t2) sur ]0, +-oc[, donc dt-presque partout sur [0, +ool.
Donc d’apres le théoreme de convergence dominée,

“ si o dt 0o
lim ST e = / —— = [Arctan t]; =7/2.
a—+o0o 0 X 0 1 + t2

On dit que l'intégrale f0+oo sinz/x dx est semi-convergente en +0o.
Mais la fonction sin zz/x n’en est pas intégrable pour autant. Supposons en effet par absurde
quelle le soit. Comme |sinz| > sin? z, a fortiori

sin’ 1 — cos2x

x 2z

serait intégrable. On voit comme précédemment que [;*(cos 2z)/(2z) da serait semi-convergente
en +oo. Par différence lintégrale de 1/2z serait semi-convergente, ce qui est faux. Donc la
fonction sinz/x n’est pas intégrable, ce qui interdit d’appliquer directement le théoréme de
convergence dominée a la famille de fonctions x + sinx/x1(g 4 (), qui pourtant tend simplement
vers & — sinz/x. En effet, cette famille n’est dominée, en valeur absolue et uniformément en
a, par aucune fonction intégrable (sinon = +— sinx/z serait intégrable). C’est l'introduction du
facteur e~ et le théoréme de Fubini qui résolvent le probleme, et c’est finalement & l'intégrale
fooo fa(t) dt que lon applique le théoréeme de convergence dominée. A méditer!

c.La fonction f est continue sur [0,1] X [a, b], donc borélienne ; elle est aussi positive. D’apres le
théoreme de Fubini,

1 b1
/ J:yda:dy:/ / z¥ dz dyz/ dy:ln<+>.
[0,1]x[a,b] fas) \J0.1] lab] ¥ +1 a+l

Donc f est intégrable.

Intégrons maintenant dans l'ordre inverse :
zb — 2®

d =
- f(z,y)dy o
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dx-presque partout sur [0, 1] (plus précisément : partout sur ]0, 1]). Donc d’apres le théoreme de
Fubini z + (2° — 2%)/Inx est intégrable sur [0, 1] et

1.6 _ ,a 1
/ R dazz/ xydxdyzln(ﬂ>.
o Inz (0,1 x[a,b] a+1

d.La fonction f est borélienne et positive. Donc d’apres le théoréme de Fubini on a

" fdxdy = /]R+ </]R+ exp (—xq(y)2m> da;> dy.

Siy ¢ {nm, n € N,}, alors

[ e (mratw Vi) e = —

\ a(y)2\/r(y)

Siy € {nm, n € N,}, f]R* exp (fxq(y)zy/r(y)) dx = 4o00. Mais comme {nm, n € IN,} est
Lebesgue-négligeable, il vient

1
dr d _—
wy T /R 1)

dy

> 1
= > / =
J(n—1)m,nxl 4(Y)2/T(y)

n=1
= 1

o S R ——
net v l(n=1)m,nx[ T T(y)

Pour chaque n > 1, en faisant un changement de variable h(y) = y + (n — 1)7 (h étant un
difféomorphisme de ]0, [ dans |(n — 1)7, nx[), on a

> 1 2. 2T
fdxdy = / dy = —— < 00.
| S [ mat=

n=1

Plus précisément, comme > ., 1/n? = 72/6 (ce fait se montre par exemple en appliquant
le théoréme de Parseval sur les séries de Fourier pour une fonction périodique bien choisie),
lintégrale de f vaut 72,/7/3).

e.Remarquons que z2 + axy +y? = (1 — %)yQ + (z+ $y)?. Donc d’apres le théoreme de Fubini
pour les fonctions positives,

I, = / 6(1—%2)212 (/ e (@ +5y)? dx) dy.
R R

Pour tout y € R on fait le changement de variables z — x — Sy, pour obtenir

Io = ﬁr(/ (=’ dy) ;
R

on a utilisé 'égalité classique fR e~ dy = N

CX2 . . .
Sia?>4,ona =) > 1 sur R, ce qui implique I, = +o0.

o

Si au contraire a < 4, on effectue un nouveau changement de variables, y +— y/4/1 — %,

pour obtenir :

2 21
Ia:i/e_yZdy: T _ o
[,_o*Jr Vi—a?  Vi-a?
4
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f.Notons I = fR e~ dr. Comme la fonction (x,y) — e~V st continue, elle est borélienne ;

elle est en outre positive. Donc, par linéarité et d’apres le théoreme de Fubini on a

I? = (/ e da:) (/ eV dy) =/ (/ e "y dx) dy :/ e da dy.
R R R \/R R2

Maintenant, ’application coordonnées polaires,

h: ]0,+00[x]0,27] — R2\ ([0, +oo[x{0})
(r,0) —  (rcosf,rsinf),

est un difféomorphisme. Comme le demi-axe réel positif [0, +00[x{0} est de mesure nulle dans le
plan et comme le jacobien de h vaut r, la formule du changement de variable montre que ’on a

I? :/ efrzrdrdﬁ,
10,400[x]0,27[

soit, en appliquant le théoréeme de Fubini une fois de plus,
o) 5 2m
122(/ e " rdr) (/ dé’):
0 0

/ e~ da = /7.
R

Finalement on a montré :

6. Calculs de volumes de solides.
Correction.
a.Considérons l'application

h: ]0,1[x]0,m[x]0,27[ — R3\ {(0,0,2)}
(p,0,¢) —  (x,y,2) = (apsinf cos @, bpsin O sin p, cp cos b)),

qui généralise 'application coordonnées sphériques (obtenue en prenant a = b = ¢ = 1). Clest
un difféomorphisme, son jacobien vaut —abcp?sin et le complémentaire de son image dans R?
est négligeable. Donc d’apres la formule du changement de variable le volume de l'ellipsoide E
donné dans I’énoncé est

V:/ dmdydz:abc/ p*sin® dpde de.
E 10,1[x]0,7[x]0,27[

A ce stade, il est crucial de vérifier que 'on prend bien la valeur absolue du jacobien. De la
fagon dont nous avons défini le changement de variables, ’angle 6 varie entre 0 et m, donc sin 6
est positf. Mais on aurait pu choisir de faire varier ¢ entre 0 et 27 (et donc ¢ entre 0 et ) ; il
aurait alors fallu couper l'intégrale en deux, et écrire sinf ou —sinf selon que sinf est positif
ou négatif.

Le théoreme de Fubini permet de terminer le calcul :

4
—abc/ P dp/ sin 6 df d<p—f7rabc
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b.Pour calculer le volume
V= 277/ ydydz,
A
du tore, on peut considérer le changement de variables
k: 0,r7[x]0,2nr[ — A\ ({(y,0),a <y <a+r})
(p,0) — (a+ pcosb, psind)

obtenu a partir des coordonnées polaires par translation de a dans la direction de y. On peut
appliquer le théoreme de Fubini pour les mémes raisons que dans 'exercice f, et

T 2m
V= / (/ (a+ pcos 9)pd9) do = 27mr2a.
0 \Jo

c.Considérons ’application
f: R3 — R?
(z,y,2) = (Va?+y%2).

Par définition le solide A égale ¢~ 1(A). L’application ¢ est continue, donc borélienne. Comme
A est supposé borélien, il en est donc de méme de A lui-méme.
Considérons maintenant ’application
h: ]0,27[x]0, +oo[xR — R3\ ({0} x [0, +o0[xR)
0,9, 2) —  (ycosf,ysiné, z).
C’est un difféomorphisme. (Nous notons ici y la variable habituellement notée r, parce que la
situation privilégie le demi-plan (y,z), y > 0, dans lequel on a y = r). Comme le demi-plan

{0} x [0, +00[xR est de mesure nulle dans R? et comme le jacobien de h vaut —y, la formule du
changement de variable montre que l'on a

V:/ dxdydz:/ ly| df dy dz.
A 10,27[x]0,4-00[x R,

Remarquons que la fonction (6,y, z) — y est positive. Donc d’apres le théoréeme de Fubini et par
linéarité de I'intégrale on a

27 27
V:/ </ yd9) dydz:/ (/ d0> ydydz:27r/ ydydz.
A \Jo A \Jo A

d.En Mécanique, on montre que, lorsque Dellipsoide est en rotation autour de ’axe des z, par
exemple, le moment d’inertie I, est le rapport entre le moment cinétique et la vitesse angulaire.
Le moment d’inertie I, vaut

Iz:/rzdxdydz,
E

ott 72 = 22 + y? = p?sin? B(a? cos?® ¢ + b?sin” ) est le carré de la distance a l'axe des z. En
utilisant le méme changement de variables que dans la question précédente, on voit que :

2

I, = abc/ ptsin® 6 (a® cos® ¢ + b? sin? ©) dp df dep,
10,1[x]0,7[x]0,27[
soit
1 ™ 2T
I, = abc/ ptdp / sin® 6 do / (a® cos® p + b2 sin? @) dep.
0 0 0

Or on a

L 1 (" 4
/ sin39d9:f/ (—sin(36) + 3sinf) df = —
0 4 0 3
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et
27 27
/ cos? pdp = / sin? o dp = 7.
0 0
Donc
4
I, = %((12 + b*)abe.

Les deux autres moments d’inertie, I, et I,, s‘'obtiennent en permutant le role des axes.

e.Soit v, le volume de B™. D’abord, notons que la volume de la boule de rayon r > 0 est r™v,,.
Ceci peut se démontrer en recouvrant la boule B™ par une infinité dénombrable de pavés ouverts,
ou en utilisant la formule du changement de variables. Ensuite, d’aprées le théoreme de Fubini on
a

Vp = / ﬂ{x§+...+x§§1}($1:~-~v$n) d]}1®®dl‘n
R7L

/[ | (/ ) ]l{a:ng..‘eriglf:v%} d$2 ®.Q& d$n> dlCl
—-1,1 Rn—

/ (1 7171)(”71)/21)”_1 dl‘l
[7171]

1
= Inflvnflv I, = / (1 - x)ﬂ/? dz.

-1

Une intégration par partie montre que les intégrales de Wallis I, satisfont
I, = n/ 22(1 — 22 Ve = n(I_y — 1)),
[_171]

donc
n

I, = —" 1. .,
n+1 2
Comme I} = 7/2 et I = 4/3, on en déduit que pour tout k¥ € IN on a
k ok+1,k

Y
= et -_- -
VT g O PR T IR T 0k + 1)

En utilisant le fait que la fonction
I:zw— / e "t hdt (2 € C,R(2) > 0)
0

d’Euler satisfait
[(z+1)=20(2), T(1/2)=+v7 et T'(1)=1

on trouve
71_n/2
Uy =

- I'(n/24+1)

7. Intégrales curvilignes.
Correction.
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a.Si f : R? — R est une fonction borélienne bornée, la fonction s — foa ||a’(s)|| est intégrable
par rapport a A; et la formule de dérivation des fonctions composées montre qu’on a

/foa o[l dAr = /f05(¢(8)) 1B (@(s)II |¢' ()] dAz(s).
I I

Puisque le bord de I est de mesure nulle, on peut ouvrir provisoirement l'intervalle I et appliquer
le théoréeme du changement de variable en posant t = ¢(s); le facteur ¢'(s) est précisément le
jacobien de ce changement de variable. On obtient

[reatalian = [ fose 1501 dn).
I J
b.D’apres la formule d’intégration par rapport & une mesure & densité on a

[foalan = [ foad(alen),
I I
et, d’apres la formule d’intégration par rapport & une mesure image
[eatalan= [ ra@.(aern).
I R3
Donc d’apres la question précédente, pour tout fonction f : R® — R borélienne et bornée on a

[ tdtaaonn) = [ FdE.18100)),
R3 R3
En prenant pour f les fonctions indicatrices de boréliens de R? (qui sont bornées), on obtient :

as (| e Ar) = B([IB] ¢ As) = lc-

c.Les mesures images a,A; et B, \; sont des mesures de durée. Comme le temps mis pour
parcourir la courbe C' dépend du paramétrage, ces mesures n’ont aucune raison de coincider.
En revanche, un paramétrage étant donné, le choix de la densité ||o/|| permet de définir une
mesure /¢ indépendante du paramétrage ; cette densité est la vitesse, et la mesure ||o/|| @ A; est
la mesure de distance parcourue, effectivement indépendante de la vitesse de paramétrage.
La longueur de la courbe peut donc étre définie par la formule

L) = [ die= [l an

une vérification facile montre que par exemple la longueur d’un segment [a,b] (a < b) & vitesse
constante est bien b — a.
d.Le paramétrage de la cardioide par ’angle polaire est donnée par

(1+ cos®)cosb ) _ ( cos @ + (1 + cos26)/2 ) RZ.

()(296[—7777T]'—> ( (1—|—cosa)sin9 Sin9+(Sin29)/2

La vitesse du paramétrage en 6 vaut
o/ (0)] = V2V/1 + cos 6 = 2| cos(6/2)].
Donc la longueur de la cardioide vaut

/2
L(C) =8 /0 cos(6/2) 6 = 8V/3.

La masse totale de la cardioide est

1
day (||| ® p) = Nl dp = N ddo + ————dA e )
[ destee = [ jelllas /[M]mn( T )

) s
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Le premier terme, qui correspond & une masse ponctuelle, donne v/2. Le second donne

/2
8/0 %de = 8[In(1 + sin 0)]7/% = 81n 2.
Finalement la masse totale est v/2 + 81n 2.

[Ce qui précéde montre que I'intégrale d’une fonction scalaire le long d’une courbe dépend en
général du paramétrage choisi. En revanche, si 'on définit I'intégrale de la 1-forme différentielle
(champ de formes linéaires) o = g(x) dz par la formule [, o = ...

La généralisation de ceci aux dimension supérieures exige d’introduire le concept de forme
différentielle.]

8. Intégrales de surface.

Correction.
a.D’abord, comme « et 3 sont de classe C! et comme f est positive, les deux intégrales &
comparer existent (mais sont éventuellement infinies). Par ailleurs, comme oo = o ¢, si on note
(s,t) = ¢(u,v) on a

Ja 0B 0s L 98 0B ot " Ja 0B 0s L 98 0B ot
ou_ 0s0u ' Otou  Ov  dsov | Ot ow
donc (5.0
da  Oa  (0s Ot OtOs\ 0B 8£ _ D(s,t) 0B 8£
8u/\8@_<8u8v 8u8v) 9" 50 %= Dluye) au "0 B 0
Donc la formule du changement de variable montre que
/f a—O[/\— du®dv—/f B‘ aBHds@dt.
v

b.L’égalité de la question précédente appliquée aux fonctions indicatrices des boréliens de R?
montre que les mesures images
0 0

iy ( Oa  Oa odu@dv) et ﬁ*<H8

_ /\ _
sont égales. Notons cette mesure og. On peut alors définir ’aire de S par la formule

AN o ds® dt)

Jda  Jda
A(S) = dog = — A —| du® dv.
(S) - gs / ou " o U K av
L0 Oa . , s . .
La densité u A 5 est l'aire du parallélogramme dont deux cotés adjacents sont formés

par les vecteurs vitesses da/0u et da/0v; elle caractérise donc la vitesse aréolaire locale du
paramétrage de la surface.
c.Considérons le paramétrage de la sphere de rayon 1 par ses angles sphériques :

sin ¢ cos 6
a:(0,¢) €[0,2r] x [0,7] — | singsiné
cos ¢.
Alors on a )
sin“ ¢ cos 6
a—a/\a—a = sin? ¢ sin O = |sin¢|.
Ju Ov .
cos ¢ sin ¢

On obtient A(S f[o an]x [0, S0 @ dO d§p = 4.
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Considérons maintenant le paramétrage du tore défini par :

(a + rcosb)cos ¢
a:(0,¢)€[0,21)]> — | (a+rcosf)sing
rsinf

Alors on a

cos f cos ¢

Jdo  Oa )
Hau/\av =||—r(a+rcosf) | cosfsin¢ ||—|r(a+rcos¢9)|.

sin 0

On obtient A(T?) = Jio.2m12 (@ + 7 cos 0) df dp = Amar.

d.La mesure og= est invariante par changement de paramétrage. Donc si on définit des angles
sphériques associés a un repere obtenu par rotation du repeére initial, on obtiendra la méme
mesure ogz. Cette derniere est donc invariante par rotation.

e.S est naturellement paramétrée par ’application

a:(x,y) € K (z,y, f(z,y)).

_fiiRR
A(S):/K,/1+f§+f3dx®dy,

ou f, et f, dénotent les dérivées partielles de f par rapport a x et a y.
f.La formule précédente appliquée au cas ot f(z,y) = (22 + y*)/2 donne

A(S) :/ V1422 +y?de ®dy.
K
Cette intégrale se calcule facilement en passant en coordonnées polaires :
27 1 o7
A(S):/ (/ \/1+r2rdr> d923(23/2—1).
0 0

g.L’égalité donnée résulte d'un calcul élémentaire. I’avantage du membre de droite est qu’il
garde un sens en dimension quelconque, puisqu’il ne fait pas intervenir de produit scalaire. Donc
sia: K CR?2 — R” est le paramétrage d'une surface S dans R™, l'aire de S peut étre définie

par la formule
foJe!
A(S) = —
)=/, \/H ou

Alors
oo 0a
or Oy

et donc

2 2 2
da Jda O«

9. Action lagrangienne et géodésiques.

Correction.
a.D’apres les hypotheses, la fonction composée L(a,a’) : [0,1] — R est continue sur I, donc
borélienne et bornée, donc intégrable.
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b.Pour tout € € [—1,1], la fonction L(v.,~.) est continue sur I, donc intégrable. De plus, pour
tout t € I la fonction

€= L(7e(t), 7 (1)
est de classe C!. Enfin, les fonctions

(6,t) € [F1,1] x T L(7e(t),7:(t)) et (1) € [-L1] x I — %L(%(t),vé(t))

sont continues, donc bornées en valeur absolue par une constante M, qui est dA(t)-intégrable sur
I. Donc la fonction € — Ap(v.) est dérivable, et en particulier sa dérivée en € = 0 vaut

AL (0) = / 9 (L)1)

dA(t
5 ()

e=0

soit
dsfa)-a= [ (GO0 a0+ § e 0)')) )

c.L’intégration par parties du second terme dans I'expression précédente montre qu’on a

oL oL d 0L
dAp(a)-a= | —(a,dYad\+ | —(at),a')a®)| — | —=(=(at),a(t t) dA(t).
o) a= [ otaaadnt | Ga. o)l )]m [ 4G . @) ax)
Or le terme entre crochets est nul parce que a s’annule sur le bord 91 de I. Donc on a la formule
voulue.

d.Supposons que les équations d’Euler-Lagrange ne sont pas satisfaites sur I. Il existe ¢t € I et
j€{1,2,3} tels que

oL d

%j(a(to)ﬂ/(to)) T

oL

. c’)T/j(a(t)’ o/(t)) #0.

Par continuité il existe un intervalle [u,u 4 6], § > 0, inclus dans intérieur de I et tel que
le membre de gauche de ’équation est strictement positif ou strictement négatif sur [u,u + d];
supposons par exemple étre dans le cas positif. Choisissons une variation infinitésimale a telle
que a = 0 en dehors de [u,+6], 0 < a < 1surleta=1sur [u+d/3,u+20/3]. (Il est facile
de construire une telle fonction de classe C*° une fois remarqué que par exemple la fonction
z — e~ /% a toutes ses dérivées nulles en 0.) Alors d’apres I'expression de la question précédente
on a dAr(a) - a > 0. Par contraposition on a montré que si dAr(a) - a = 0 pour toute variation
infinitésimale a les équations d’Euler-Lagrange sont satisfaites.

e.Si la fonction @ — Ap(a) a un extremum local en un chemin «, pour toute variation infi-
nitésimale a la fonction d’une variable

e Ar(Ye), Ye=a+ea

possede un extremum local et a donc une dérivée nulle. D’apreés la question précédente ceci
montre que les équations d’Euler-Lagrange sont satisfaites.

Récriproquement, il se peut qu'un chemin « satisfasse les équations d’Euler-Lagrange sans
que la fonction Ay ait un extrememum local en «. (Deux analogues en dimension finie sont
zr 2 en0et (z,y) — 2% —y2)
f.Dans le cas particulier ot L est de la forme

1
L(z,y) = 3 Iyl + V (2),

ot V : R? = R est une fonction de classe C!, les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent
do/ OV
— = —(a).
dt ox



88 5. PRODUITS DE MESURES

Ces équations sont les équations de Newton, en Mécanique classique, d’un point matériel soumis
a un champ de force dérivant du potentiel V. Ceci signifie que les trajectoires de ce systeme
matériel sont les points critiques de ’action : le point matériel choisit, en un sens, parmi toutes
les trajectoires possibles, celle qui est un point critique de Ay,.

Plus généralement les équations de la Mécanique classique, celles de la Relativité générale,
ou celles des théorie de jauge s’énoncent de fagon particulierement simple dans ce formalisme
lagrangien.
g.Quand V = 0, les solutions sont les chemins « de vecteur vitesse constant, c’est-a-dire les
mouvements rectilignes uniformes.
h.Un paramétrage de S est I'application

x= f(z)cosf
F:K=[0,271] x[0,1] = R3 (0,2) = | y= f(z)sin6
z
i.0On a
1 —f(2)sin€ f'(z)cosf o ? 1 1
L(0,2,0,7) = 3 f(z)cosf®  f'(z)sinf ( 7 ) = §f(z)2@2 + 5(1 + f(2)%) 2%
0 1

Donc les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent, pour un chemin Foa : t € I — Foa(t) =

(x(t), y(t), 2(t)), avec a(t) = (6(t), 2(t)),

{ L (7272 (1) =0
PO OO~ FEON )0~ 1+ FE0)) () =0

j-La premiere des deux équations d’Euler-Lagrange montre que la fonction C' est constante le
long des solutions.

k.En dérivant H le long d’une trajectoire et en utilisant la question précédente et la seconde
équation d’Euler-Lagrange on voit que H o a est une fonction constante si o est une solution des
équations d’Euler-Lagrange.

1.D’apres les deux questions précédentes, si t — (x(t), y(¢), z(¢)) est une géodésique de la surface
de révolution, il existe deux réels C' et H tels que

H’ZL et 2% = 2 (H— ¢ )
f(z)? L+ f'(2)? 2f(2)?

On a H > 0 (ou sinon H = 0 et le chemin est constant). On peut supposer par exemple que
C = f(2)%¢ est strictement positif, c’est-a-dire que le mouvement se fait dans un sens positif
autour de l'axe de symétrie de la surface.

L’équation donnant # montre que la vitesse angulaire est inversement proportionnelle au
carré de la distance a ’axe de révolution.

L’équation donnant 2z’ montre que z varie dans un intervalle sur lequel

C
2
2)° > —.
Si cette inégalité définit par exemple un intervalle [zo, z1] C [0, 1], le point mobile va osciller une
infinité de fois entre les hauteurs z = zg et z = z7.

10. Calcul d’une intégrale multiple.
Correction.
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a.Soit & l'ensemble des parties de la forme Upen(Ay X {n}) avec A, € Z(RT). Soit A x N un
pavé mesurable de RT xIN (A € Z(R*) et N € 2(IN)). Notons 4,, = (Ax N)N(B(R") x {n}).
Alors on a A X N = UpenA4, x {n} donc A x N € &. Par ailleurs, & vérifie les axiomes de
définition d’une tribu. Donc & contient Z(R*) ® £ (IN), qui est la plus petit tribu engendrée
par les pavés mesurables de R™ x IN.

Réciproquement, Z(R*)® 2 (IN) elle contient les pavés de la forme Ax {n} avec A € B(R™)
et n € IN. Comme elle est stable par union dénombrable, elle contient les parties de la forme
Unen(Apn X {n}) avec A,, € Z(R"). Finalement, & = Z(R") @ Z(N).
b.Considérons une partie C' € Z(R")® Z(N). D’apres la question précédente elle est une union
dénombrable disjointe C' = Upen A, X {n}, A, € Z(R7T). Sila mesure u existe, elle est o-additive

donc
WO = Yt ) = 3 [ e S,

nelN nelN

ce qui montre 'unicité de p.

Cette derniere formule définit une mesure comme voulue. En effet, pour chaque n € IN,
l'intégrale existe parce que l'intégrande ¢t — e~ t"/n! est continu donc borélien, et positif. La
somme existe parce qu'il s’agit d’une série a termes positifs. Une vérification élémentaire montre
que (@) = 0 et que p ainsi définie est o-additive (il faut utiliser le corollaire du théoréme de
convergence monotone, qui permet d’intervertir intégration et sommation d’une série a termes
positifs). La mesure obtenue est bornée parce que

T xIN) Z / — dm / -t Z t—l dm(t) = m(R") < co.
neN R+ new v

c.L’intégrale

I:/ e du(t,n)
R+ xIN

a calculer vaut
I :/ E Ty (n)e™ du(t,n).
R+xN e}

D’apres le théoreme de convergence dominée (puisque || < 1 et puisque la fonction constante
1 est intégrable, u étant bornée),

I= / e du(n,t).
Z o

En restriction & chaque tranche R* x {n} (n € IN) la mesure u a pour densité e '¢"/n! par
rapport a la mesure m. Donc

I=>%" / gintet! dm(t).
nelN
Le théoreme de convergence dominée permet d’écrire

. A it
I = —t int? dm(t) = / t(e'"—1) dm/(t).
/R+e Ze py m(t) ]R’+e m(t)

nelN
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d.Si par exemple m est la mesure de Dirac dy en 0, pour tout pavé mesurable A x N € Z(R™") x
Z(IN) on a
H(A x N) = 8o(A)3o(N),
donc p est le produit tensoriel de la mesure dy sur R™ et de §p sur IN.
En revanche, supposons par exemple que m = g + 2. Le quotient

p({0} x {n})
1({0,2} x {n})
dépend non trivialement de n (regarder pour n = 0 et pour n = 1) ; donc p n’est pas une mesure
produit.

11. Propriétés élémentaires des fonctions I" et B et application & une formule
sommatoire.

Correction.
a.Considérons la fonction f, : [0, +oo[— RT = [0, +0o0] telle que fu(z) = 2% te ™ si z > 0,
fa(0) =0sia > 1, f1(0) =1 et fa( ) = 400 si a < 1. Elle est continue, donc borélienne.
La fonction réelle % 'e~%/2 est continue sur [1,+oo[ et tend vers 0 en 400, donc est bornée
sur [1,400[; comme de plus la fonction e~%/2 est intégrable sur [1,4o00c], il en est de méme de
fa(z) = 2% Le=®/2e=2/2_ Sur Iintervalle [0,1], la fonction e~ est continue donc bornée, et la
fonction z~! est intégrable; donc f, elle-méme est intégrable. Comme f, > 0 pour tout a > 0,
I est bien & valeurs dans R} .
b.La premiere égalité découle du changement de variable z — 1—x, et la seconde, du changement
de variables 6 — sin? 6.
c.La seconde égalité de la question précédente montre que

w/2
B(1/2,1/2) = 2/ sin®fcos’ 0 dh =
0

et que
i 2a—1 20 g7/2 _ 1
B(a,1) =2 sin 0 cosfdf = — [sm 9] =-
0 a a
d.On a
T(a)T'(b) = / e dm/ Yyl Y dy
0
= / </ 2@yt lem T ”dy) dr  (linéarité de I'intégrale)
0 0
= / </ x® T dn) dx  (changement de variables y = n — x)
0
S 7
= / (/ x® — )bt dm) e "dn (théoreme de Fubini)
0 0
J

o] 1
n*te=le=m dp / 1711 —€)*"1d¢  (changement de variables = n¢)
0

I'(a +b) B(a,b).

e.0n a I'(1) = 1, donc d’apres ce qui précede

L(a)I'(1)

WP ol (a).
Bla1) @

Par récurrence, on a donc I'(n) = (n — 1)! pour tout n € IN,.

Tla+1)=
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f.On a
Ir(1/2)?
ra) -’
donc T'(1/2) = /7. De plus, le changement de variables = > montre que

I'(a) = 2/ y2a_1e_y2 dy ;
0

B(1/2,1/2) =7 =

donc, en particulier on a

/OO eV dy =T(1/2)/2 = /7/2.

0
g.Le théoreme de Fubini permet d’intégrer par rapport a z,, séparément et en premier ; le chan-
gement de variable t = x1 + ... + x,, donne alors :

/ flxy +...—|—xn)x‘1‘171...x#_1 dr1 ® ... @dz, =
(]R:r)n

/(W) 1 </> FO =21 — o — 1) dt) 29 2 e @ @ dany.
£ ) t>r1+...+Tn—1

Le changement de variables z; = t&;, i = 1,...,n — 1, donne

—+o00
/ flzy+ . a2 e e @ ... ® dey, :Vn/ ft)torttan=lgp
®IH™ 0
avec
Vp = / Gl g T 1 =) T G ® . @ dE.
S1+.HEn-1<1

t

h.Le théoréme de Fubini appliqué au cas particulier f(t) = e~* montre

/e_(w1+“'+z”)x?1_l...x,‘?f_l dr1 @ ... @ dz, = T(ay)..T(ay)-
Or d’apres la question précédente, cette quantité vaut aussi
o0
I/n/ e tpttan—l — vpl'(ar + ... + ayp).
0

Donc
I'(a1)..I'(ay)
T(ay + ... +an)’
i.La formule finale découle maintenant du changement de variables x; — xi’@ On trouve
o — T(a1/b1)..T(ay/by)
" blbnl"(al/bl—i——i-an/bn)

j-Il suffit de choisir a; = 1, b; =2 (i = 1,...,n) et f(t) = (/1) :

/2 00 .. wy [ .
/ el de = sore | e = g [ emtar

puis de remarquer que l'intégrale sur R™ est 2" fois I'intégrale sur R} .
k.La formule précédente appliquée & la fonction indicatrice de la boule B™(0, &) montre

VUp =

7.‘_n/2 N
Vala) = NCYZE) 1)oz .
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I.La méme formule montre que 1’on a

/ dx
T <oo=a<ln
B"(0,1) [l

/ dx
— g <= a>n.
B"(0,1)° (|||

12. Variables aléatoires indépendantes.
Correction.
a.La formule de définition donne

pE =p et pgy =0z
b.Supposons par exemple que A n’est pas négligeable. D’apres la définition, A et B sont indépendantes
si et seulement si la probabilité de B sachant A égale la probabilité de B, ce qui revient a dire que
le fait de savoir que I’événement A s’est produit ne donne aucune information sur la probabilité
d’occurence de I’événement B.
c.Supposons qu’'une partie A est indépendante de toute partie B. En particulier, A est indépendante
d’elle-méme. Donc ju(A)? = p(A). Donc u(A) = 0 ou 1. La réciproque est immédiate.
d.Soit & la partition de E en deux bandes horizontales de hauteurs respectives a et 1 — a,
a €]0, 1], et soit A la partition de E en deux bandes verticales, de largeurs b et 1 — b, b €]0, 1].
Les deux tribus engendrées par & et % sont indépendantes.
e.Supposons que f et g sont indépendantes. Si A x B est un pavé mesurable de R?, on a

((£,9)+) (Ax B) = p((f,9)""(Ax B)) (par définition)
u (1A g (B))
= u (f_l(A)) 1 (g_l(B)) (parce que f et g sont indépendantes)
= «a(A)B(B) (par définition).

Cette propriété caractérise la mesure produit o ® 8. Donc (f, g)«pp = a ® .
Le méme calcul montre la réciproque.

f.On a :
/E W (). g(a)) dia(z)

h(y1,y2) d((f,9)«p)(y1,y2) (intégration par rapport & la mesure image)

h(y1,y2) d(a ® B)(y1,y2) (parce que f et g sont indépendantes)
2

R

S R T

/ h(y1,y2) da(yl)) dB(y2) (théoréme de Fubini)
(

[ . gt dute) ) duta)

(intégration par rapport & aux mesures images)

= h(f(x1),g(x2)) du®?(z1,22) (théoréme de Fubini).
E2
Donc, si f et g sont deux fonctions indépendantes, I'intégrale de n’importe quelle fonction h(f, g)
ne dépend pas du fait que l'on fait varier les arguments de f et de g de fagon simultanée ou
découplée.
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g.A tout tirage on peut associer le k-uplet z = (21, ...,x;) € {1,...,n}* du résultat. Soit donc
F=1{1,..,n}*. Il n’y a pas de raison a priori d’exclure de parties de F', donc on munit F de la
tribu Z(F).

Supposons d’abord que le tirage est avec remise. Apres le tirage de chaque boule, le fait de
remettre cette boule dans I'urne restaure I’état initial de I'urne. Autrement dit, la probabilité du j-
ieme tirage est indépendante du résultat des autres tirages. Donc, d’apres la question précédente,
la probabilité v sur F est la puissance tensorielle k-iéme de la mesure p sur {1,...,n} qui, a la
boule j, associe sa probabilité de tirage : v = p®". Si u est uniforme, v est donc la mesure de
comptage divisée par n* :

1
zeF

Supposons maintenant que le tirage est sans remise. La mesure u est uniforme sur les tirages
x dont les composantes sont deux a deux distinctes, et nulle ailleurs :

(n—k)!
v 2 e
rEE,x;#x;

Dans ce cas, on pourrait d’ailleurs restreindre F & I’ensemble des parties & k éléments de {1,...n}.
h.L’espace probabilisé peut-étre identifié & I’ensemble

E:{f,g}2={(1‘,y),l’€ {fag} ety e {fag}}v

ou f dénote une fille, g un gargon, = le premier enfant et y le second. Il est muni de la probabilité
uniforme qui, & tout singeton {x,y}, associe la probabilité pu({z,y}) = 1/4.
L’énoncé suggere d’isoler les trois événements suivants :

A={z=f}={(f. 1), (f,9)}, 1(A)=1/2
B={z=ftu{y=f}=1{(9,9)}° n(B)=3/4
C={y=f={1, (9.0} 1(C) =1/2.

On vérifie que A et B ne sont pas indépendants, mais que A et C' le sont, avec C' C B. On
voit :

w(A)=1/2, pp(A)=2/3, pc(A)=1/2.

i.La mesure image de p par f + g vaut

(f+g)spr = (+0(f,9)sp (ott +:R? — R est 'addition)
+.((f,9)s«p) par définition de la mesure image

+.(a®pB) (parce que f et g sont indépendantes)

= axf (par définition du produit de convolution).

13. Exemples de produits de convolution.

Correction.
a.Soit g(x) = f = f(z) = [ f(z —y)f(y) dy.

Les réels  — y et y sont symétriques par rapport a leur moyenne z/2. Or f est nulle sur
| — 00, 1[. Donc, si 2 < 2, pour tout y € R on a f(z —y)f(y) =0, donc g(x) = 0.
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Si maintenant = > 2, le produit f(z — y)f(y) est non nul si et seulement si y € 1,z — 1],
donc
r—1
dy
oy = [
N A
z—1 2
1 /1 1
R
1 €T y T—y
/x_11(1+ L2 2 )d
= (= ——+ = )y
2P\ (-y)? ay z(r—vy)
2 (z—2 In(z —1)
- = 2 .
x? (x—l * x >
Donc

f*f(.’L')Z 2 (1}—2 +21H($—1)>1[2,+00[(x>.

22 \z—-1 T
b.Par définition, la convolée de la mesure de Lebesgue A et de p vérifie, pour tout borélien A de
R4,
M) = [ Lale+ ) d0o ) (2.0).

Comme la mesure de Lebesgue est invariante par translation, on a intérét a intégrer d’abord
dans la variable x, ce qui est possible grace au théoreme de Fubini :

Neild) = [ tdy) [ Lale+ ) o),

soit, en faisant pour tout y € R? fixé le changement de variables x + h(z) = z = = + v,
M) = [ ) [ a2 M) = nROAA).

Donc A # = pu(R4)N.

En particulier, la convolée d’une mesure de probabilité quelconque avec la mesure de Le-
besgue est la mesure de Lebesgue elle-méme. Ceci fait de la mesure de Lebesgue un élément
absorbant du produit de convolution.
c.La convolée sur R* d’une mesure o-finie v avec une mesure de Dirac §, en z € R? est la mesure
image de v par la translation 7, : y — y + z. Donc pour toute mesure o-finie v on a g *x v = v.

14. Convolée de probabilités de Poisson.

Correction.
a.Soit p une mesure bornée sur (R, #(R)). Sa convolée par la mesure de Dirac 6, en z € R
satisfait, pour tout borélien A de R,

% 6a(A) = /R u(dy) /R 5. (d=)Laly +2) = /R La(z + y)u(dy) = / 14072 (y)(dy),

R
ou 7, est la translation y — x 4+ y. On peut pousser le calcul plus loin en remarquant que

[k 6, (A) = /R La(y) (raups) (dy).

Autrement dit, p * J, est la mesure image de p par la translation 7.
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b.Pour tout borélien A de R, la série numérique positive > e~*a™/n! §,(A) est majorée par
an
la série convergente } e~ “a"/n! (de somme égale & 1). Donc la série de mesures » e~ *— 4y,

converge simplement vers une fonction numérique positive définie sur Z(R), dont on vérifie
qu’elle est o-additive. Enfin, 7o (R) = >, .y e”*a™/n! = 1, donc il s’agit bien d’une probabiilté.

c.On a
(Z ea(:;:!lém> * (Z eai(%)

meN nelN

— Z Z e*<“+ﬁ>% Om % 0y (théoréme de Fubini-Tonelli)
min:

S YL (aprs  qestion (1)
il Omen pres la question (a

p p—n n
—a=p [(§ 90" ) 5 (théoreme de Fubini-Tonelli
;e (Z (p—n)!n!) » (théoréme de Fubini-Tonelli)

n=0

P
= Z e*(‘”mM dp (formule du binéme de Newton).

|
p P

Donc 7, * mg est simplement la loi de Poisson 7,44 de parametre a + 3.






Chapitre 6

La transformée de Fourier

1. Exercices

Dans les corrections, on choisit la normalisation suivante pour la transformée de
Fourier :

B(€) = / o(z)e 27 dy.

Le passage d’une normalisation & une autre n’implique généralement que des constantes
multiplicatives dont le calcul est facile.

1. Calculs et propriétés élémentaires.
a.Calculer la transformée de Fourier de la mesure de Dirac 4.
b.Soient @ > 0 un réel et f la fonction train d’onde f : x — sinz 1_, (). Calculer la
transformée de Fourier de la fonction f. Décrire en une phrase ce qui se passe quand a
tend vers +oc.
c.Calculer les transformées de Fourier sur R de f : z +— e 1%l et de g : 2 +— 1/(1 4 22).
d.Montrer qu’il n’existe pas de fonction f € L'(R, Z(R), A) telle que pour toute fonction
g€ L'R,ZB(R),\) on ait fxg=g.
e.Calculer la transformée de Fourier de la mesure de surface de la sphere de rayon R > 0
dans R3.

2. Régularité de la transformée de Fourier. Soit ¢ une mesure finie sur (R, Z(R)).
a.Si la fonction identité z est dans L'(p), montrer que i est de classe C! et que

i (u) = —21'71'/ ze” 2T (d).
R
b.Si la fonction identité = est dans L?(i), montrer que fi est de classe C? et que

ﬂ"(u) = 4712 /Rx2€—2i7ru:c ,u(d:n).

3. Non surjectivité de la transformation de Fourier. Soit

x 67i271'u
O(x) = / dr, zeR.
1 u

a.Montrer que la fonction 8 est continue sur IR et qu’elle possede une limite finie & I'infini.

97
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b.Montrer que, si f est une fonction intégrable sur R et si f est sa transformée de

Fourier, ’expression
- i)
=)= —2=d
=) /1 £ ‘

a une limite finie quand = tend vers +oc.
Soit g la fonction paire définie sur R par
1 si |z <1
1/Inz siz| > 1.

c.Montrer que g est continue et tend vers 0 en 0o, mais que g n’est la transformée de
Fourier d’aucune fonction intégrable.

g(x) =

4. Equation de propagation. Si f: R" xR — R, (z,t) — f(z,t) est 'amplitude
d’une onde (de nature électromagnétique, acoustique, etc.) vue comme une fonction
des variables spatiale et temporelle x et ¢, on montre en Physique que sous certaines
hypotheses f est de classe C? et satisfait & I’équation de propagation

10%f
2o Y
ou ¢ est une constante, la célérité, qui dépend de la nature de ’onde et du milieu dans
0? 0?
lequel 'onde se propage, et A est 'opérateur laplacien : Af(x,t) = 8!]20 + ..+ a—g
xy x2

L’expérience montre en outre que I'on peut librement imposer 'amplitude fo(z) =

f(z,0) et et sa dérivée temporelle go(z) = %{f(az, 0) a l'instant ¢ = 0.

La clef de la résolution de cette équation de propagation est d’introduire la trans-
formée de Fourier spatiale de f, c’est-a-dire la fonction

I (u,t) — e~ 2w £ (1 1) da.
R"
o*f
(-, ) et w(~,t) sont

of
ot
intégrables sur R™ par rapport a la variable u pour tout ¢ € R.
a.Trouver 1’équation et les conditions initiales satisfaites par f et déterminer f en fonc-
tion de fo et go.
b.Ecrire f presque partout sous la forme de l'intégrale d’une fonction dépendant de fy
et de gp.

Nous supposerons que les fonctions u — (1 + |[u||2) f(u, t)

5. Equation de diffusion de la chaleur. Soit u: RT x R” — R une fonction de
classe C*° a support compact satisfaisant 1’équation de la chaleur

0
5 (t0) = Ault, 2)
32
pour tous t € RT et z € R", ot Au(t,z) = Z —Z(t, x) dénote le laplacien de u. On
1<j<n =7

suppose de plus que u satisfait la condition initiale u(0,z) = ¢(z) pour tout z € R™, ou
@ : R™ — R est une fonction de classe C* a support compact.
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On appellera transformée de Fourier spatiale de u et on notera u : R} x R" — R,
(t,&) — u(t,€) la fonction, si elle existe, telle que pour tout ¢ > 0 la fonction u(t, ) :
& — u(t, &) soit la transformée de Fourier de la fonction u(t,-) : @ — wu(t, x).

. . . ~ u
a.Justifier 'existence des fonctions u, Au et T

b.Montrer en intégrant par parties qu’il existe un réel ¢ > 0 (qui dépend de la norma-
listion choisie pour la transformation de Fourier) tel que Au(t, &) = —c||€||* a(t, €).

c.En déduire que ?:(t,f) = —c|l€|*a(t, €).
d.En déduire que
(t, &) = @(e)e T,
e.En déduire que quel que soit ¢t > 0 la fonction u(t, -) est la convolée spatiale suivante :

(S) wu(t,z)=(AN(t,)*p)(z), avec A (t,z) = We—mn?/(m

f.Si ¢ est positive et non identiquement nulle, la fonction u est-elle a support compact
comme supposé ? Conclure !

Soit maintenant ¢ € L(R™).
g.Montrer que la formule (S) définit une solution de I’équation de la chaleur de classe
C*, sur R} x R™. La fonction u est-elle définie sur R, x R™?
h.Montrer que u(t,-) converge vers ¢ dans L'(R") quand ¢ tend vers 0.

(L’unicité de la solution u lorsque ¢ € L'(IR™) ne résulte pas de ce qui précede et sa
démonstration utilise la Théorie des Distributions.)

Pour tout ¢ > 0 on note ' : LY(R™) — C>°(R™) I'opérateur o +— u(t,-) = A (t,-)*¢p.
i.Montrer que e*® définit un opérateur continu L'(R™) — L' (R™).

j-Montrer que, si ¢ est de classe C* & support compact sur R", etAg0HL2 < |l¢|li2 et en
tA

déduire que 'opérateur e*> se prolonge de facon unique en un endomorphisme continu
L2(R™) — L2(R").

k.Montrer, quelle que soit la fonction ¢ € L2, que la fonction e'® ¢ satisfait 1’équation
de la chaleur sur R} x R™ et que u(t,-) converge vers ¢ dans L? quand ¢ tend vers 0.
1.(Question subsidiaire) Interpréter .4 comme une solution de I’équation de la chaleur

pour une certaine condition initiale ¢ a déterminer parmi les mesures positives sur R".

6. Equivalent d’une intégrale de Fresnel. Soit ¢ : R — R une fonction de classe
C®° nulle en dehors d’un intervalle [— A, A]. Pour tout nombre complexe ¢t =t + ite de
partie imaginaire Im¢ = to strictement positive, soit f; : R — C la fonction complexe
telle que

ft(x) — eita:2 — eft2x2+it1:(:2.

On veut établir un équivalent de I'intégrale

It:/]ReimQ(Z)(x)dx

quand Ret = t; tend vers 4oo0.
a.Montrer que la transformée de Fourier f; de la fonction f; : z — el existe et est
dérivable sur R.
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b.Déterminer en faisant une intégration par parties le nombre complexe a tel que
~1 u -~
fr (u) + azft(u) =0

et en déduire 'expression de f; & une constante multiplicative pres.
c.Déterminer cette constante en calculant f;(0) (on pourra calculer le carré de ce nombre,
utiliser le théoréeme de Fubini puis passer en coordonnées polaires).

On admettra que ¢(u) et ug(u) sont dans L'(du), et que pour tout z € R on a
o) = [ By e du.
R

d.Calculer la dérivée de ¢ en fonction de ¢.

n
coy
n!
nelN

On rappelle que I'on a

pour tout nombre complexe z.

e.Montrer que
I = \/fe”/4 <¢(0) - %qﬁ’(O) +0 (;)) :

7. Rotations irrationnelles et séries de Fourier. Considérons l'intervalle E =
[0,1] muni de la tribu borélienne Z = Z(F) et de la mesure de Lebesgue A, et f
Papplication x — = + o (mod 1) de E dans lui-méme, ot o est un nombre réel.

Soit ¢ : F — R une fonction borélienne. Cette derniere est presque f-invariante si
A-presque partout on a p o f = .
a.Donner un exemple de fonction mesurable f-invariante non constante avec o = 1/2.
b.Calculer les coefficients de Fourier de ¢ o f en fonction de ceux de .
c.Montrer que si « est irrationnel et si la fonction ¢ est f-invariante, ¢ est constante
presque partout (c’est-a-dire que ¢ prend une valeur réelle fixée sauf sur un borélien
négligeable). L application f est alors qualifiée d’ergodique.

Une partie A € & est presque f-invariante si sa fonction indicatrice 1’est.
d.Montrer que si « est irrationnel, les seules parties presque f-invariantes sont négligeables
ou de complémentaire négligeable.
e.Interpréter succintement cette derniere propriété.

8. Théoréme central limite. Soient (E, &, ) un espace probabilisé et (fn)n>1
une suite de fonctions réelles de L?(u).
a.Pourquoi les fonctions f, sont-elles intégrables? (On pourra utiliser l'inégalité |z| <
14 22 sur R).

On supposera que pour tout n > 1, pour tout pavé borélien Ay x ... x A, de R™ on a
p{x e E, (fi(z),..., folz)) € Al X ... X An})

= /1,({331 €E, fl(xl) € Al}) "'N({xn SR fn(xn) € An}) ;
on dit que les fonctions f,, sont (mutuellement) indépendantes; voir I'Exercice sur

I'indépendance dans le chapitre sur les produits de mesures pour une justification de
cette définition.
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b.Montrer que pour tout n > 1 la mesure de (R", Z(R"™)), image de u par Iapplication
(fiyes fn) : E = R", . — (fi(x),..., fa(x)), égale le produit tensoriel des images de
par les fonctions f, :

(f1seeos fr)ett = (frep) @ oo @ (frapt)
c.Si h : R™ — R est une fonction mesurable telle que h o (f1,..., fn) est u-intégrable,
montrer 1’égalité :

/h(fl(w),...,fn(x))du(w) —/ R(f1(21), ey fr(n)) du®™ (21, ..., 21).
E

n

Pour tout n > 1, considérons la fonction S,, définie par

1

et notons o, la mesure image de p par S,.

d.Justifier que la transformée de Fourier 6, de o, est bien définie sur IR et qu’elle est
continue.

Sp =

On supposera de plus que pour tout n > 1 I'image de p par f, est une mesure v
indépendante de n (on dit que les fonctions f,, sont identiquement distribuées).
e.En utilisant la question (c), montrer que

o)’

ou 7 est la transformée de Fourier de v.
f.Montrer que ¥ est de classe C2.

On supposera de plus que pour tout entier n > 1 l'intégrale de f,, est nulle et
l'intégrale de f,? égale 1.
g.Calculer le développement limité de v a I'ordre 2 en 0.
h.Montrer que quand n tend vers +oo la suite (6y,)n>1 tend simplement vers la fonction
¢ donnée par

Clu) = e

On admettra qu’alors la suite des mesures o, tend faiblement vers la mesure de

densité

oy / XY ¢ (u) du
R

par rapport a la mesure de Lebesgue, c’est-a-dire que pour toute fonction ¢ : R — R
continue et bornée on a

/ o(y) don(y) — / e(y) o(y) dy.
R R

i.Montrer que o est une fonction dérivable et écrire ’expression de ¢’. Exprimer ¢’ en
fonction de o en faisant une intégration par partie, puis en déduire ’expression de o a
une constante multiplicative pres. Déterminer cette constante en examinant o (0).
j.Tracer le graphe de o. Justifier rapidement de I'intérét du résultat démontré, dans la
situation ol une mesure expérimentale est perturbée par un grand nombre de fluctuations
aléatoires.
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2. Solutions

1. Calculs et propriétés élémentaires.
Correction.
a.La transformée de Fourier de la mesure de Dirac §; est la fonction

¢ u— /e_ﬂ”“ déy (z) = e~ 2™,

b.En utilisant le fait que sinx = (e — ¢~%)/(2i), un calcul direct montre que la transformée
de Fourier du train d’onde est la fonction ¢ telle que

od(u) = /a sinz e” ™ duy = —ia(sinc (2ra(1l +u)) + sinc ((2ra(l —u))),

—a

ou sinc : v — sinv/v si v # 0, 0 — 1, est la fonction sinus cardinal. Quand a — +o00, le graphe

de ¢ montre deux pics de plus en plus aigus et étroits en v = 1 et u = —1, qui correspondent
aux deux harmoniques de la fonction z — sinz = ('* — e™**) /2.
c.On a

0 oo
f(u) _ / 67\w|672iﬂ'um dr = / 6(1727;7ru):c dx +/ 67(1+27L7ru)x d.’E,
R —o0 0

donc
. 1 1 2

flu) = 1—2imu * 1+ 2inu 1+ 4n2u2

Posons h(x) z € R. La fonction h est intégrable relativement a la mesure de

T 1+ dn2g?’
Lebesgue. Par la formule d’inversion des transformées de Fourier, f(z) = h(—x) presque partout,
donc partout puisque ces fonctions sont continues. Or, h est une fonction paire, donc f(z) = h(z)
pour tout x € R. Par conséquent,

g(u) = wh(2mu) = 7 f(2mu) = we 2714,
d.Soit f € L'(R, Z(R), \) une fonction telle que pour toute fonction g € L'(R, Z(R), \) on ait
f*g=g.0nag= fg. Prenons g(z) = \/% exp(—2%/2),x € R. Oron a §(u) = exp(—2m2u?) # 0.

Donc pour tout u € R on a f(u) = 1. Or on a lim., f = 0, ce qui est absurde.

Donc il n’existe pas de fonction f € L'(R,%(R),\) telle que pour toute fonction g €
L'(R, Z(R), \) on ait f*g=g.
e.La mesure de surface de la sphére de rayon R est la mesure or image par 'application co-
ordonnées sphériques (6, ¢) — (Rsinpcosf, Rsingsin®, Rcosp) de la mesure R?|sin | de df
(voir I’exercice sur les intégrales de surfaces). Elle est finie de masse (surface) totale 47 R?.

Sa transformée de Fourier vaut

7o) = [ T donta).

Un vecteur £ étant donné, on peut toujours définir les coordonnées sphériques de fagon a ce que
¢ soit sur l'axe ¢ = 0 (ce qui revient a dire que op est invariante par rotation). Alors la formule
d’intégration par rapport a une mesure image montre que 1’on a

I 27
or(§) = /0 /0 e 12 RIElcos e R2 6in » dO dp = 2R?

ou encore, pour la surface unité sur la sphere,
/UR\(g) _ 1 sin(R[¢])
4rR2 2 Rl

sin(R|¢])

RIE|
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2. Régularité de la transformée de Fourier.

Correction. 5
a.Par définition, ji(u) = fR e~ 2T y(dx). Or, 8—6_2”””c = —2imre 2™ et pour tout u € R,
U
0 —2imuzl < 97y, cette derniere fonction, par hypothése, étant intégrable. Donc d’apres le
u

théoreme de dérivation sous l'intégrale, [i est dérivable et sa dérivée vaut
al(u) = 72i7r/ ze 2y (dr).
R

La méme Proposition, appliquée cette fois & ji’, affirme que ji’ est continue.
b.Le raisonnement est identique au niveau de dérivation suivant.

3. Non surjectivité de la transformation de Fourier.
Correction.
a.Cette question a déja été traitée dans les chapitres sur les passages a la limites et sur le

théoreme de Fubini.
- [0 ([ £ )
=) = —rtdx ) d¢.
o@ = [ ([ I ) ae

b.On a
Comme f est intégrable sur R, la fonction (z,&) = f(z)e™"2™*¢ /¢ est intégrable sur R x [1,&].
D’apres le théoreme de Fubini on a donc

¢(E>=/R</156_i2;%dé> f(@) do

et, d’apres la formule du changement de variable,

4(5) = /R (0(Z2) - 0(x)) f (z) de.

D’apres la premiere question et d’apres le théoréeme de convergence dominée, ¢ a donc une limite
finie en l’infini.

c.Supposons par ’absurde qu’il existe une fonction intégrable f dont la transformée de Fourier
soit g. D’apres la question précédente, la fonction ¢ associée a une limite finie en 4+o00. Or, pour

=>1,
o [0 %
@ = G

et cette intégrale (de Bertrand) diverge. Donc g n’est pas une transformée de Fourier.

4. Equation de propagation.
Correction.
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a.Par hypothése, (1+||u|[2) f est A, (du)-intégrable, donc f elle-méme est, et d’apres le théoréme
d’inversion de Fourier on a

fz) = / ezi’T(“’m)f(u, t) du.

En outre, |[ul||f] < (1+ ||u|/?)f donc ||u|| f aussi est intégrable. Donc f est différentiable
(ce que l'on avait supposé), et surtout ses dérivées s’écrivent

ﬁ _ 2im{u,x) (o; N £
o, " / e (2imuy) f (u, t) du.

Mais I'hypothése selon laquelle (1 + |[u]|2)f est A, (du)-intégrable permet de dériver cette
expression sous l'intégrale une fois de plus, et de trouver :

Af(z,t) = / 2wy (—am? () 2) f (u, t) du.

Un raisonnement analogue montre que

2 2 f
ﬂ(m,t) :/ eQm(u’ﬂa—f(u,t) du.

ot? ot?
Donc .
2
/}Rn e2im{ua) (—47r2||u|2f(u,t) - ;gtz(u,t)> du = 0.
On a donc A
42l i) + 2L () = 0
ot?

du-presque partout, pour tout ¢ € R. Cette équation est une famille paramétrée par u d’équations
différentielles de fonction inconnue f(u,-). Sa solution générale s’écrit

f(u,t) = a(u) exp(2ime||u||t) + b(u) exp(—2imc||ul|t),
ou a et b sont deux fonctions réelles ne dépendant que de u.
Or f vérifie les conditions initiales :
. . of
5 0) = —(-,0) = go.
ot ( ) ) g0
Donc
a+b=fo et 2inc||ull(a—b)= go,
soit

flu,t) = fo(u) cos(2me||ul|t) + sin(2mel|ul|t).

90
27cl|ul|
b.Si f € L'(R"), on a

fla,t) = /n p2im (u,x) (fo(u) cos(2me||ul|t) + 2775\O|U|| sin(27rc||u|t)) du.

N.B. : Cette formule garde un sens quand fo et go sont intégrables, sans hypotheses de régularité
supplémentaires sur f. En particulier, si on définit la fonction f par cette égalité, f n’a pas
de raison, en général, d’étre de classe C?. Une telle fonction s’appelle une solution faible de
I’équation de propagation.

5. Equation de diffusion de la chaleur.
Correction.
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a.0n veut définir la fonction u par la formule
u(t, &) = / u(t, z)e” 278 do.

Quels que soient t > 0 et £ € R™, la fonction  — u(t, x)e~ 2™ *¢ est continue, donc borélienne ; de
plus, elle est continue et a support compact, donc intégrable. Donc l'intégrale précédente existe.
Comme u est de classe C*°, pour les mémes raisons les fonctions Awu et du /0t sont intégrables
et leur transformée de Fourier existe.
b.De méme, la transformée de Fourier de 9%u/dx? existe et le théoréme de Fubini montre que
lon a
0%u 0%u »
—(t,&) = ——(t,2)e T 4y | dae @ ... ® day,.
ax%( 6) /]Rn—l ( R@x%< ) 1 2 n
En tenant compte du fait que u est a support compact, deux intégrations par parties montrent
alors que l'on a
0%u
0?2

En faisant de méme pour les autres dérivations partielles, on obtient

(t, &) = —477%%/ u(t, z)e 2" do,

n

Au(t,§) = —4n* | 3 €2 | a(t,e) = —an? ||| a(t, ).

1<j<n

c.Le théoréeme de dérivation sous le signe somme montre que

ot ot
Or le membre de gauche est égal a Au. Donc
o
5 = i lel*a

d.D’apres I'équation différentielle précédente, pour tout £ € R™ il existe un réel k(€) tel que
(t, ) = k(g) e eI,

Or @ est continue & droite en ¢ = 0, donc, pour tout £ € R"™, d’apres le théoréme de continuité
des intégrales dépendant d’un parametre on a

u(t, §) =0+ k(&) = 2(8).
Donc
a(t,€) = (e Ie,
e.Posons v(t,z) = (A (¢, ) * ¢) (). Comme la transformation de Fourier transforme un produit
en un produit de convolution on a

—~

o(t,§) = A (¢, §)@(8)-

Or un calcul classique montre que

—

N (t, &) = e~ 4 el

Donc
2 2
o(t,€) = p(&)e " =7, €).
Par injectivité de la transformation de Fourier on voit que u = v.
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f.Pour tout t > 0 et tout x € R" on a

uba) = | Ao —y)ely)dy,
donc u(t,z) est strictement positive. Physiquement, c’est un phénomeéne remarquable que la
température soit > 0 dans tout l'espace apres un intervalle de temps ¢t > 0 arbitrairement petit.
C’est une différence importante des solutions de I’équation de la chaleur par rapport aux solutions
de I'équation des ondes; on dit que la chaleur diffuse, tandis que les ondes se propagent.

En particulier, u n’est pas a support compact, ce qui est en contradiction avec I’hypothese
faite au début du probleme. Mais tout n’est pas perdu!... parce que la formule trouvée (S) a une
portée plus générale, qui va étre décrite en partie dans les questions qui suivent.
g.0n a

u(t7 ‘T) = - /(tv T — y)@(y) dy,
ot A est de classe C* sur R} x R™ et ot ¢ est dans L!(R™). Le théoréme de dérivation sous
le signe d’intégration montre par récurrence que u est de classe C*°. En effet, a chaque étape
Iintégrande est le produit de .4 par ¢ et par une fraction rationnelle n’ayant de pole qu’ent = 0;
or un telle fonction est dominée (uniformément sur tout compact) par une fonction indépendante
de t et de x et intégrable par rapport a y et est dérivable par rapport a t et a x.
Ce dernier théoreme montre du méme coup que 'on a

St - duta) = [ (G- - Ak ta-n) el
Mais un calcul direct montre que .4 est solution de I’équation de la chaleur, et donc que le
terme entre parentheses dans 'intégrale s’annule. Donc u elle-méme est solution de I’équation de
la chaleur sur R} x R".

Quant aux temps négatifs, on peut d’abord remarquer que la formule donnant 4" contient
V/t, donc n’est plus uniquement définie si ¢ < 0. On peut cependant choisir une détermination de
la racine. Mais alors la fonction .4 tend vers I'infini quand ¢ tend vers 0, et n’est pas intégrable
quand t est négatif. Donc le produit de convolution dans la formule donnant u n’est pas défini,
en général, pour t < 0.
h.Comme le produit de convolution est commutatif et comme

1 / el /G0) gy, — 1
]Rn

(4mt)n/?
on a
1 2
It ) = elhsury = gmgrars [ € (ot~ ) = ) dy
Li(R") (4ﬂ-t)n/2 R LiRR)

1 2

(47Tt)"/2/ / e W0 o(z — y) — p(x)| da dy
1 2

. —uzu/QH Vi) — ‘ dz.

La continuité des translations dans L*(R"™) montre que pour tout z € R" on a

tim [io(- = V2) = ()|

L1(R")

L’inégalité

LL(Rn) < 2@l roy

H<p(~ —Viz) - @‘
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permet donc d’appliquer le théoreme de convergence dominée :
lim [u(t, ) = llLs gy = 0-
i.Le théoréme de Fubini montre que quelle que soit la fonction ¢ € L*(R™) on a HemgoHLl(Rn) <

||<P||L1(1Rn)~

j-Comme la transformation de Fourier est une isométrie de L2(R™),
- ~ A2 112
tA (- )e~ 4t

e=p ‘

L2(R7)

A _ _
Het 90“L?(1Rn) = L2(Rn) ‘

Donc o
HetASDHLz(an) < He_% il

Lo (R™) ”(‘OHLZ(R") = H(»OHL’A’(]Rn) = ”(p”L?(]R”) .

Ceci montre que 1'opérateur e*” se prolonge en un opérateur continu L2(R") — L2(R™). Comme
I'espace vectoriel des fonctions de classe C* & support compact dans R™ est dense dans L2(R"),
un tel prolongement est unique.

k.Par continuité de la transformation de Fourier sur L2(R™), quelle que soit ¢ € L2(R"™) on a

eBp(t,€) = B()e N,

Or la fonction e~*I'I* appartient & L2(R™). Donc la fonction et2p(t,-) est dans L1(R"), et la
formule d’inversion de Fourier s’applique :

B lt, ) = / PE)e R i€ g,

Par application du théoréme de dérivation sous le signe d’intégration, on vérifie directement que
la fonction u : (t,x) — e*2p(t, ) est de classe C* et satisfait I’équation de la chaleur. De plus,
le théoreme de convergence dominée montre comme précédemment que l'on a

”u(t7 ) - <PHL2(]Rn) —¢_0+ 0.

I.La mesure de Dirac dy est un élément neutre de la convolution, donc si ¢ = §g la formule
donne v = 4. Autrement dit, la fonction 4", qui fournit la solution générale par convolution
avec la condition initiale ¢, peut elle-méme étre obtenue en remplagant la condition initiale par
la mesure dg. On la qualifie de solution fondamentale, et, dans le cas de ’équation de la chaleur,
de noyau de la chaleur. Le noyau de la chaleur peut aussi étre vu comme la loi d’'un mouvement
brownien, ce qui établit un lien fondamental avec la théorie des Probabilités.

6. Equivalent d’une intégrale de Fresnel.
Correction. ,
a.Si elle existe, la transformée de Fourier de f; : x — %" est la fonction

o~ s 02 .
firueR— / U QI TUT
R

2 . . .
Posons hy(z,u) = €% 274 Pour tout u € R, la fonction x — hy(x,u) est continue donc
borélienne.
o2 . P . I
De plus on a |ei®” ¢i2mue| = ¢=t22"  ayec par hypotheése to > 0; donc x +— e 24T egt

~

intégrable sur R et f; existe.
Pour tout z € R, la fonction u € R +— hy(z,u) est dérivable et dominée par une fonc-
tion intégrable indépendante de u (voir la majoration ci-dessus); sa dérivée elle-méme vérifie

I'estimation
—aht (z,u)
ou "’

tz? i2muz —tzil)z

= ‘i27rx e e

)

= ‘i27mce
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ou le membre de droite est une fonction intégrable sur R. Donc ﬁ est dérivable sur R, de dérivée
~1 . .
fi (u) = i27r/ T
R
b.Une intégration par parties montre qu’on a
—~1 u . . u -~
fe (u) = —i27r2?/ eite” gi2mu gy — —a?ft (u), a=2n7%.

R
Donc il existe un nombre complexe b tel que

ﬁ(u) _ b67i27r2u/t'

b= ﬁ(O) = / et dr,
R

donc avec 'astuce classique suggérée dans ’énoncé on voit que

oo .
= / / et rdrdf = n
[0,27] Jo t
b= \/7 im/4 ]
t

L’indétermination sur la racine carré du nombre complexe ¢ se leve en remarquant que b dépend
contintiment de ¢ et que quand ¢ est imaginaire pur on a b > 0; donc si t = 7e'®* avec a €]0, 7|

on a
b= | Tpilr/a=—7/2)
p
ﬁ(u) _ \/feiﬂ'/4ei2ﬂ'2u/t.

d.D’apres les hypotheses, ¢ est dérivable sur R et sa dérivée vaut
¢ (x) = 2'27r/ up(u) e du,
R

e.Comme la transformation de Fourier est un isomorphisme d’espaces de Hilbert L?(dz) —
L?(du), et comme & la fois x " ot ¢(x) sont dans L?(dz), on a

[ e o@yan = [ Rt du

Joon [ (-met o)
\/7”/4(/¢> du—ﬂf/Rwu du+0<t12>>
oo (ao-s0010(3)

7. Rotations irrationnelles et séries de Fourier.

Correction.
a.Soit ¢ une fonction mesurable quelconque définie sur [0,1/2[. On peut alors prolonger ¢ en
une fonction définie sur E et f-invariante, avec a = 1/2, en posant, pour tout = € [1/2,1],

p(x) = p(z —1/2).

c.Ce nombre vaut

Donc

Finalement,
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b.Notons ¢, et go/;fn, n € Z, les coefficients de Fourier de ¢ et de p o f. On a

1 1
@ o fn = / 80(95 + a)e—i27rn$ dr = / (p(x)e—iQﬂ'n(I—a) de = @(n)eiQﬂ'na.
0 0
c.Pour tout n € Z, pour tout n € Z,
_ i2mna s
(1 =€) &, = 0.

Si « est irrationnel, le facteur entre parentheses ne s’annule que pour n = 0. Donc, pour tout
entier relatif non nul n, ¢, = 0. Donc, d’apres le théoreme d’injectivité appliqué a ¢ — @g,
A-presque partout on a ¢ — @9 = 0. Donc ¢ est constante sur E.
d.Si A est presque partout invariante, la fonction 14 est presque f-invariantes : 140 f = 14
presque partout. (Comme 14 o f = 1;-1(4), ceci signifie que, & un ensemble négligeable pres,
f7HA) = A).

Si de plus « est irrationnel, 1 4 est donc constante presque partout. Donc A est de mesure
égale a 0 ou a 1.
e.Si A est presque f-invariante, f~1(A) = A presque partout. Autrement dit, & un ensemble
négligeable pres, les seuls points qui arrivent dans A sont les points de A eux-mémes, et tous ces
points. Donc, f induit une application de A dans lui-méme, par simple restriction.

Si f est ergodique, les seules parties A presque invariantes sont négligeables ou de complémentaire
négligeable. Donc ’ergodicité est une propriété d’indécomposabilité dynamique de f relativement

a .

8. Théoréme central limite.
Correction.
a.Pour tout y € R on a |y| <1+ y?2, donc

/E\fnldug/E(lJrfﬁ)du.

Or par hypothese p est une probabilité, donc fE dp =1, et f, € L*(p), donc fE fu2dp < .
Donc fE |fn] du < 00, c’est-a-dire que f,, est intégrable.
b.Pour tout pavé borélien (A, ..., 4,) de R", on a

((fryeoe Fr)ep) (A1 X o x Ap) = p((F1seoes fu) 1 (A1 X ... x Ay))  (par définition)
= p(fi" (A1) (£, (An)) (indépendance)
= (frep)(A1) ... (frxp)(4y) (par définition).

Or cette propriété caractérise la mesure produit (f1.0)®...Q(fn«u). Donc on a I’égalité demandée.
c.Danslecasn=2on a:

/ h(fi (@), fale)) diu(z)
FE
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— [ M) s 2o, e) - (ntégration par rapport & Ta mesure image)
= [ M) A1) (oo, ) - (@aprs o question préctden
= [ (] monsm o)) dlfaes)(m) - (théortme de Fubini
-/ ( / h(fl(m),fz(xz))du(m)) nes

(intégration par rapport aux mesures images)
= / h(fi(z1), fo(x2)) du®?(z1,22) (théoréme de Fubini).
E2

Donc, si f; et fo sont deux fonctions indépendantes, 'intégrale de n’importe quelle fonction
h(f1, f2) ne dépend pas du fait que 'on fait varier les arguments de f; et de fo de fagon simultanée
ou découplée.

La formule générale pour n quelconque se déduit ensuite du cas n = 2 par une récurrence
facile, qui utilise I'associativité du produit tensoriel.
d.Comme les fonctions f, sont mesurables, il en est de méme de S,,. Soit © € R. La fonction
complexe y — e~ 2™ est continue sur R, donc borélienne. Donc, en tant que composée de deux
fonctions mesurables, la fonction complexe z — e =275 (#)% et mesurable.

De plus,
/ |6—2i7r5n(30)“| du(z) < / dp = 1.
5 E

Donc, d’apres le rappel du début de 1’énoncé, la fonction y — e~ 2"¥% est o,-intégrable. Donc la
fonction &,, est bien définie sur R.

Par ailleurs, pour tout y € R la fonction u +— e~ 2""¥* est continue et dominée, en module,
par la fonction constante égale a 1, qui est elle-méme intégrable. Donc, & est continue sur R.
e.La transformée de Fourier de o, est donnée par :

Gn(u) = /]Rexp(f2i7ruz)d0n(m)

/Eexp (—2i7r\;%(f1(a:) +...+fn(a:))> du(z)

/Eﬂ, exp (—Qiﬂjﬁ(h(wl) +...+fn(xn))> dp®™ (x4, ..., x,)  (question (c))

/Eexp (22’#\}%]’1(951)) du(ml)) ([E exp (Qiﬂ\;%fn(mn)) du(:cn)>

(théoréeme de Fubini)

(
( /R exp (—Wﬂjﬁy)) dV(y)> ' (distribution identique)
= o (V)"

(ce qui prouve au passage que la fonction ¥ est définie et continue sur R, ce qui peut aussi se
voir directement, avec les mémes arguments que pour &, a la question précédente).

f.On a
f/(u)z/e_zmy“du(y) :/ e_Qi”fl(z)“d,u(m).
R E
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Pour tout = € E, la fonction complexe g, : u — e 2"/1(®)v est dérivable sur R et sa dérivée,
g2’ u s —2in fi(x)e” 2@ satisfait

90" (u)] < 27| f1(2)],
cette derniere fonction étant intégrable d’apres la question (a). Donc la fonction o est dérivable,

de dérivée
V' (u) = —2i7r/ ye 2 du(y).
R
En dérivant une fois de plus on voit que v est de classe C? et que sa dérivée seconde vaut

I;//(u) _ 747T2/ y2ef2i7ryu du(y)
R

g.Le théoreme de Taylor-Young s’écrit, a l'ordre deux :

7(0) + 7' (0)u+ 9/ (0) -
= /]R dv(y) — QiW/]Rydu(y) u— 47r2/Ry2 dv(y) -+ o(u?)

= 1—27%u® 4 o(u?).

D(u) +o(u?)

h.D’apres les questions (e) et (g), quand u est fixé et n tend vers linfini, on a

Gn(w) = 0 (u/v/m)" = C(u) = e 27 .
Donc la limite simple de la fonction &,, est la gaussienne ¢ : u — e~ 2wt
i.On a

a(y) :/EQiﬂuye—Qﬂzuz dy
R

(cette formule montre que o est la transformée de Fourier inverse de ¢). Par les mémes arguments
que précédemment, cette fonction est dérivable, de dérivée

o'(y) = 22'77/ ue 2™ U’ 2imuy gy
R

—27°u” ot dérive 2™ montre que o' (y) = —yo(y).

Donc il existe une constante C' telle que o(y) = Ce=¥"/2. Or

o(0)=C= / e 2 gy =
R

la derniere égalité provient d’un calcul classique.
Finalement, o,, tend faiblement vers la fonction

Une intégration par partie ou ’on integre ue
1 .
Vor

. Ly
oY me .
j.-Le graphe de la fonction o est une courbe en cloche appelée gaussienne.
Si une expérience est perturbée par un grand nombre de fluctuations aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées, le résultat de I’expérience sera bien sur aléatoire.
Mais le théoreme central limite, démontré par les mathématiciens Lindeberg et Lévy, affirme
que, si ’on répete ’experience un grand nombre de fois, la probabilité d’obtenir tel ou tel résultat
est soumise a une loi gaussienne.



