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IS ENCI N AT Cas de variables aléatoires réelles discrétes

Lois conditionnelles

Soit X et Y deux v.a.r. discrétes. Par analogie a la définition de la probabilité
conditionnelle de A sachant B avec P(B) > 0, on définit la loi conditionnelle de X
sachant Y = y pour tout y € R telle que P(Y = y) # 0 par :

P(X =2z,Y =y)
PY =y)

pY:y(X =z)=PX=z]Y =y) =

La fonction de répartition conditionnelle de X sachant Y = y est définie par

Fx/y(.fl?’y) PYyX<{L’ ZPYZ/ )

s<x
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I TIEIIONeb AT ICIIEENN Cas de variables aléatoires réelles discretes

Lois conditionnelles

Exemple

Soient X et Y deux v.a. indépendantes de lois de Poisson de parametres A et
respectivement. On cherche la loi de X sachant X +Y =n, n € N. On a, pour tout
0<k<n,

PX=kX+Y=n) PX=kY=n—k)

P(X =kl X+Y =n) = PX+Y=n)  PX+Y=n)
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IS ENCI N AT Cas de variables aléatoires réelles discrétes

Or X et Y sont indépendantes, donc X + Y suit la loi de Poisson de parametre
Atpet PIX=kY=n—k)=P(X =k)P(Y =n— k). Par conséquent,

P(X KYP(Y k MM
PX=klX+Y =n)= (X =k)PY =n— ): KT (n—k)!

P(X+Y =n) (/\+u)”€'*(““) ’
Apres simplification, on obtient
A w _
P(X =kl X +Y =n) = CF(~———)F ()"

On en conclut que la loi de X sachant X + Y = n est la loi binomiale de

parametres n et p = Fee
I
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ISR HATHIIEEIN Cas de variables aléatoires réelles discretes

Remarque 1.1

Lorsque X et Y sont indépendantes, P(X = z|Y = y) = P(X = z) et
Fxy(zly) = Fx(z) = P(X < z).
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IS ENI N AT I Cas de variables aléatoires réelles continues

Lois conditionnelles

Siles v.a.r. X et Y sont continues, soit fx y(z,y) la densité conjointe du couple
(X,Y), fx(z) et fy(y) leurs densités marginales respectives. Alors il existe des
distributions conditionnelles de X sachant Y et de Y sachant X données par

Q densité conditionnelle de X sachant Y =y :

Y=y _ fX,y(xvy)

X ($) fY (y) )

Q densité conditionnelle de Y sachant X = z :

Yy ta fy(y) #0,

Yooy = Xa@Y) e ) 20,

fx(x)

(2)

V.
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| TIENIeN AT LCIIEENN Cas de variables aléatoires réelles continues

Exemple

Soit X et Y de densité conjointe

2¢777Y st 0<zrz<y<+x

0, sinon.

fxy(z,y) = {

I(A) désignant ici la fonction indicatrice de I’événement A, on a
fx(@) =272z 20),  fr(y)=2e"Y(1—e")I(y=0).

La densité conditionnelle de Y sachant X = z est

2e77YV(0 <z <y)
22 [(x > 0)

K= y) = =" VI(0 <z < y).
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| TIENIeN AT LCIIEENN Cas de variables aléatoires réelles continues

Exemple

La densité conditionnelle de X sachant Y = y est

_ 27T V(0 <z <vy) e *
Y=Y(2) = - 10 <z < ).
@ = e S ey 0 1—ev 0STSY)
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IS ENTI e At Fspérance conditionnelle

Espérance conditionnelles

Cas discret :
Pour tout y telle que P(Y = y) > 0, on définit 'espérance conditionnelle de X
sachant Y = y par

EX|Y =y)=> aP (X =2)=) aP(X =z|Y =y) (3)

cas continu :
Lorsque les v.a. X et Y sont continues, on définit I’espérance conditionnelle de X
sachant Y = y pour tout y telle que fy(y) > 0 par

BXIY =y = [ 2@z, (4)

4
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Lois conditionnelles Espérance conditionnelle

Exemple

eyefx/y
Soit X et Y de densité conjointe fxy(z,y) = ——I(z >0,y > 0).
Yy

On a d’abord, en se rappelant que lanp = 413,

Y:y(l‘) o fX,Y(xay) _ fX,Y(xvy)
X fy(y) o fxy (2, y)de
y‘leye_w/yl(:v >0,y > 0)

1 _=
- =—e vI(y>0).
[Py levemr/vI(z > 0,y > 0)dx ¥ (y>0)

Donc pour tout y > 0, la loi conditionnelle de X sachant Y = y est la loi
exponentielle de parametre % et cette loi a pour espérance y. Ce qui veut dire que

+o0o
EX|)Y =y) = / zy Ve Vdr = y.
0

v
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IS ENTI e At Fspérance conditionnelle

Espérance conditionnelles

Notons que E(X|Y) est une variable aléatoire réelle qui est de la forme
EX|Y)=foY = f(Y), f étant la fonction réelle z — f(y) = E(X|Y =y). On a

Théoréme 1.1: (Espérance successive)

E(E(X]Y) = E(X) (5)

Si Y est discrete, ce théoreme dit que

E(X)=EB(EX|Y)=) BE(X|Y =y)P(Y =y) (6)
Y

et dans le cas cas continu, il dit que

E(X) = B(E(X|Y) = [ B(X|Y = y)fr(y)dy. (")
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