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Corrigé de la fiche de TD N° 2 -Analyse 2
Equations différentielles

I. Equations différentielles du ler ordre

Exercice 1 (Equations différentielles a variables séparables)
Résoudre les équations différentielles suivantes :
1) (z+1)y+y=0
2) y'sinz —ycosz =0

3) y,+1xy 5 =0 wérifiant y (0) =1
—x

Solution :

Rappel :

Les équations différentielles a variables séparables s’écrivent
sous la forme :

y = f(x)g(y)

ot f: 1 — Retg:J— R sont deux fonctions continues.

) (x+1)y +y=0...(E)
Remarque : y = 0 est une solution de (E)

siy#0:
(1Y +y =0y = ———y
d 1 d w+11
= 2= y = = _ dx
dx r+1 Y r+1
e 1 1
_y:_/ de = lnly| = ~lnjz +1/+ C =In +C,
Y r+1 |z + 1
CeR h
g |x+1|€ Y “ Tt Yoot
Puisque y = 0 est solution de (E) alors :
K
= , KeR
Y r+1



2) y'sinx —ycosz =0.....(F)
Remarque : y =0 est une solution de (F)
siy#0:

s CoS T
y'sine —ycosr =0<=y = —vy
J J sin x
COS T
D
dr  sinx Yy sin x
d’oc%‘a
—y:/cés$dx:>ln|y| =In|sinz|+C, CeR
y sin x

= |y| = |sinz| e’ = y = £eCsiny = y = ksinz, k € R*
Puisque y = 0 est solution de (F') alors :
y= Ksinz, KeR.

3y + —2 =0...(G)

1 — 2?2
Remarque : y =0 est une solution de (G)
sty #0 :
/ xy / €z
=09y =-

g A gL

dy x dy T

A & _ -

dx 1— 22" 1 — a2
oy 1
/—y: S dr =>Inly|==-In|l —2?|+C, CeR

Yy 1—2a2 2

= |yl = /|1 — 22’ = y = £ /|1 — 22
— y=ky/|1—2?%, keR*

Puisque y = 0 est solution de (G) alors :

y=Ky|1—-22, KeR

On cherche la solution qui vérifie la condition y(0) = 1.
y0)=1l<= K =1

d’otu y= /|1 — 22|
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Exercice 2 (Equations différentielles homogénes)
Résoudre les équations différentielles suivantes:

Daly =2)—y+e=0
2) v (2\/xy —x) +y =0, sur 0,400 vérifiant y(1) =1



Solution :
Rappel :

Les équations différentielles homogénes s’écrivent sous la

forme :

/1)

ot f: I — R est une fonction continue.

1)z (y — %) —y+2=0..(F)

Y

x(y’—y)—y+x:0<:>y’:2——1
T T

_y
on pose t = =
T

<~ y=tr, doncy =tr+t
)

dovtr+t=2=—-1=2t-1=te=t-1
x
ainsi t' = —(t — 1) : c’est une équation différentielle & variables
T
séparables.
a1 dt dx

d —=—(t—-1) <= ——=— s1t—1#0
S x( ) -1z 7
d’mldt p

— = Y -1 =l +C, CeR

— x
= t—1=|z]e =t—-1=der=t=kax+1, keR*

Par conséquent y = tx = ka* +x

Les solutions singuliéres :
sit—1=0=1t=1= y = x: c’est la solution singuliére de

léquation (E).

2) y'(2\/zy —x) +y = 0, sur |0, +oo[ vérifiant y(1) = 1....(F)

Y'(2y/7y — )

<:>y’:—2

+y=0<:>y’(2\/§—1)+g=0
T T

2 Y
oz 20 /2 _ 140
T avec \/; #

Onposet:g<:>y:tx, doncy =tr+t
x

dotu tr +t=

1
ainsi t! = — (
x

séparables.

Y —t —2t\/t

— 4 = :}tlaj:—\/_
2y/Z-1 2vt-1 2Vt —1
—2t\/t

2t —1

) . c’est une équation différentielle o variables



donc ﬂ = 1 <—_2t\/¥ ) <— (—2\/¥ —1
T\ 2Vt —1 —2t\/t
d’on

dx
/(—Qﬂ_1>dt:/%:>/(__l+_l )dt: dx
—2t\/t T t 20/t T
— —Int——=Inx+C, CeR

Vit
L_¢

= In(xt) = —%—Cﬁxt:e_ﬁ

)dt—d—x sit#0
x

s —/Z-C
Par conséquent y =e Vi

Les solutions singuliéres :
sit=0=y=0: c’est la solution singuliére de I’équation (F)

On cherche la solution qui vérifie la condition y(1) =1
y(H=l<=selt =1 C=-1
d’ou y= e_\/ngl
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Exercice 3 (Equations différentielles linéaires du 1er ordre)
Résoudre les équations différentielles suivantes:
)y +zy=u

Solution :

Rappel :

Les équations différentielles linéaires du 1er ordre s’écrivent
sous la forme :

Y +a(z)y = b(z)

owa:l — Retb: ] — R sont deux fonctions continues.

Dy +azy=ux...(F)

La solution générale de (E) : ye =y, +y

ol y, est une solution particuliére de (E)

et y est la solution générale de l’équation sans second membre
(Eo) ¢y +2y=0

On remarque que y, = 1 est une solution particuliére de (E).
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On cherche maintenant la solution générale de l’équation sans second
membre

(Eo) : ¥ + 2y = 0 c’est une équation différentielle & variables sé-
parables

On remarque que y = 0 est solution de (Ep).

Siy#0:
yY4+ary=0<1y = —uy
d
d—y:—xy<:>—y:—md:c
d’ou
dy x?
mdx:>1n|y| ——+C’ CeR

x2

:>\y]:6 26 — y =47

w2
—y=ke =z, keR*
Puisque y = 0 est solution de (Ey) alors
12
y=Ke 2, KeR
Par conséquent la solution générale de (E) est donnée par :
22
Yyo=Ypt+ty=1+Kez, Keck

2) y — J_ Inz...(F)
x
La solution générale de (F) : ya =1y, +y
ot y, est une solution particuliére de (F)
et y est la solution générale de l’équation sans second membre
Y
(Fo) ¢y — e 0
La solution particuliére y, de (F) n'étant pas évidente, on cherche
tout d’abord la solution générale de l’équation sans second membre
(Fo) 1y — Y0 cest une équation différentielle a variables sépara-
x
bles

On remarque que y =0 est solution de (Fp).

Siy#0:

€T X
dy YW &
x Y x

doc? d
/y ﬁ:>1n\y| Injz|+C, CeR

= |y| = |£E|6 — y =40 = y=Fkr, kcR*
Puisque y = 0 est solution de (Fy) alors :
y=Kz, KeR



Pour trouver la solution particuliére, on applique la méthode de
variation de la constante (MVC). Cette méthode consiste a rem-
placer la constante K par une fonction K(x).

On pose : y = K(z)x

alors y = K'(x)x + K(x)

On remplace y ety dans 'équation (F') pour obtenir K'(x) :

_ K(z)z Inx

K'(z)x+ K(x =lhr= K'(z) = —
T
1
/n_xdx
1
On pose U =Inx = dU = dx
1 1
/ﬂdm_/UdU_ C—(n;) +C, CeR
(1
douy=K(z)r = n2x r+Cx

3) z(x?+ 1)y — 2y = 23(x — e *.....(GQ)

La solution particuliére y, de (G) n’étant pas évidente, on cherche
tout d’abord la solution générale de l’équation sans second membre

(Go) : x(z*+1)y' —2y = 0 c’est une équation différentielle ¢ variables
séparables

On remarque que y = 0 est solution de (Gy).

Siy#0:
2
2 1 /_2 — /I
x(z? + 1)y y=0<=y —x(x2+1)y
dy 2 dy 2
dx x(:tQ—i-l)y y  x(x?+41) v

En décomposant la fraction en éléments simples, on obtient

dy P 2 2%
— = | ——dz = - — dx
Yy x(x?2 4+ 1) x 2241
2
&

= In|y| =2In|z| —In(z? +1) + C = 1+C, CeR
x
Ka?
doty=———, KelR
ou Yy 21 €

Pour trouver la solution particuliére, on applique la méthode de
variation de la constante (MVC). Cette méthode consiste a rem-
placer la constante K par une fonction K(x).

K(x)z?
0 sy =
n pose y/ x22+%
K 1)+ 2zK
dors y — KOG +1) + 20K (a)
(17



On remplace y ety dans 'équation (G) pour obtenir K'(x) :
K'(z)2*(2® +1) + 20K (z) 5 Kz?

(2 4+ 1)2 x2+1
donc K'(x) = (x — 1)e ™ = K(z) = /(x — e "dx
En faisant une intégration par parties on obtient
K(x)=—2ze*4+C, CeR

. K(z)z? (—xe ™+ C)x? —z3e™® Cxz?
dot y= = = +
2 +1 x?+1 »2?2+1  x2+1

I R R I I I T I I T s s sy Sy S S R S R S e R 2

z(z? + 1)

=23z —1)e®

Exercice 4 (Equations différentielles de Bernoulli)
Résoudre les équations différentielles suivantes:
1) zy +y=9*lnzx

2) (1 -2y + 3%y = —y°

Solution :
Rappel :

Les équations différentielles de Bernoulli s’écrivent sous la

forme :
y +a(x)y =b(x)y*,  keR~{0,1}

ova:l — Retb: ] — R sont deux fonctions continues.

On divise l'équation par y* (y # 0), ensuite on fait le changement de

variable z = y*=*

) zy +y=v*Inz........ (E)

Remarque : y =0 est une solution de (E)
siy#0:

On divise l’équation (E) par y*, on obtient
ryy?+yt=Inz.... (E")

On pose z =y~ 1, donc 2 = —y'y~2

On remplace dans l’équation (E'), on trouve

—zz' 4+ 2z = Inz...(Ey) : c’est une équation différentielle linéaire

d’ordre 1.

On résoud cette équation par la méthode de variation de la constante

(voir exercice 3), on obtient

1 1
z=K@x)r=(—lnz+-+Clz=lhzx+1+Cz, CeR
x x
d'oi 1 1
o Yy=-=——""—"H+
Y Thrtl+Ca



Remarque : y =0 est une solution de (F')
sty #0:

On divise ’équation (F) par y?, on obtient
(1—23)yy?+32%y = —1...... (F")

On pose z =y~ !, donc 2 = —y'y 2
On remplace dans ’équation (F'), on trouve
—(1 — 232’ + 32%2 = —1..(F)) : c’est une équation différenticlle

linéaire d’ordre 1.

On résoud cette équation par la méthode de variation de la constante
(voir exercice 3), on obtient

Kz) x+4+C
f— p— R
1—a3 1—23 ¢e
1 B 1— a3

dot y:;_a:—FC'
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Exercice 5 (Equations différentielles de Riccati)
1) Soit I’équation différentielle:

2y cosx — 2ysinz = y>....... (1)

a) Donner le type de cette équation.
b) Trouver la solution générale de (1)
2) Soit l’équation différentielle (de Riccati) définie par :

2y cosz = y* + 2cos*x — sin*z.......(2)

c) Vérifier que yo = sinx est une solution particuliére de (2).

d) En utilisant le changement de variable u = y—yqo rendre l’équation
(2) sous la forme (1).

En déduire la solution générale de (2).

Solution :
Rappel :
Les équations différentielles de Riccati s’écrivent sous la
forme :
y +a(z)y = b(a)y* + ()
ol a,b et ¢ sont des fonctions continues sur I C R.




1) Soit I’équation différentielle:
2y cosx — 2ysinx = y*....... (1)

a) Donner le type de cette équation.

C’est une équation différentielle de Bernoulli avec k = 2

b) Trouver la solution générale de (1)

Remarque : y =0 est une solution de (1)

sty #0:

On divise l’équation (1) par y*, on obtient

2y'y 2 cosw — 2y tsine =1....... (1)

On pose z =y~ 1, donc 2 = —y'y~2

On remplace dans ’équation (1'), on trouve

—2z'cosx — 2zsinz = 1...(Ey) : c’est une équation différentielle
linéaire d’ordre 1.

On résoud cette équation par la méthode de variation de la constante

(voir exercice 3), on obtient
1 1
z:K(x)cos:U:(—itgx%—C)cosx:—§sinx+Ccosa:, CeR

o 1 2

on y=—=
Y=% T “sing + Ccosz

2) Soit ’équation différentielle (de Riccati) définie par :

2y cosz = y* + 2cos*x — sin*z.......(2)

c) Vérifier que yo = sinz est une solution particuliére de (2).

Yo = sinz =y = cosx

On remplace dans 'équation (2) : 2y, cos T = yo?+2 cos 2x—sin ?z <=
2cosr = 2cos%x

donc yo = sinx est bien une solution particuliére de (2).

d) En utilisant le changement de variable u = y—yqo rendre l’équation
(2) sous la forme (1).

u=y—Y=—=y=u+y=u-+siner =y =u' +cosx

On remplace dans [’équation (2) :

2(u' 4 cosx) cosz = (u + sinz)? + 2 cos 2z — sin %z

= 2u' cosw — 2usinz = u? : c’est l'équation (1)

Donc la solution générale de cette équation est donnée d’aprés la
question b) par

2
u= - , CeR
—sinz + C' cosx 5

d’ot y=u+sinz = - +sinx est la solution générale
—sinx + C'cosx
de (2).
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II. Equations différentielles du 2éme ordre

Exercice 6 (Equations différentielles linéaires du 2éme ordre a
coefficients constants)
Résoudre les équations différentielles suivantes:
Dy =3y +2y=0
2) y" + 2y + 5y =0 wvérifiant y(0) =0 ety'(0) =1
)y =2y +y=(2%+1)e"
4) y// o y/ + y — 2x26—x
5)y" —y=—6cosz+2sinz

Solution :

Rappel :

Les équations différentielles linéaires du 2éme ordre a co-
efficients constants s’écrivent sous la forme :

' +ay +by = f(x).... (E)

ot a,b € R et f: I — R est une fonction continue.

La solution générale de (E) s’écrit sous la forme : y =y, + Yo

ol Yy, est une solution particuliére de (E) et yo est la solution
générale de l’équation sans second membre (FEy).

y' +ay +by =0....(FEy) est l’équation sans second membre.

r>+ar+b=0...(E.) estl’équation caractéristique.

- 81 A >0, on a deux racines réelles r1 et ro, dans ce cas la solution
de (Ey) s’écrit sous la forme :

Yo = C’le”x + C’ge”x, Cl, CQ e R.

-8t A =0, on a une racine double r, dans ce cas la solution de (Ey)
s’écrit sous la forme :
Yo = Cre™ + Coxe™™, C1,Cy € R.

- Si A <0, on a deuzr racines complezes et conjuguées r = o £ i,

dans ce cas la solution de (Ey) s’écrit sous la forme :
yo = €** (Cy cos(fz) + Cysin(fx)), C1,Cy € R.

Résolution de l’équation avec second membre :

y' +ay +by = f(x)...(E)

On cherche la solution générale de (E) en utilisant la méthode de
variation des constantes. Cette méthode consiste a remplacer les con-
stantes Cy et Cy par des fonctions Cy(z) et Co(x).

Soit  yo = Ci(x)yr + Ca(x)y2  la solution générale de (Ey)

On pose y = C1(x)y1 + Ca(2)ys
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Pour trouver C1(x) et Cy(x), on résoud le systéme suivant :

{ Ci(z)yr + Cy(x)ya = 0
Ci(z)y; + Cs(x)ys f(x)

Dy =3y +2y=0

L’équation caractéristique : 7> —3r +2 =0
A=1=ri=1etry=2

donc yp = Cre® + Cre*,  C1,Cy € R.

2) y" + 2y + 5y =0 wvérifiant y(0) =0 ety'(0) =1

L’équation caractéristique : > +2r +5 =0
A=-16=16> = r=—-142i

donc yo = e~ " (Cy cos(2x) 4+ Cysin(2z)), C1,Cy € R.

On cherche la solution particuliére qui vérifie y(0) =0 et y'(0) =1
y(0) =0 <= C; = 0

donc yp = Cre " sin(2x) = y, = —Cre " sin(2x) + 2Ce~7 cos(27)

1
y,<0):1<:>02:§

1
d’ot yo = 56‘“” sin(2x)

3) v =2y +y= (22 +1)e".....(F)

On commence par résoudre l’équation sans second membre
!

y' =2y +y=0...(E)

L’équation caractéristique : 7> —2r +1 =0

A =0=1r=1 : racine double

donc yo = Che” + Cyze”, C,C, e R

On cherche maintenant la solution générale de (E) en utilisant la
méthode de variation des constantes. Cette méthode consiste a remplacer
les constantes Cy et Cy par des fonctions Cy(z) et Coy(x).

On pose y = Cy(x)e” + Co(x)xe” = Cy(x)y1 + Colx)ys

ot Yy =e€e* et Yy, =xe”

Pour trouver Cy(z) et Cy(x), on résoud le systéme suivant :

11



PN Ci(x) + Cy(x)x =0
Ci(z)+ Ch(x)(z+1) = a22+1
Ci(x) = —Chi(z)z Ci(z) = —-a*—z
‘:*{ Ci(z) = 22+1 7\ Cha) = a?+1
d’ot . )
Ci(r) = -7 -5+
3
Cy(z) = %—l—x—i—[(g
zt 22 x3
donc y = Ci(x)e*+Cy(x)xe® = (—Z—?+K1)ex+(§+m+K2)xex
4 2
dou y= (f—2 + % + K + Kyx)e® est la solution générale de (E).

4y —y +y=2x%"...(F)
On commence par résoudre [’équation sans second membre
v ' —y +y=0...(F)
L’équation caractéristique : 7 —r +1 = 0...(F.)
1+4v3
) 2
donc 1o = e2” (01 cos(%gx) + Cy sin(%gx)) ., C1,Cy eR.
On cherche maintenant une solution particuliére de (F') en utilisant
la deuzieme méthode :
le second membre de l'équation (F') s’écrit sous la forme
f(x) = 222%™ = Py(x)eM®
avec A= —1 et Py(x) = 22* polynome de degré 2.
A = —1 nlest pas racine de l’équation caractéristique (F.), donc la
solution particuliére de l’équation (F') s’écrit sous la forme
Yp = Qa(z)eM = (az® + bz + c)e™®
On calcule y,, et y, :
y, = —(ax*+br+c)e "+ (2ar+b)e ™ = (—ar’+(2a—b)z+b—c)e™™
yy = —(—az® + (2a = b)x + b — c)e™™ + (—2azx + 2a — b)e™*
= (az? + (—4a + b)x +2a — 20 + c)e™™
On remplace y, et y, dans l'équation (F'), on obtient
(ax®+ (—4a+0b)x +2a —2b+c)e™® — (—az*+ (2a —b)x +b—c)e * +
(ax® + bx + c)e ™ = 2z
<= 3azx? + (—6a + 3b)x + 2a — 3b + 3¢ = 222

A=-3=3%?=r=

12



Par identification on trouve

3a = 2 a = 2/3
—6a + 3b = 0 <= (¢ b = 4/3
%2 —3b+3 = 0 — 8/9
2 4 8
donc y, = (§x2 +gTt §)e*I
d’ot la solution générale de (F') est
?/:Z/p+yo
2, 4 8 1 e s
Y= (gx + 3% + §)e T +e2 (6’1 cos(5°w) + Cy sm(T.r)) :
C1,Cy eR

5) y" —y = —6cosx + 2sinz....(G)

On commence par résoudre [’équation sans second membre
"

y' —y=0.....(Gy)

L’équation caractéristique : 7 — 1 =0...(G.)

—=rl=1l=r=1r=-1

donc yo = Cre® + Coe™™, (1,0 € R.

On cherche maintenant une solution particuliére de (G) en utilisant
la deuziéeme méthode :

le second membre de l'équation (G) s’écrit sous la forme

f(x) = e*[Py(z) cos(yz) + Qo(z) sin(yz)] = —6cosx + 2sinx

avec N=0,v =1, Py(z) = -6 et Qo(x) = 2 polynomes de degré
0.

M vi =i nlest pas racine de l'équation caractéristique (G.), donc
la solution particuliére de I'équation (G) s’écrit sous la forme

yp = e [Up(z) cos(yx) + Vi(z) sin(yx)] = A cos(z) + Bsin(z)

On calcule y;, et y, :

,—_

y, = —Asinz + Bcosx

y, = —Acosx — Bsinx
On remplace y,, et y, dans Uéquation (G), on obtient
—Acosr — Bsinx — Acosx — Bsinxz = —6cosx + 2sinx

— —2Acosx —2Bsinx = —6cosx + 2sinx
Par identification on trouve

24 = 6 _ [A =3
2B = 2 _

donc y, = 3 cos(x) — sin(z)
d’ou la solution générale de (G) est
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=Yp + Yo = 3(305(1’) — Sin(l‘) + Clem + 02671, Cl, Cg € R.

I R R I I I I T T T T T S S S P P S S R S 23

Exercice 7 : Soit I’équation différentielle suivante:
y' '+ 3y +2y =z +e ... (E)

1) Trouver la solution générale yo de l’équation sans second membre

suivante :
Y+ 3y +2y =0.....(Ep)

L’équation caractéristique : 7* + 3r +2 = 0....(E,)
A=1=—=ri=—1etry=-2

donc yp = Cre™® + Che 2, (1,05 € R.

2) Trouver la solution particuliére y, de l’équation :

y' + 3y + 2y =x....(F)

filz) = x = Py(z)e

avec A\ =0 et Pi(xz)=x polynome de degré 1.

A = 0 nlest pas racine de l’équation caractéristique (E.), donc la
solution particuliére de l’équation (Ey) s’écrit sous la forme

y1 = Q1(x)eN =azx +b

donc yy=a et y/ =0:

On remplace dans [’équation (Ey) on trouve :
1 3
3a+2ar+2b == 2a=1 et3a+2b=0:a:§ et b=—-

4
1 3

donc 1y, = §x— 1

3) Trowver la solution particuliére yo de l’équation:
v'+ 3y + 2y =e".....(Ey)

fo(z) = e = Py(z)e™®

avec A\ =—1 et Py(x) =1 polynome de degré 1.

A= —1 est racine simple de [’équation caractéristique (E.), donc la
solution particuliére de l’équation (Es) s’écrit sous la forme

Yo = Qo(7)e’ = zAe™®

donc yh= —xAe ™ 4+ Ae™® = (—Ax + A)e™™

et yy = —(—Azx+ A)e "+ —Ae ™ = (Ax — 2A)e™*

On remplace dans l’équation (E3) on trouve :

(Az —2A)e " +3(—Az+ A)e "+ 20Ae " =e " <= A=1
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donc yy = xe "

4) En déduire la solution générale de l’équation (F).
D’apres le principe de supperposition la solution générale de [’équation
(E) s’écrit sous la forme

1 3
y=yo+y1+y2=Cre "+ Coe > + 3T~ +xe ™, C,CyeR.
K K oK K oK oK ok ok oK Kk 3k K K K K K K oK oK oK oK ok 3k ok K K K K K K oK oK oK oK oK ok K K K K K K K oK oK ok ok Kk Kk
Exercice 8 1) Calculer l'intégrale suivante:

dx
I:/(1+$2)(1+m)

On décompose la fraction en éléments simples

dz e —lr+1
I = — 2 2 2 d
/(1+x2)(1+x) /(H;ﬁ 1+x2) v

1 1 1
:§1n|1—|—x|—Zln(l—l—m2)+§arctgx—|—0, CeR

2) En déduire U'intégrale suivante:

arctgx
J= [ ——=d
/(1—|—:U)2 v

En faisant une intégration par parties on obtient

arctgx arctgx dx arctgx
/(1+x)2 SR g +/(1+x2)(1+x) Ttz ©
d’ot
t 1 1 1
J = _alrigxx + §1n|1 + x| — Zln(l + %) + §arctga7 +C, CeR
3) Résoudre ’équation différentielle suivante en précisant son type:
arctgx
E): 1)y = ——
(B): (e Dy +y= 0

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 qu’on résoud en
utilisant la méthode de variation de la constante. On trouve

K(x)
— K(z) = J
Y=14 g OV (x)
d’ot
_arctgr | 1ln[l4+=z| 1ln(l1+2*) larctge C
YT T2 T2 112 4 1tz 214z 142

CeR

K 3 oK ok oK K K K K K o ok oK K K K K o ok oK K K K K oK ok oK K K K 3 oK ok oK K K K 3k K ok ok oK Ok ok ok K ok ok ok ok K
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