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\ Épreuve de mathématiques
Tous documents interdits.

L'usage de la calculatrice est interdit.
Durée: 3h.

Exercice 1
On considère .,t{ 2 (~) l'espace vectoriel euclidien des matrices carrées d'ordre 2 à coefficients
réels. On considère une matrice symétrique L de .,t{2{~).

Pour A, B E .,t{2(~), on note
(A, B) L = trace ( tALE)

( tA désigne la transposée de A).

Partie I. Un cas particulier

Dans cette partie, on considère le cas particulier où L est la matrice identité [2. On notera

(A, B) = trace( tAB)

1.1 Si
1 _ (al bl)

et A - c' d'

sont deux matrices de .,t{2 (~), quelle est la valeur de (A, A') ?

A= (~ ~)

1.2 Montrer que C·) définit un produit scalaire.

1.3 On note ë" le sous-espace vectoriel de .,t{2(~) formé des matrices triangulaires supérieures.
Donner, pour le produit scalaire (', '), une base orthonormée de:3 ainsi qu'une base
orthonormée de :3.1.

1.4 Si

A=(~ !),
déterminer le projeté orthogonal de A sur:3, ainsi que la distance de A à:3.

Partie II. Cas général

On suppose dans cette partie que les termes diagonaux de L sont trictement positifs, et que
le déterminant de L est strictement positif.

1.5 Montrer que L peut s'écrire sous la forme L = tTT, où T est une matrice triangulaire
supérieure de .,t{2(~) que l'on déterminera.

1.6 Montrer que C'h est un produit scalaire.

1.7 Donner, pour ce produit scalaire, une base orthonormée de:3.

1.8 Expliciter cette base orthonormée dans le cas particluier où
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Exercice 2
Soit (Un) nEN* une suite bornée. Ondéfinit les suites g = (!!:.n)HEN' et U = (un) nEN* par

et

11.1 Montrer que les suites jz et U sont bien définies, qu'elles sont monotones et qu'elles
convergent.

II.2 Montrer que les limites de!!:.et u sont égales si et seulement si U converge.

On considère maintenant une suite v positive et sous-additive, c'est-à-dire vérifiant,
pour tous i,j E r\j*, Vi+j:'S Vi+ Vj.

II.3 Soient m et n deux entiers naturels non nuls tels que m ~ 2n. On note q le quotient et
r le reste de la division euclidienne de m par n. Montrer que

Vm :'S (q - 1) Vn + Vn+r .

lIA En déduire l'inégalité

Vrn m-n-r vn max{vn,vn+l, ... ,V2n-l}
- < .- + ---------
m m n m

11.5 En déduire que la suite (um) mEN' définie par um = Vm. 1m est bornée.

II.6 Montrer que la limite de 'ii est inférieure à vnl n pour tout n e N*.

II.7 En déduire que la suite (vnln)nEN' converge.

Exercice 3

Partie I. Théorème de Weierstrass

Cette partie propose une démonstration probabiliste du théorème d'approximation de Weier-
strass: si [ est une fonction continue sur [a, bl, il existe une suite de fonctions polynômes
(Pn) qui converge uniformément vers [sur [a, b].

Dans toute cette partie, on considère une fonction continue [ : [0, 1] ----+ IR,n un entier
naturel non nul, et x un réel de l'intervalle [O, 1].

On note Sn une variable aléatoire de loi binômiale f!13(n, x), et Bn([){x) l'espérance de la
variable aléatoire [{Sni n) :

Enfin, pour a > 0, on note I(a) l'indicatrice de l'événement

c'est -à -dire la variable aléatoire qui prend la valeur 1 sur cet événement et 0 ailleurs.

111.1 Montrer que la fonction X>-> Bn (f) (x) est un polynôme, dont on déterminera le degré.

Page2/4 .
C(



lIA 2019

III.2 Montrer qu'il existe une fonction a: IR: ----> IR: telle que pour tout couple (a, b) E [0,1]2
et tout E > 0, la - bl < a(E) entraîne I/(a) - l(b)1 < E.

III.3 Montrer que, pour tout E > 0,

1[ [ (t (S;) - 1Cx) ) l (a (E)) 11 < E .

IliA Montrer que, pour tout a > 0,

111.5Déterminer l'espérance et la variance de Sn / n.

111.6En déduire que, pour tout a > 0,

l)Jl [1 Sn -xl ~ a] :::::_1 .
n 4na2

111.7Conclure en démontrant le théorème de Weierstrass.

Partie II. Un théorème des moments

Si 1est une fonction continue sur [a, bl et k E N*, on appelle moment d'ordre k de 1sur
{a, blla valeur de l'intégrale

MkC!) = Lb
xk I(x) dx.

On considère une fonction 1continue sur [a, bl dont tous les moment sont nuls, c'est-à-
dire telle que pour tout k E N*,

111.8SiP est une fonction polynôme, quelle est la valeur de f:P(x) I(x) dx?

111.9Démontrer, en utilisant le théorème de Weierstrass, que 1est la fonction nulle. On
pourra utiliser sans le démontrer le résultat suivant: si Cgn) est une suite de fonctions
qui converge uniformément vers une fonction g sur [a, bl et si f est bornée sur [a, bL
alors la suite de fonctions Cf gn) converge uniformément vers f g sur [a, bl.

111.10 Montrer que si g et h sont deux:fonctions continues sur [a, bl dont les moments sont
tous égaux: (c'est-à-dire MkCg) = Mk(h) pour tout k E N*), alors g = h.

Lasuite de cette partie montre que ce résultat n'est plus vrai dans le cas où on calcule les
moments sur un intervalle non-borné. Pour nE N, on considère l'intégrale complexe

111.11 Montrer que ces intégrales sont bien définies.

111.12 Établir une relation entre ln+l et ln.
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IIL13 En déduire que
\

J
n!

I =-----,,-
n (1- i)n+l .

111.14 En déduire que, pour tout kEN,

III.lS Proposer un exemple de fonction f continue sur [0,+00[, non nulle, et vérifiant, pour
tout kEN, 10+00 ukf(u) du = O.

111.16 Expliquer pourquoi la fonction f proposée à la question précédente ne peut pas être
uniformément approchée sur [0,+oo[ par une suite de polynômes ..

~
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