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Exercice I
On nomme surface d’Enneper, la surface paramétrée par :
x : (u,v) — (u - % + v — 3:; + vu?,u? —_112) , (u,v) e R?
1. Déterminer lc vecteur unitairc normal cn chaque point. v
2. Déterr:i’lincr I’endomorphisme de ‘\-’\’cingartcn en chaquc point
3. Montrer que la surface d’Enncper est & courbure moyenne nulie (minimale)
Exercice II

On considere la surface S é_‘ppelée hyperboloide 4 une nappe, dont ’équation dans
I’espace de coordonnées z,y, z est donnée par 22 + % — 22 = 1

1. Montrer que S peut-étre paramétrée par :

x(u,v) = (coshu cos v, cosh usin v, sinh u)

)

Déterminer la premicre forme fondamentale associée & S
. Déterminer la normale unitairc N(u,v) au point de parameétres (u,v) € S
. Calculer les coefficients de la scconde forme fondamentale associée.

. Calculer la courbure de Gauss G ct vérifier qu’elle est négative.
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. Donner la courbure moyennc H et vérifier qu’elle est de signe constant et ne
s’annule que le long du cercle z =224+ 4?2 —1=10

7. Montrer que la surface S est réglée, au sens ou elle est couverte par les droites
D, définies par : .

D, := {(tcosa —sina.tsina +cosa,t),t € R}

8. Soit v : [a,h) — S € R? une courbe paramétrée tracée sur la surface S.

pose m(t) = 4 = ||4(t)||~?. Vérifier que :

Tty :—57‘ = m2(8)3(t) + m(E)m ()

9. En déduire que la courbure géodésique peut s’exprimer par :

Ky = det(N,T.T) = m*(t) det(N,4,)

10. Calculer les courbure géodésiques des courbes suivantes :

(a) Les courbes u = ug
(b) Les courbes v = vy
(c) Les courbes D,
11. parmi celles-ci, lesquelles sont des géodésiques ?
12. On considére la courbe C formée, dans l'ordre, par les quatre morceaux
ants :
e ’arc de cercle C; découpé par = = 0 (dans y > 0) allant de A;(0, 1,
point As(—1,0,0) ;
e le segment Cy de Dy; joignant A; a Az(—1,1,1) ;
e ’arc de cercle C3 découpé par = = 1 dans y > 0, allant de A3z au
A4(1) 1’ 1) 3
e le segment C4 de Dy joignant A, et Ay & A;.

(a) Ecrire la formule de Gauss-Bonnet pour C

(b) calculer les angles aux sommets des points A;, ainsi que l'intégral
courbure géodésique sur chaquc courbe C;

(c) En déduire la valeur dc I'intégrale de la courbure de Gauss sur la
délimitée.



