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Exercice 1 (6 points)
Soit O un ouvert convexe de R™ et f: O — R}.
On dit que f est logarithmiquement convexe (sur O) lorsque la fonction In f : O — R est convexe.
1) a) Montrer que si ¢ : O = R est convexe, il en est de méme de la fonction e¥
b) En déduire qu'une fonction logarithmiquement convexe est nécessairement convexe.
2) a) Montrer 1’équivalence des assertions suivantes :
i) f est logarithmiquement convexe;
i1) la fonction z — e{® #) f(z) est convexe sur O Va € R.
b) En déduire que si f; et f2 sont logarithmiquement convexes et deux fois différentiable sur O, il en est de
en est de méme de leur somme f; + f;

3) On suppose ici que f est deux fois différentiable sur O.
Montrer 1'équivalence des assertions suivantes :
i) f est logarithmiquement convexe;
i) f(z)V2f(z) = VF(z)VT f(z) (i.e. la matrice f(z)V2f(z)—V f(z)VT f(z) est semi définie positive) Y

0;
iii) la fonction z — e{® *) f(z) est convexe sur O Va € R.
Exercice 2 (6 points) :
Soit A une matrice m X n et b un vecteur de R™. On considére le probléme suivant :
(P) inf ||Az.— b||
zeR™
ou || || désigne la norme euclidienne sur R™.

1) Interpreter () comme un probléme de projection. En déduire que (P) admet au moins une solution da
R™. Discuter son unicité en fonction du rang de A.

2) Montrer que u est solution de (P) si et seulement si
AT Au = AT,

3) On considére f(z) = 3||Az — b||2. Pour € > 0, on pose

fel@) = f(z) +all”.

a) Montrer qu'il existe un unique u, € R" tel que fe(ue) = inf crn fe(z).
b) Ecrire ’équation d’Euler satisfaite par u..
c) Montrer que ||u.|| < ||u|| pour tout u solution de (P).

Exercice 3 (7 points)

Soient m, n € N* avec n > 2.

A € My (R) une matrice symétrique et définie positive, B € Mmn(R) de rang m et b € R™.
On considére la fonction f : R” — R. donnée par :

f(z) = %(A:c,m) —(bz) VzeR"

et I’ensemble des contraintes
C={zeR": Bz =0}.

1) Montrer que C # 0. :
2) Montrer I'existence et 'unicité d’un point de minimum de f sur C noté z*.
3) Montrer qu'il existe u* € R™ tel que le systéme suivant soit satisfait.

Az* — b+ BTu* =0
Bzr* =0

X

4) Déterminer alors =* et u*.
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