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Chapitre 1

° y) °
Cinétique
La cinétique a pour objet le calcul du vecteur ﬂ)(S) = ZPE m@ AN \_/>( P) repré-
2
sentant le moment cinétique en O de (S) et le scalaire T = 3 ZPE m [7 P)} qui est

I’énergie cinétique du systéeme matériel (S).

1.1 Torseur cinétique - Torseur dynamique

On considere un systéme matériel (S) en mouvement par rapport a un référentiel R,

H
7 et T les champs des vitesses et des accélérations des points de (S) par rapport a R,
O un point de I'espace affine euclidien R3.

Définition

On appelle torseur cinétique, le torseur associé a (S) et au champ V

On appelle torseur dynamique, le torseur associé a (S) et au champ ?

Les éléments de réduction au point O de ces deux torseurs sont d’une part :

— Résultante cinétique ou somme des quantités de mouvement

Cas discret : ? = Z miV)(Pi)

o
Cas général : R :J V(P)dm
Pe(S)
— Moment cinétique en O

—
Z OP, Am, V. (P,) ou J OP A V(P)dm
Pe(S)
Et d’autre part :
— Résultante dynamique ou somme des quantités d’accélération

— —
Cas discret : R = Z m; I (Py)
i=1
— —
Cas général : R = J I'(P)dm
Pe(S)
— Moment dynamique en O

Zaﬁ/\mlT)(Pl) OUJ OHP/\T)

Pe(S)

(P)dm



1.1. CHAPITRE 1. CINETIQUE

Calcul des résultantes cinétiques

On note M la masse totale de (S), O est lié a la référence R.

— Clas discret _
Le centre d’inertie G est tel que Mﬁé = &, miOP;. On dérive par rapport a t,
les masses étant indépendants du temps. On a :

1. Résultante cinétique : MV(G) = Z miV(Pi)
i=1

2. Résultante dynamique : M?}(G) = Z mi?(Pi)
i=1

— Cas général

Le centre d’inertie G est tel que M@ = J ﬁdm
(S)

Les hypotheses générales sont : mouvement de classe C?, les masses indépendantes
de t et autorisent la dérivation par rapport a t sous le signe J Il en résulte :
1. Résultante cinétique : MV(G) = J V(P)dm

(s)

2. Résultante dynamique : MF)(G) = J I'(P)dm
(S)

Moment cinétique et moment dynamique

Définition

—

— Le vecteur ﬁQ(S) = J @ A\ T/)(G)dm est le moment cinétique de (S) en Q.
Pe(S)
QPAT

— Le vecteur ?Q(S) = J (G)dm est le moment dynamique de (S) en Q.

Pe(S)
Relation entre le moment dynamique et le moment cinétique

d
L’observateur de R calcule aﬂ)Q(S)

doy oy d [ 4
SHalS) = LE(S)@/\V(G)dm_LG(S) dt@AV(G)dan

.
— S)@A 7 (G)dm

Pe(
J,.o @ Viean=| Ve -qaVier=-VEa| Ve
be(s) Pe(s) Pe(S)
— MV(G)AV(Q)

d’ou

4T0(S) = 8o(S) +MV(G) A V(Q) |

Si Q est égal & O 1ié & R ( par exemple Q = O origine de R) alors
d -

aﬁo(s) = 00(S)

Si Q = G centre de gravité de (S)

LHal5) = Fols)
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Moment cinétique d’un solide mobile autour d’un point fixe O

On considére un solide (S) mobile par rapport & Ry = (0, €1, €2, €3) orthonormé

. - 7 R P RN (0) -
dujct, R;: (0, fq, 2, f3) repere orthonormé direct lié a (S). On donne w] =pfi+
q f 2+ 1 f3. On désigne par x,y, z les coordonnées cartésiennes dans R; d’un point P lié

a (S).

iﬁo(S) J WD A\ T/)(O)(P)dm = J OHP A\ [wﬁo) 74\ @} dm car \_/>(O) =
dt PE(S) PE(s)

=1Io(S)@\”
. , , . - = =
ou Ig(S) est la matrice de 'opérateur Z(O, S) par rapport a la base ( {4, f,, f3)

Calcul de [ (S) dans le mouvement le plus général d’un solide (S) par rapport
a Ry

(S) mobile par rapport éRo = (O, ?1 ?2, 23) orthonorme dlrect, Ry = (0, ?1,?2, ?3)
repere orthonormé direct lié a (S), a’( =pfi+g¢g fz +7 fg,, M masse de (S), A un
point quelconque lié a ( ), V J(A) connue et G le centre de gravité de (S). On a :
ﬁ’o(SJ:J OP A VO J OP/\ A)+ @ /\AP]

PE(S)
- J OPAVO(A)dm + &
P&(S)
Avec
— — — = —
® = J OP A (32‘” /\AP> dm = J (OA + AP) A (ﬁﬁo) /\AP) dm
PE(S) PE(S)
:J OAN (W AAP) dm+J AP A (@ AAP) dm
PE(S) PE(S)
To(S) :J E’DA7<0)(A)dm+J OAA(w /\}TI)D) dm+J ﬁA(ng] AAP) dm
PE(S) Pe(S) Pe(S)

— MOCAVO(A) + MOA A (wgw A ﬁ) ST

Cette fomule traduit le théoreme de KOENIGS pour le moment cinétique dans le cas

ou A =G par :
| Ho(S) =MOG A VO(G) + I(S) T |

Le moment cinétique en O est égal a la somme du moment en O de la quantité de
mouvement de G de masse M et du moment cinétique en G dans le moment de (S) autour

de G.

1.2 Energie cinétique

Soit (S) un solide en mouvement par rapport & Ry = (0, €1, €2, €3) orthonormé
direct.
Définition
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On appelle énergie cinétique de (S) dans son mouvement par rapport a Ry la quantité :

2
T = 1J (VOE)] dm
2 P€E(S)

1.2.1 Energie cinétique d’un solide (S) dans son mouvement par
rapport a Ry

1‘_?3. Soit llx,y,z) un point quelconque de (S)
VO(P) = VO (0) + &\” AOP don
1 2
T= _J [wgm /\OP} dm
2 Pe(S)
or

2 2
[350) A ag] _ (wgo))z@z _ [wgo)@]
= (p+ g + ) (x* +y> + 28) — (px + qy + r2)?
= (Y2 +2)p* + (x* + 22)q* + (x* + y*)r? — 2xypq — 2yzqr — 2zx1p

on obtient finalement :

| 2T = Ap® + Bg® + Cr? — 2Fpq — 2Dqr — 2Erp |

C’est une forme quadratique par rapport aux trois composantes de wﬁo)

Ona:

5 =Ap—Fq—Er
o= _Fp+Bp—Dr

%
¢ =—Er—Dq+ecr

2T:pa—6pl +qa—aq +r2 (%)

Les trois dérivées partielles ci-dessus ne sont autres que les composantes sur R de ﬂ)o(S).

I1 résulte de (%) que
12T = @ Io(s) DY |

Donc

1.2.2 Théoreme de Koenigs pour I’énergie cinétique

On utilise les mémes hypotheses que précédemment :
2 2
2T = J Vo) am = J VOR) + TP AP dm
PE(S) , Pe(S) ,
:J Vo) dm+2J VA [@) A AP dm+J (@O AAP) dm
Pe(S) PE(S) Pe(S)

1¢" terme [V(O)(A)]ZJ dm =M [V(O)(A)r
Pg(S)

4



1.2, CHAPITRE 1. CINETIQUE

2™ terme 2J VO(A). [wgm A ﬁ} " dm = 2VO(A)L(@O A MAQ)

Pe(S)
3™€ terme J (wﬁ") AN ﬁ)zdm = ﬁA(S)ﬁSO)

P€(S)
0) —(0
=Ia(s) V. @
= 2 fois I’énergie cinétique de (S) dans son mouvement
autour de A

=M W(O)(Aﬂ2 +2VO(A)(BO AMAG) + Iy (s) D@

H
Avec A = G on /ﬁ = 0 et on obtient le théoreme de Koenigs pour 1’énergie cinétique.

T=M W“”(Gﬂ2 +Ig(s) @@

= énergie cinétique du point G de masse M + énergie cinétique de (S) dans son
mouvemment autour de G.



Chapitre 2

Principes généraux de la dynamique

2.1 Introduction

La mécanique classique, qui est le cadre de ce cours, couvre plusieurs domaines d’études
tels que la statique, la cinématique et la dynamique. Elle a un vaste champ d’applications
qui va de I'étude des petites particules a celle des astres en passant par celle des objets
terrestres.

L’étude du mouvement des solides dans le cadre de la mécanique classique nécessite un
bagage mathématique qui a été introduit & travers 1’étude des torseurs et a 1’occasion
de la précision des définitions de grandeurs telles que le temps, la masse, la vitesse ou
I’accélération etc. ...

Selon les théories d’Aristote, philosophe grec (384- 322 avant JC), la terre, immobile ,
est le centre de I’Univers. Les corps lourds sont naturellement attirés par elle et les corps
légers comme les astres (lune, soleil, autres planetes de I'Univers ... ) flottent dans le ciel.
Ces théories étaient en vigueur jusqu’au dix-septieme siecle pendant lequel Galiléo Galiléi
(Galilée), physicien et astronome italien (1564-1642), découvre les lois de la pesanteur. Il
précise la notion de force qui était vague jusqu’alors et énonce le principe d’inertie.

En s’appuyant sur les travaux de Galilée, Isaac Newton (1642-1727) donne des définitions
rigoureuses de la masse et de la force qu’il relie a l'accélération dont il a compris le
caractere vectoriel. Newton énonce notamment le principe fondamental de la dynamique.

2.2 Préliminaires

2.2.1 L’espace et le temps

En mécanique classique, le temps, 'espace et la masse sont de natures totalement
différentes ( par opposition par exemple a la relativité générale dans laquelle ils sont liés).
L’espace

La mécanique classique entérine le fait que dans I’expérience courante ’espace physique
nous apparait comme possédant trois dimensions : hauteur, longueur et largeur. Le modele
mathématique de Pespace physique est donc Pespace affine euclidien IR3.
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Le temps

La notion de temps est intuitivement donnée a 1’observateur par la répétition pério-
dique de phénomeénes naturels (marée, lever de soleil, ... ). La conscience du déroulement
des phénomenes de la nature est liée au temps biologique dont nous appréhendons les
propriétés notamment par I’évolution irréversible des processus qui nous font évoluer de
la naissance a la mort. Le temps qui intéresse le mécanicien est celui qui découle de notre
observation directe, de notre expérience courante du mouvement, de la notion intuitive et
banale de changement. L’expérience concrete du mouvement rectiligne uniforme montre
que pour tenir compte quantitativement de la notion qualitative de changement un seul
parametre est suffisant. Le modele mathématique du temps est ’espace affine orienté de
dimension un IR. Les détails de la modélisation sont donnés dans le cours de cinématique.

2.2.2 Notion de force
Définitions

Définition : action mécanique

On appelle action mécanique toute cause susceptible de maintenir un corps au repos
ou de créer son mouvement.
Les actions mécaniques peuvent étre a distance (champ de pesanteur, champ électroma-
gnétique) ou mde contact (chargement ponctuel, liaisons ...)
Définition : force
Une force est une action mécanique s’exercant en un point matériel. Elle peut étre repré-
sentée par un glisseur : le glisseur associé au vecteur lié {M, ?} M est le point en lequel

s’exerce la force; le vecteur libre F donne l'intensité, la direction et le sens de 'action
mécanique.

Forces réparties en volume

Définition
Les actions mécaniques s’exercant sur un systeme matériel (S) occupant un volume V
peuvent étre réparties dans le volume V avec une densité volumique f La densité vo-
lumique de force f(M) définie en tout point M de V permet ainsi de calculer la force
SF(M) = f(M)dV. 54]): est appliqué en M.
Soit T le torseur des efforts mécaniques exercés sur (S) ses éléments de réduction en un
point A sont :

—
La résultante générale J f(M)dy,
v

—
Le moment résultant en A m A f(M)dV.
v

Les définitions pour les forces réparties en surfaces et en ligne sont analogues.
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Forces intérieures - forces extérieures

Définition
Une force sur un systeme matériel (S) est dite intérieure si elle est exercée sur (S) par un
systeme matériel (S’) n’ayant aucune partie matérielle commune avec (S)
Une force sur (S) est dite intérieure si elle s’exerce entre des parties de (S).

Force totale

Définition
La force totale exercée sur le systéme matériel (S) est la force exercée sur (S) par I’'Univers
privé de (S).

2.3 Principes généraux

Axiome 1
A chaque instant tout systeme matériel (S) exerce sur tout point matériel n’ appartenant
pas a (S) une force indépendante de tout observateur.

Axiome 2 : principe d’additivité
Si un systeme matériel (S) subit de la part de deux systémes matériels disjoints (S1) et
(S,) les forces Fy et F_z> respectivement, alors il subit de la part de la réunion (S; U S;) la
force F; + F;.

2.4 Influence du changement de temps sur 1’accélé-
ration

Deux observateurs de deux espaces Ry et Ry utilisent deux temps Ty et Ty et pergoivent
simultanément un méme évenement (par transmission instantanée de I'information entre
I'évenement et 'observateur).

Si 'observateur de R, utilise la variable t et I'observateur de R la variable t; alors il y a
simultanéité d’une date t du temps Ty et d’'une date t; du temps T;. On peut définir une
correspondance f entre Ty et Ty telle que t = f(t;).

f est appelée fonction changement de temps.

On fait sur f des hypotheses conformes a la notion intiutive du temps s’écoulant du passé
vers 'avenir contintiment. Ainsi f est supposé continue, de classe C? et strictement crois-
sante. Ainsi f~' est une fonction changement de temps. De méme si f et g sont deux
fonctions changement de temps alors g o f est une fonction changement de temps.

Les temps des divers observateurs de 'univers se déduisent les uns des autres par des fonc-
tions changement de temps. On en déduit que tous les observateurs de I'univers peuvent
se ramener a l'usage du méme temps T, donc de la méme variable t, et donc de la méme
horloge.

Conclusion

Tous les observateurs de I'univers peuvent utiliser le méme temps
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L’accélération n’est pas invariante par changement de temps

Deux observateurs placés a l'origine d’'un méme triedre Ry, utilisant deux temps dif-
férents T et Ty observent le mouvement du méme P/R,.

On a donc les mouvements ¢ — ]]: ((?) . Avec évidemment P(t) = P;(t) i.e Oﬁ(ﬂ =
1 1
—
ontt) d d d d
_ — — — t o
Soit £ = f(t), on a - [OP1 (m} = [OP(t)} = = [OP(t)} g, ot
v, = vt
4
d_z[o—]?( )]_d_z[@( )} dat 2+£[@( )]d_ztdbu
a2 [0 T ae dt; dt at?
- af \’ = df
M= (= Ly
] (dﬁ) dt{

2.5 'Torseurs des forces extérieures sur un systeme

Le torseur des forces extérieures sur un systéme matériel (S) est le torseur des forces
exercées sur (S) par I'univers privé de (S).
a) Ces forces peuvent-étre discr\ete_s> si le systeme est discret. Elles sont alors représen-
tées par des vecteurs liés {P;, Fj}.
b) Si (S) est continu, on définit une densité massique de force a tout instant t 7.
H
La résultante générale est alors R = J ?t(P)dm. Le moment résultant en A est
(S)
J AP A D (P)dm.
(S)

Ces sommes sont curvilignes, surfaciques et volumiques.

2.6 Principe fondamental - Temps galiléen - Espace
galiléen

. \ /7 3 H /7 / . N \
Soit (S) un systéme matériel, M sa masse, ' son accélération par rapport a un repere

Ro. La quantité M T appartient a I'espace vectoriel euclidien réel R® orienté; mais cet
espace comme on vient de le voir dépend du temps de I'observateur de R3. Cependant
I’expérience courante montre qu’il y a une égalité entre cette quantité et "la force exté-
rieure 7. On est donc amené a énoncer le principe suivant qui n’est justifié que par ses
conséquences.

2.6.1 Enoncé

Il existe un temps T appelé temps Galiléen ou absolu tel que 1’espace vectoriel des
forces soit identique a celui des quantités d’accélérations. .
Ou pour un point matériel P de masse m soumis a une force totale F, il existe un repere
d’espace et un repere de temps, ’ensemble étanl) un regére galiléen tel que si ' est
I’accélération de P par rapport a ce repere on ait F =mT" .
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Conséquence

Le repere de temps du repere galiléen est unique.
En effet si on associe un autre temps T; tel que t = f(t;) avec f différent de I'identité alors

- = =
F #mT4, (T calculé avec t;.
Dans la suite, on utilisera un repere galiléen.

2.6.2 Forces correctives d’espace - classe d’espaces dynamique-
ment équivalents

Forces correctives d’entrainement et de Coriolis

On considere un point matériel P de masse m mobile par rapport a deux triedres Ry
et Ry. On suppose que Ry est galiléen et R; est en mouvement quelconque par rapport a
Ro. - -
On note F la force totale appliquée a P et T (P) son accélération par rapport a R.
TOP) = TU(P) + T o(P) + T (P) doi
F=mT(P)=m (TP + TP+ Te(P)) = mTI(P) = F—m [To(P)+ T(P)
Pour 'observateur de R4, le mouvement de R; par rapport a Ry se traduit par I’appari-
tion de deux forces exercées sur P qui ne sont pas des forces directement appliquées a P
par un systeme matériel quelconque :

— mT ¢(P) : force corrective ou fictive ou d’inertie d’entrainement

— mT ¢(P) : force corrective ou fictive ou d’inertie de Coriolis

Espaces dynamiquement équivalents

Définition
On dit que deux reperes Ry et Ry sont dynamiquement équivalents s’ils sont en mouve-
ment de translation rectiligne uniforme 1'un par rapport a l'autre.
La relation d’équivalence dynamique est une relation d’équivalence sur I’ensemble des re-
peres ou espaces d’observateurs.

Condition pour que deux reperes Ry et R; soient dynamiquement équivalents

R; dynamiquement équivalent a Ry si et seulement si R a un mouvement de translation
rect1hgne umforme par ragport aRy:
@\ o ot TO (01) = 0, O étant Iorigine de Ri.

Or on a F I(P) = F (P)—I—F (P)—I—F (P)avec

— =10, (0) B
Le(P) = T90) + [ 1 A O } . On en déduit donc que
F.(P) = 23 AV

si Ry et Ry sont dynamiquemnt equlvalents alors V, VP ?)(0)(13) = ?(”(P).
Réciproquement, on admet que si VPT)(O)(P) = T'W(P) alors Ry et R; sont dynami-
quemnt équivalents.

Pour un systeme matériel (S) quelconque, on énonce le principe fondamental de la dyna-
mique sous la forme :

Il existe une classe d’espaces dynamiquement équivalents tels que pour tout systeme maté-
riel (S), le torseur dynamique de (S) soit égal au torseur des forces extérieures appliquées

A (S).

10
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CHAPITRE 2. DYNAMIQUE

Définition

La classe d’espaces pour lesquels Tqyn = Text est appelée classe de galilée.

11



Chapitre 3

Théoremes généraux

Les théoremes généaux de la dynamique traduisent 1’égalité des torseurs dynamique
et des forces extérieures en un point quelconque de I'espace.

3.0.3 Théoremes de la résultante dynamique ou théoreme du
mouvement du centre d’inertie

Ce théoreme traduit 1’égalité des résultantes générales du torseur dynamique et du
torseur des forces extérieures d'un systeme matériel (S) mobile par rapport a un repere
galiléen Ry. On note M la masse de (S) et G son centre de gravité. Alors la résultante

générale de Tayn(S) est

R = J T(P)dm =MTO(G)
PeS

Le théoreme de la résultante dynamique s’énonce

(1 J T(P)Jdm=TF ou MTO(G) = F
PeS

Si on pose f} = J V(O)(P)dm = MV(O)(G) on obtient

PeS

3.0.4 théoreme du moment cinétique
Le théoreme du moment cinétique traduit 1’égalité en un point donné des moments
résultants des torseurs dynamique et des forces extérieures.

soit Q un point quelconque de vitesse V(O)(Q) connue par rapport a Ry galiléen.
Le théoreme s’écrit

3) J QBA T (P)dm = Mo (Tow)
PeS

d(O)_) —
—_— = (0) (0)
On a montré en cinétique que gt M@ - Mdll)l enq(S) + MV (G) AV (Q)
= To8)+MVOG) AVI(Q)
(0)
donc J @ /\F)(P)dm = i_t@)(s) — MV(O)(G) AV(O)(Q)
Pes

(3) s’écrit sous la forme équivalente

d© - — —

(4) ZFa(8) + MV Q) A VI(G) = Mo(Teu)

12
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Cas particulier

()
Q =0, 0 lié & R, alors d—%}(S) — Mo(Tew)

dt
d© —
Q = G alors EH_G)(S) = Mg (Text)

Applications
Equations d’Euler

Soit (S) un corps en mouvement autour d un point fixe O origine d’un repére galiléen

Ro = (0,7¢1,7¢32,¢€3). Ry = (O, f 1y fz, f3) est un repere lié a (S), principal d’inrtie
de (S).
On suppose que les forces extérieures exercées sur (S) sont composées de forces s’appli-

_>
quant en O de résultante R et d’autres forces.

Application du théoreme du moment cinétique
d(O)

STRIS) = Mo(Tew)  (5)

A0 O
Posons w’ﬁ‘” = p?1 + q?z +T?3 et 7(0,S)=| 0 B 0
0 0 C

(f1,fz,f3)
— - — dO at
onafd(S) =J(0,9TY = Ap f1+Bq f2+Cr f 5 et EQ(S) s RS +TYA
dm dm ;
avee S (S) = —J 0P A (wgm /\@)) dm=| OPA (—E%S‘” /\07> dm
dt dt Jpes) Jre(s) dt
puisque O et P sont liés a R; donc i i
an am A0 01 1P Ap
S R(S) =7(0,5) {dt Ezﬁ‘”} =10 B O||q]|=]|Bqg
00 cC]|l+] |[cF
: P Ap (C—B)qr
Deplus @O ARGS)=|q |A| Bqg|=] (A=C)rp
T Cr (B—A)pq |

/T/io('nxt) = HO(R) + /vl)o(autres forces) = /Wo(autres forces)

Par conséquent (5) est équivalent au systeme :
Ap+ (C—B)gr = Mop(autres forces).
—
(6) ¢ Bq+ B)rp = Mo(autres forces). f ,

(A
Cr+ (B— C)pq = /\—/l>o(autres forces). f 3
Le systeme (6) est le systeme des équations d’Euler.

1

)

3.1 Cas de la statique

Un systéme matériel (S) est dit au repos par rapport a un repere galiléen Ry d’origine
0 si et seulement si_)VP € (S), Vvt aj)(t) =cteouVP € (S), Vt V(O](P) = ?
On en déduit que TO(P)= 0 VP € (S).
Alors le systeme dynamique de (S) est nul et I'application du principe fondamental de la

1
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3.2. CHAPITRE 3. THEOREMES GENERAUX

statique donne
Text (S) = torseur nul
- =
d’ott le principe fondamental de la statique (7) — { H(I;—:) 0 6}
ext) —

Le principe fondamental de la statique est une condition nécessaire d’équilibre

3.2 Théoreme de ’action et de la réaction

On considere un systeme matériel (S) S =S, US; tel que S =5 NS;, =@. S5 et S,
sont en mouvement par rapport a un repere galiléen R.
On désigne par Ty, (resp. Tz1) le torseur des efforts exercés par Sy sur Sy (resp. S, sur
S1), Tq (resp. T2) le torseur des efforts exercés sur Sy a I'exception de ceux exercés par S;
(resp. le torseur des efforts exercés sur S; a I'exception de ceux exercés par Sy).
Soient ’71”1 (resp. 7:12971) le torseur dynamique de Sy (resp. S;), 'application du principe
fondamental donne :

— Pour §; :714“:77%—751
— Pour 82:7;213“:73%-772

— Pour S=S5,US;: 7:11% + 7:12yn = T1 + T, puisque pour le systeme S = S; U S;, 71,

et 771 schématisent des forces intérieures.

On en déduit que ’ To+T =0 ‘

Théoréme

Soient S; et S; deux systemes matériels sans partie matérielle commune alors le torseur
des forces exercées sur S; par S; et le torseur des forces exercées sur S, par S; sont opposés.

14



Chapitre 4

Forces et liaisons

4.1 Forces sur un systeme matériel

4.1.1 Parametres de position et force de contact

La position d’un solide (ou d’'un systéeme matériel quelconque) par rapport a un réfé-
rentiel dépend en général de 6 parametres : les 3 coordonnées d’un point et les trois angles
d’Euler. Cependant les systemes matériels restent en contact ou sont articulés entre eux,
ce qui occasionnent des liaisons et réduit le nombres de parametres.

Considérons un anneau coulissant sur un fil :

L

On schématise le systeme par un point matériel P mobile sur une courbe (£) matéria-
lisée. On dit alors que le point matériel P est soumis de la part de (£) & une liaison de
contact.

P est astreint a se déplacer sur (£) et le seul parametre s = OP(t) suffit pour déterminer
sa position.

On dit que que P est soumis a une liaison bilatérale et possede un seul degré de liberté.

Dans le cas d’une bille sur une table, on peut faire la schématisation par un point matériel
se déplacant sur une surface L. La liaison est unilatérale et la bille possede deux degrés
de libertés.
Le point P mobile sur la courbe rgatérielle ou sur la surface matérielle est soumis de la
part de (£) ou de £ a une force R appliquée a P appelée force de contact ou force de
liaison. P exerce sur (£) ou sur Z la réaction —i). Les caractéristiques de cette force sont
données par les lois de frottements

1. Forces données - champs de forces

Soit P un point matériel mobile par rapport a un repére Ry, de coordonnées (x,y, z).

15



4.1. FORCES SUR UN SYSTEME MATERIEL CHAPITRE 4.
Définition
a) Une force F s’appliquant a P est dite donnée si et seulement si on connait F
en fonction de x,y,z,%,Y,z et t,
ou si et seulement si il existe une fonction vectorielle f de x,y,z,%,Y, z, t telle
ae
F=f(xvy,zx,y,z,t) = f PVt
b) On dit alors que I"application f deﬁmt un champ de forces F
c) On appelle ligne de forces du champ F I’ensemble des courbes de 1’espace
euclidien R3 tel qu’en chaque point, F soit tan _gente a ces courbes.
Elles sont défines par ’équation F A d uF =ad
2. Forces dérivant d’un potentiel

— -
Soit un champ de forces F. On dit que F dérive d'un potentiel V = —U ou
d’une fonction de force U si et seulement si il existe une fonction U continument
différentiable telle que F = gradU = —gradV

H
3. On appelle équipotentielles du champ F, les lignes ou surfaces telles que U = Cte

4.1.2 Cas d’un systeme matériel quelconques

1.

Forces concentrées
ce sont des forces s’exercant sur un ensemble fini de points appartenant au systeme
matériel (S).

Lois de frottement solide

So et Sq sont deux solides en contact ponctuel admettant un plan tangent commun
(TT) au point de contact P. Le contact réel s’exerce entre une particule Py € Sy et
une particule Py € §; tel que la vitesse de glissement de S; par rapport a Sy est
définie par :

7gliss = V(P € S]/SO)

On schéglatise I’action de la force de contact exercée par Sy sur Sy par une force
unique R apphquee a Py et celle exercée par Sy sur Sy par —R en Py.

On décompose R en T composante tangentielle et N composante normale.

Les lois expérimentales de Coulomb expriment qu’il existe un coefficient f > 0
appelé coefficient de frottement, indépendant des mouvements, mais dépendant de
la nature des matériaux en contact, tel que Vt, ? et W vérifient les deux lois
suivantes :
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4.2. LIAISONS CHAPITRE 4.

a) [TI=f[N|'si Vguss # 0

et Vguss sont colinéaires et de sens opposés. Si la liaison est unilatérale, le
sens de N est déterminé,
b) [T < fIN|si Vgues = 0.
Si la liaison est unilatérale, le sens de W est déterminé.
Contact sans frottement
Il y a non frottement si f = 0 c’est a dire ? = ?, soit ? = W
Dans ce cas, les forces de contact sont normales aux surfaces de contact.

4.2 Quelques exemples de liaisons

4.2.1 Parametres primitifs

La position d’un corps dépend du temps par I'intermédiaire de fonctions appelées para-
metres de position. On a montré qu’un solide indéformable non rectiligne a six parametres
de position qui sont les coordonnées d'un des ses points et les angles d’Euler. Pour un
systeme matériel (L) on suppose a priori que la position de tout solide qui le constitue est
définie comme si ce solide était seul. Ainsi si (L) est constitué de p solides volumiques,
g solides surfaciques, de 1 solides linéiques et de s solides ponctuels sa position dépend
a priori de N = 6p + 5q + 4r + 3s parametres et éventuellement du temps. Ce sont les
parametres primitifs de (X)

4.2.2 Liaisons

Lorsqu’on tient compte, pour définir la position d’un solide de (X), de la présence des
autres constituants de (X) et des systémes matériels extérieurs a (X), les propriétés de
la matiere imposent des restrictions dans les positions et les mouvements possibles de ce
solide. On dit alors qu’il est soumis a des liaisons.

Les liaisons rencontrées dans les applications industrielles sont souvent des liaisons géo-
métriques traduites par des relations algébriques et les liaisons cinématiques traduites par
des relations différentielles entre les parametres primitifs et éventuellement le temps.
Une liaison est indépendante du temps si elle se traduit par des relations ne dépendant
pas explicitement du temps.

Liaison interne - liaison externe

Une liaison est interne a un systéme matériel (Z) si elle se réalise entre deux éléments

de (X)
S
Une liaison est externe a un systeéme matériel (X) si elle se réalise entre un élément de (X)

et un solide appartenant a un autre systeme matériel.
Liaison bilatérale - liaison unilatérale

La relation traduisant une liaison peut étre une équation ou une inéquation. Lorsque ce
sont des équations on dit que la liaison est bilatérale. On dit que la liaison est unilatérale
si elle est traduite par des inéquations.
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4.3. PERFECTION DES LIAISONS CHAPITRE 4.

4.2.3 Exemple de liaison bilatérale : particule sur un cerceau
tournant

Le cerceau est schématisé par un cercle de rayon a tournant dans I’espace affine eucli-
dien IR? autour d’un diametre fixe avec une vitesse angulaire w, w > 0. Le centre O du
cercle est pris comme origine du repere Ry = (O, X, Yo, Zo), U'axe (O, Z) est porté par le
diametre fixe. On suppose que le systeme de fixation du diametre et d’entrainement du
cerceau n’empéche pas le passage de la particule. Celle-ci peut donc décrire le cerceau en
entier.

La présence du cercle incite a utiliser les coordonnées sphériques r, 0, . soit P le point
représentant la particule, on a v =|| Oﬁ I, b = angle(Xy, i) mesuré autour de zp, U étant
le vecteur unitaire de I'axe du cercle, 8 = angle(zy, OP) mesuré autour de u.

Le maintien de la particule sur le cerceau se traduit par les deux équations : v = a et
1 = wt en prenant pour Xy la position du vecteur U a l'instant initial.

4.2.4 Exemple de liaison unilatérale : billes reliées par un fil

On considere un systeme matériel (X) formé deux billes modélisées par deux points
matériels P et P’. Les parametres primitifs de (X) sont les coordonnées des deux points
dans le repere Ry, x,y,z,x’,y’,z’. Si les deux billes sont réunies par un fil inextensible
de longueur 1 alors les parametres de position sont liés par I'inéquation (x —x/)? + (y —
y )P+ (z—z')r <12

4.3 Perfection des liaisons

Définition
Une liaison £ est parfaite si la puissance des efforts de liaison est nulle pour tout mouve-
ment la respectant.
Si L est une liaison entre les solides (S7) et (S;) la puissance P (L) est le comoment du
torseur cinématique [C] et du torseur des efforts de liaison de (S;) sur (S,) Ts,—s,. Donc
P(L) = RV(A € $1/S5) + Q(51/S2)Ma ot A est un point de la liaison et les vecteurs

intervenant dans le calcul les éléments de réduction respectifs des deux torseurs au point
A.

Si dans repere donné on a : R = (X,Y,Z), 5(51/52) = (p,q,T1), V(A € $1/S2) = (uyvy,w),
Ma =(L,M,N) alors P(L) =0 & uX+vY +wZ+pL+gM + 1N =0.

4.3.1 Perfection d’une liaison ponctuelle en I

On choisit le repere R = (I, X, Y, Z) avec (I, X, §) repéere du plan tangent a (S;1) et (S;)

—

en I. Alors V(I € $1/S;) =uxX+ vy :

a) Cas avec glissement : V(I € $;/S,) # 0.
P(L) =0 uX+vY+pL+gM + 1N =0, Vu,v,p,q,T.
Donc Ts, s, est un glisseur de vecteur colinéaire a Zz.

b) Cas sans glissement : V(I € S$;/S,) =0.
PL)y=0&pL+gM+rN =0, Vp,q,T.

Donc Ts,s, est un glisseur de vecteur R quelconque.
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4.3. PERFECTION DES LIAISONS CHAPITRE 4.

4.3.2 Perfection d’une liaison multiple

On étudie la perfection de la liaison pour quelques contacts multiples.

1)

Liaison rotoide autour de 'axe (A, Z)

Définition

Un contact entre les solides (Sy) et (S;) est une liaison rotoide ou pivot d’axe (A, Z)
si les seuls mouvements possibles de (S;) par rapport a (S7) sont les rotations d’axe

(A, 2).

On a [C] = [rZ, 5] donc la liaison est parfaite si et seulement si Mn.Z=0.

Liaison glissicre d’axe (A, Z)

Définition

Un contact entre les solides (S7) et (S;) est une liaison glissiere d’axe (A,Z) si
les seuls mouvements possibles de (S;) par rapport a (S;) sont les translations
rectilignes de vecteur directeur z.

On a [C] = [6, WZ] donc la liaison est parfaite si et seulement si R.Z=0.

Liaison verrou ou cylindrique d’axe (A, Z)

Définition

Un contact entre les solides (S1) et (S;) est une liaison verrou, cylindrique ou pivot
glissant d’axe (A, Z) si les seuls mouvements possibles de (S;) par rapport a (S7)
sont les rotations d’axe (A, Z) et les translations rectilignes de vecteur directeur Z.

On a [C] = [rZ,wZ] donc la liaison est parfaite si et seulement si RZ = 0 et
Ma.Zz=0.

Liaison rotule ou sphérique et liaison appui plan

Définition

Un contact entre les solides (S7) et (S;) est une liaison rotule ou sphérique si les
seuls mouvements possibles de (S;) par rapport a (S;) sont les rotations autour
d’un point fixe dans les deux solides .

On a [C] = |pX+ qy + 7Z, 6] et [Ts,s,] = [ﬁ, 5] donc la liaison est parfaite.

Définition

Un contact entre les solides (S7) et (S;) est une liaison appui plan si les seuls
mouvements possibles de (S,) par rapport a (S;) sont les mouvements plan sur
plan.

On a [C] = [rZ,pX + qy] et [Ts,s,] = [ZZ,LX + My] donc la liaison est parfaite.
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Chapitre 5

Théoreme de I’énergie cinétique
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